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On  trouve  chez  le  même  Libraire,  éditeur  du  Journal 
Militaire , tou»  le»  Registres  et  Etats  nécessaires  à la  compta- 
bilité des  Corps  de  toutes  les  armes , ainsi  que  les  Décrets  , 
Règlement , Instructions  et  ouvrages  relatifs  à r art  militaire. 

Il  se  charge,  en  outre , de  procurer  tous  les  autres  Ouvrage* 
de  quelques  genres  qu'ils  soient , et  de  faire  les  abonnement 
aux  différent  Journaux. 
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SON  ALTESSE 

SÉRÉNISSIME 

LE  PRINCE  ALEXANDRE* 

VICE  - CONNÉTABLE  DE  L’EMPIRE  FRANÇAIS, 

n 

MAJOR-GÉNERAL  DES  ARMÉES, 
PRINCE  DE  NEUCHATEL,  DE  WAGRAM,  et<ï, 


M ON  SEIGNEUR, 

Le  guerrier  le  plus  utile  à sa  patrie , celui 
qui  marche  le  plus  sûrement  dans  le  chemin 
de  la  gloire , réunit  à la  valeur  brillante  qui 
décide  les  affaires , l’instruction  solide  propre 
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à les  préparer , à les  conduire.  L’Empereur,' 
dont  le  nom  seul  au  milieu  des  combats  fait 
des  héros,  a voulu  que  la  jeunesse  française, 
qui  brûle  de  se  distinguer  dans  ses  armées  , 
y arrivât  avec  une  éducation  militaire  dont  il 
a tracé  le  plan. 

L’intérét  que  vous  prenez  , Monseigneur, 
aux  progrès  de  l’enseignement  et  aux  succès 
des  écoles  militaires  que  S.  M.  a créées,  nous 
a inspiré  le  désir  de  voir  votre  nom  à la  tête 
de  ce  cours  élémentaire.  Votre  Altesse  a bien 
voulu  en  agréer  l’hommage , et  nous  espérons 
que  cet  honneur , regardé  par  les  professeurs 
comme  une  récompense  extrêmement  flat- 
teuse de  leurs  travaux , soutiendra  aussi  les 
élèves  dans  leurs  études  , en  leur  rappelant 
sans  cesse  un  grand  modèle  de  vertus  guer- 
rières. 

Nous  sommes  avec  le  plus  profond  respect, 

Monseigneur  , 

De  votre  Altesse  Sérénissime , 

Les  très-humbles  et  très-obéissans  serviteurs, 

Allaize,  Bill  y,  Puissant,  Boitdrot, 

_ Professeurs  de  Mathématiques  à l’Ecole  de  Saint-Cyiy 
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AVANT-PROPOS* 


.Li’adoptioîï  provisoire  d’un  abrégé  du  Cours  de 
Mathématiques  de  Bezout , à l’Ecole  spéciale 
Impériale  militaire  , était  fondée  sur  la  nécessité 
de  mettre  entre  les  mains  des  Elèves  un  Ou- 
vrage qui  leur  rappelât  les  leçons  des  Professeurs 
et  leur  fournît  en  même  tems  des  applications 
utiles.  Mais  cet  Ouvrage,  malgré  son  mérite  in- 
contestable , était  trop  incomplet  , à plusieurs 
égards , pour  pouvoir  servir  long-temS  de  base 
à l’enseignement  dans  cette  Ecole. 

Le  Cours  de  Mathématiques  que  l’on  publie 
aujourd’hui , est  un  précis  des  leçons  données  par 
les  Professeurs  de  l’Ecole  spéciale  militaire  de 
Saint-Cyr.  Ils  l’ont  rédigé  par  les  ordres  et  d’après 
les  idées  de  M.  le  général  de  division  Bellavène, 
directeur  des  études  de  cette  grande  Ecole , qui  * 
a désiré  que  l’enseignement  fût  uniforme  et  en 
harmonie  avec  les  connaissances  mathématiques  . 
que  la  plupart  des  jeunes-gens  puisent  dans  les 
Lycées , avant  d’entrer  aux  Ecoles  Impériales 
militaires.  Ce  Cours  est  le  résultat  de  cinq  années 
d’expérience  qui  ont  fait  connaître  ce  qui  con- 
venait particulièrement  à l’objet  que  l’on  avait  à 
remplir. 
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L’Arithmëlique  est  présentée  de  manière  à 
suffire  aux  calculs  qui  ont  rapport  à l’adminis- 
tration et  à la  comptabilité  des  corps 'et  des 
compagnies.  On  a placé  dans  l’Algèbre  les  ex- 
tractions des  racines  et  la  théorie  des  logarithmes, 
parce  que  ces  parties  peuvent  y être  traitées 
d’une  manière  plus  lumineuse  et  plus  générale. 

L’Algèbre  précède  la  Géométrie , parce  qu’il 
est  naturel  de  ne  pas  séparer  le  calcul  algébrique 
du  calcul  numérique,  et  que  d’ailleurs  la  Géo- 
métrie tire  bien  plus  de  secours  de  l'Algèbre  que 
l’algèbre  n’en  pourrait  tirer  de  la  Géométrie.  On 
en  verra  des  exemples  remarquables  dans  plu- 
sieurs problèmes,  et  notamment  dans  l’évalua- 
tion du  segment  sphérique  et  le  calcul  des 
dimensions  d’une  batterie.  • 

Dans  la  Géométrie  on  a tâché  de  s’écarter  le 
moins  possible  de  la  Géométrie  de  M.  Legendre 
et  de  celle  de  M.  Lacroix  , en  sacrifiant  quelque 
chose  de  l’extrême  rigueur  de  plusieurs  démons- 
trations , afin  de  rendre  plus  faciles  pour  tous 
l’intelligence  des  vérités  géométriques  ; mais  l’on 
a fait  en  sorte  que  la  concision  ne  nuisît  point 
à la  clarté  des  raisonnemens , et  ne  rompît  point 
la  chaîne  des  propositions. 

Après  avoir  exposé , dans  le  premier  livre  de 
cette  partie  du  Cours , les  propriétés  des  lignes 
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AVANT-  PnOPOS. 
et  des  surfaces  , on  passe  à la  résolution  de  divers 
problèmes  qui  y sont  relatifs , et  l’on  donne  les 
solutions  graphiques  et  celles  que  fournit  le 
calcul  numérique,  soit  que  l’on  opère  sur  le  ter- 
rain , soit  que  l’on  travaille  dans  le  cabinet. 

Le  second  livre  est  consacré  à l’exposition  des 
propriétés  des  plans  , des  corps  à faces  planes  et 
des  corps  ronds  ; on  y trouve  aussi  quelques  con- 
sidérations sur  la  mesure  des  corps  qui  consti- 
tuent les  Ouvrages  de  fortification;  matière  qui  n’a 
pas  été  présentée  avec  assez  de  détails  par  Bezout. 

Le  troisième  livre  a pour  objet  la  Géométrie 
descriptive  ou  la  théorie  des  projections  ; mais 
cette  science  est  restreinte  à ce  qu’il  importe  le 
plus  d'expliquer  aux  Elèves  des  Ecoles  Impériales 
Militaires  qui  doivent  suivre  le  Cours  de  fortifi- 
cation. 

Le  quatrième  livre  comprend  la  théorie  et  la 
pratique  du  Nivellement.  On  entre  encore  ici 
dans  plus  de  détails  que  Bezout , parce  qu’il  peut 
arriver  qu’un  officier  soit  chargé  d’une  opération 
plus  difficile  que  celle  qui  consiste  à tracer  un 
petit  profil  de  retranchement. 

Vient  ensuite  le  cinquième  livre , qui  renferme 
la  Trigonométrie  rectiligne,  dont  on  expose  suc- 
cinctement et  suffisamment  les  principes,  ainsi 
que  son  application  à la  mesure  des  distances  et 
des  hauteurs,  et  aux  calculs  d’un  front  de  for- 
tification. 
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On  trouve  en  outre  dans  ce  livre  un  petit 
traité  du  Levé  des  plans  : celte  matière,  sur  la- 
quelle Bezout  a laissé  beaucoup  à desirer , y est 
présentée  avec  toute  l’étendue  qu’elle  comporte. 
Ensuite  on  indique  brièvement  les  différens  pro- 
cédés géométriques  qu’on  peut  mettre  en  usage 
pour  copier  ou  réduire  les  cartes  topographi- 
ques , parce  qu’il  est  essentiel  d’y  exercer  les 
Elèves  avant  de  leur  faire  dessiner  le  terrain  à 
vue. 

Le  sixième  livre  comprend  des  notions  élé- 
mentaires sur  la  Géométrie  analytique,  propres 
à faire  saisir  l’esprit  des  démonstrations  de  cer- 
taines propositions  de  Mécanique  , et  à mettre 
sur  la  voie  de  la  recherche  des  propriétés  de 
l’étendue. 

Enfin  dans  la  Mécanique,  après  les  applications 
des  principes  de  Statique  aux  machines  simples 
et  à d’autres  en  usage  dans  l’artillerie  , on  donne 
un  aperçu  de  Dynamique  et  d’Hydrostatique  ; 
ce  qui  conduit  naturellement  à exposer  la  théorie 
du  mouvement  des  projectiles,  et  celle  du  baro- 
mètre , dont  on  fait  ensuite  l’application  à la 
mesure  des  hauteurs. 

Dans  tout  cet  Ouvrage , on  s’est  imposé  une 
concision  qui  cependant  est  graduée  de  manière 
que  les  premières  parties  sont  plus  développées 
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que  les  autres , et  cela  afin  que  les  Elèves  ac- 
quérant plus  d’habileté  à s’approprier  les  leçons 
des  Professeurs,  soient  plus  à même  d’en  faire 
un  jour  des  applications  avec  discernement. 

C’est  aussi  dans  cette  vue  que  l’on  a terminé 
ce  Cours  par  une  table  des  définitions  et  des 
principes,  rédigée  à l’exemple  de  celle  de  Bezout  ; 
laquelle  a le  double  avantage  de  présenter , dans 
un  cadre  beaucoup  plus  étroit , l’ensembîe  et  la 
filiation  des  théories  mathématiques  , et  d’offrir, 
aux  Elèves  une  sorte  de  programme  qui  les  aidera 
à faire  eux-mêmes  le  résumé  des  leçons  de  leurs 
Professeurs,  et  à se  rendre  compte,  par  ce  moyen, . 
de  l’état  de  leurs  connaissances. 


Alphabet  pour  faciliter  la  lecture  des  calculs  où  l’on 
fait  usage  de  lettres  grecques. 


A et»  • • • 

. . Alpha. 

b /3  e.  . . . 

. . Bêta. 

r>f  r. . . . 

. . Gamma. 

AJ'.... 

. . Delta. 

£i.  ... 

. . Epsilon. 

Z ?...  . 

• • 

H K«  • • • 

. . Eta. 

© e&.  . . . 

. . Thêta. 

I.  . . . . 

. . Iota. 

K K»  • • • 

. . Cappa. 

ÀAi  • • • 

. . Lambda. 

Mi t.  . . . 

. . Mu. 

N*.  . . . • 

. . Nu. 

sç.  . . . 

. . Xi. 

O «.  . 

. . Omicron. 

IIj*.  . . 

. . Pi. 

Vfp...  . 

. . Rho. 

2<rt,  . . 

. . Sigma. 

Tri  . . . 

. . Tau. 

ïv 

. . Upsilon. 

4 ç.  ... 

. . Phi. 

xx.  • • • 

. . Chi. 

. . . 

. . Psi. 

n k.  . 

. . Oméga. 
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COURS 

DE  MATHÉMATIQUES. 

ARITHMÉTIQUE. 


NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 

I . O n appelle  quantité , tout  ce  qui  est  susceptible  d’aug- 
mentation ou  de  diminution;  unité , toute  quantité  à laquelle 
on  compare  celles  de  même  espèce  pour  les  mesurer  ou  les 
évaluer  ; nombre , le  rapport  qui  exprime  combien  de  fois  une 
quantité  contient  celle  de  même  espèce  qu’on  a prise  pour 
unité.  L’objet  des  Mathématiques  est  de  déterminer  ce  rapport. 

a.  Les  Mathématiques/mref,  comprennent  l’Arithmétique 
et  l'Algèbre  ou  le  calcul  ; la  Géométrie  ou  la  mesure  de  l’é- 
tendue et  l’application  du  calcul  à la  Géométrie. 

Les  Mathématiques  mixtes , ou  Sciences  Physico -Mathé- 
matiques , comprennent  la  Mécanique  , l’Astronomie  , l’Opti- 
que , etc. 

3.  -Arithmétique  est  la  science  des  nombres,  elle  en  com- 
prend la  numération  et  le  calcul. 

/J.  Un  nombre  est  entier  ou  fractionnaire  ou  simplement 
une  fraction , selon  qu’il  est  composé  d’unités  entières  ou 
d’unités  et  de  parties  d’unité  , ou  simplement  de  parties  de 
l’unité  •.  ainsi  on  a un  nombre  entier  dans  trois , un  nombre 
fractionnaire  dans  trois  et  demi , et  une  fraction  dans  trois- 
quarts.  - 

Un  nombre  est  abstrait  ou  concret,  suivant  qu’il  est  énoncé 
sans  ou  avec  l’espèce.  Ainsi  on  a un  nombre  abstrait  dans 
trois , ou  trois  fois,  et  un  nombre  concret  dans  cent  boulets. 

Arithmétique,  i 
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2 COÜttS  DE  MATHÉMATIQUES. 

De  la  numération  des  nombres  entiers  et  des 
parties  décimales. 

5-  La  Numération  est  l’art  d’énoncer  et  d’écrire  les  nombres. 

6.  Pour  énoncer  les  nombres,  onles  décompose  en  différentes 
tranches,  savoir  : celle  des  unités,  celle  des  mille,  celle  des  mil- 
lions, celle  des  billions , celle  des  trillions  , etc.  Chaque  tranche 
est  composée  d’unités , de  dixaines  et  de  centaines,  ces  tranches 
se  lient  entre  elles,  par  la  convention  qu’un  mille  vaut  dix 
centaines  d’unités , qu’un  million  vaut  dix  centaines  de  mille, 
un  billion , dix  centaines  de  millions  ; un  trillion  , dix  cen- 
taines de  billions , ete. 

On  énonce  d’abord  les  centaines , les  dixaines  et  les  unités 
de  la  tranche  la  plus  élevée  en  valeur  ; ensuite , et  succes- 
sivement , celles  des  tranches  immédiatement  inférieures. 

EXEMPLE. 

11  y a trente  un  millions , cinq  cent  cinquante-six  mille, 
neuf  cent  vingt-neuf  secondes,  dans  l’année  solaire. 

rj.  La  Grammaire  enseigne  à écrire  les  nombres  en  toutes 
lettres. 

8.  Dans  le  calcul , on  écrit  ou  on  exprime  les  nombres  avec 
dix  caractères  que  l’on  nomme  chiffres.  En  voici  la  figure  et 
Le  nom  ou  la  valeur  , 

o,  i,  a,  î,  4i  5,  6,  7,  8,  9. 

zéro,  un , deux , trois , quatre , cinq , six , sept , huit , neuf. 

Pour  exprimer  les  nombres  au-delà  de  neuf,  on  emploie 
plusieurs  chiffres  ; à cet  effet , ces  mêmes  chiffres  ont  une 
valeur  qui  dépend  et  de  la  place  qu’ils  occupent  et  de  la 
manière  d’énoncer  les  nombres. 

Si  on  compte  ces  places  de  droite  à gauche  , les  trois  pre- 
mières sont  pour  la  tranche  des  unités;  les  trois  suivantes  pour 
la  tranche  des  mille;  la  7e.,  la  8e.  et  la  9',  pour  la  tranche 
des  millions;  les  trois  suivantes,  pour  les  billions,  etc.; 
dans  chaque  tranche,  les  chiffres  expriment  des  unités  à la 
ire.  place,  des  dixaines  à la  a®.,  des  centaines  à la  3e. 

n.  D’après  cet  exposé,  il  est  facile  d’exprimer  en  chiffres, 
un  nombre  énoncé  dans  le  discours  , ou  écrit  en  toutes  lettres, 

voici  la  règle  : . 

Ex  irimez  successivement  les  centaines,  les  dixaines  et  les 
unités  de  chaque  tranche , en  commençant  par  celle  qui  a 
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la  plus  grande  valeur.  Distinguez  les  tranches  en  laissant 
entre  elles  un  petit  intervalle. 

EXEMPLES. 

Le  nombre  énoncé  à la  fin  du  n°  6 est  égal  à 3i  556  92g. 

S’il  manque  des  centaines  ou  des  dixaines  ou  des  unités 
dans  une  tranche,  on  met  un  zéro  à la  place  ; cependant, 
si,  d’après  cette  règle,  il  se  trouvait  un  ou  deux  zéros  à la 
gauche  des  chiffres'  significatifs,  on  les  supprimerait  comme 
inutiles. 

Pour  exprimer  que  la  circonférence  de  la  terre  est  de  vingt 
millions,  cinq  cent  vingt-deux  mille,  neufcent  soixante  toises, 
ou  de  quarante  millions  de  mètres  ; on  écrirait  20  5-22  960, 
pour  le  premier  nombre,  et  l\0  000  000  pour  le  second. 

IO.  Il  ne  sera  pas  plus  difficile  d’énoncer  ou  d’écrire  eu 
toutes  lettres  un  nombre  exprimé  en  chiffres. 

Partagez  le  nombre  proposé  en  tranches  de  3 chiffres  , en 
allant  de  droite  à gauche. 

Enoncez  ensuite  ou  écrivez  les  centaines  , les  dixaines  et 
les  unités  de  chaque  tranche , sans  oublier  le  nom  de  la 
tranche  , en  allant  de  gauche  à droite.  S’il  se  rencontre  des 
zéros  , il  faut  les  passer , sans  rien  écrire  ou  énoncer. 

EXEMPLES. 

1 234  567  890  “tin  billion,  deux  cent  trente-quatre  mil- 
lions cino  cent  soixante- sept  mille  huit  cent  quatre-vingt-dix  ; 
100  002  000  o3o  = cent  billions,  deux  millions,  trente.  Le 
signessjilacé  entre  l’exposition  en  chiffres  et  celle  en  lettres, 
se  nomme  signe  d’égalité , et  se  prononce  égale. 

I 1.  Rem  a roues  : En  allant  de  droite  à gauche,  Ja  valeur 
des  chiffres  croit  en  progression  décuple,  et  les  unités  d’un 
chiffre  quelconque,  font  le  décuple  de  celles  du  chiffre  placé 
à sa  droite,  et  le  dixième  de  celles  du  chiffre  mis  à sa  gauche. 

On  rend  donc  un  nombre  successivement  10,  100,  1000  fois 
plus  grand,  en  mettant  un  ou  deux,  ou  trois  zéros  à sc  droite. 
Ainsi  36oo  cent  fois  36,  et  2400  francs  font  240  000  cen- 
times. 

Quand  un  nombre  est  terminé  par  de*  zéros,  on  le  rend  10 
ou  100,  ou  1000  fois  plus  petit  , en  supprimant  1 ou  2 , ou 
3 zéros.  Ainsi  36o  est  le  dixième,  et  38 , le  centième  de  36oo. 
Ainsi  3oo  000  centimes  font  3ooo  francs. 

1* 
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4 COURS  DE  MATHÉMATIQUES. 

De  la  Numération  des  parties  décimales. 

I 2 . On  nomme  en  général  parties  décimales , ou  simplement 
décimales,  et  en  particulier  dixième , centième,  millième, 
dix-millième  , cent-millième  , millionième,  dix-millionième, 
cent-millionième, billionièrac,  etc.,  les  parties  de  l’unité  divisée 
successivement  par  io,  par  ioo,  par  1000,  par  10000  , par 
iooooo,  par  ioooooo,  etc. 

La  première  dénomination  leur  a été  donnée  , parce  qu’elles 
sont  des  dixièmes  les  unes  des  autres , et  qu’on  peut  regarder 
les  centièmes  comme  des  dixièmes  de  dixième,  les  millièmes 
comme  des  dixièmes  de  centièmes , et  ainsi  de  suite. 

Cette  manière  de  diviser  l’unité  est  la  plus  commode  pour 
le  calcul  : on  l’a  adoptée  dans  les  nouvelles  mesures. 

Si  un  nombre  est  composé  d’unités  entières  et  de  parties 
décimales  , on  énonce  séparément  les  unes  et  les  autres  ; on 
peut  aussi  convertir  les  unités  en  décimales. 

On  énonce  celles-ci  en  les  réduisant  à leur  plus  petite 
espèce.  Ainsi  au  lieu  de  trois  unités,  quatre  dixièmes,  six 
centièmes  et  huit  millièmes  , on  dit  trois  unités  et  quatre  cent 
soixante-huit  millièmes.  On  peut  dire  aussi  trois  mille  quatre 
cent  soixante-huit  millièmes. 

Pour  les  exprimer  en  chiffres , après  avoir  mis  une  vir- 
gule ou  un  point  à la  droite  des  unités , on  écrit  de  suite  et 
successivement  les  dixièmes , les  centièmes , les  millièmes  , 
les  dix-millièmes,  les  cent-millièmes,  les  millionièmes  , etc. , 
en  sorte  que  si  on  compte  les  places  de  droite  à gauche  , les 
dixièmes  sont  à la  première  , les  centièmes  à la  seconde , les 
millièmes  à la  troisième , les  dix-millièmes  à la  quatrième  , 
les  cent-millièmes  à la  cinquième  , et  les  millionièmes  à la 
sixième.  Ceci  est  une  conséquence  nécessaire  de  la  numéra- 
tion adoptée  pour  les  nombres  entiers  , puisque  si  la  valeur 
d’un  chiffre  croit  en  progression  décuple  de  droite  à gauche, 
elle  doit  décroître  dans  le  même  rapport  de  gauche  à droite. 

I 5.  Ier.  PROBLÈME  : Exprimer  en  chiffres  un  nombre 
de  décimales  énoncé  dans  le  discours  , ou  écrit  en  toutes 
lettres. 

Rècri:  : Exprimez  d’abord  le  nombre  des  parties  ; ensuite 
mettez  la  virgule  de  manière  que  le  dernier  chiffre  vers  la 
droite  occupe  la  place  qui  convient  à l’espèce  indiquée.  Enfin 
écrivez  les  unités  à la  gauche  de  la  virgule. 
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EXEMPLES. 

Exprimer  trois  unités  et  quatre  cent-vingt-un  millièmes. 
Le  dernier  chiffre  i doit  occuper  la  troisième  place  après  la 
virgule;  il  faut  donc  la  placer  à gauche  du  4-  Enfin  écrivant 
les  3 unités  à gauche  de  la  virgule,  l’expression  demandée 
est  3,4ai. 

S’il  n’y  a point  d’unités,  on  met  un  zéro  pour  en  indiquer 
l'absence  et  la  place.  Ainsi  cent-vingt-trois  millièmes  zz  o,ix3. 

S’il  manque  des  parties  décimales,  on  met  des  zéros  à leur 
place.  Ainsi  cent  trois  millièmes  o,io3.  Vingt-trois  mil- 
lièmes zz  o,ox3.  Trois  millièmes  ” o,oo3  ; et  deux  unités, 
cent-deux  millionièmes  zz  2,oooiox. 

I IIe.  PROBLEME  : Enoncer  ou  écrire  en  toutes  lettres 

un  nombre  de  décimales  exprimé  en  chiffres. 

Règle  : Enoncez  ou  écrivez  d’abord  le  nombre  de  parties, 
sans  avoir  égard  à la  virgule;  ensuite  indiquez-en  l’espèce  : 
c’est  celle  des  décimales  exprimées  par  le  dernier  chiffre  vers 
la  droite. 

EXEMPLE  S. 

3,456  ” trois  unités  quatre  cent  cinquante-six  millièmes. 
0,406  =;  quatre  cent  six  millièmes.  o,o56.:r:  cinquante  six  mil- 
lièmes. 0,006=  six  millièmes.  Enfino,5i3o74=  cinq  cent  treize 
mille  soixante-quatorze  millionièmes.  L’est  le  rapport  du 
mètre  à la  toise. 

1 5.  Un  nombre  qui  renferme  des  décimales , devient  io  fois 
plus  grand  ou  plus  petit  , suivant  que  la  virgule  y change 
d’une  place  vers  la  droite  ou  vers  la  gauche.  Ainsi  on  rend 
22,34,  îo  fois  plus  grand  en  écrivant  ix3,4  , et  io  fois  plus 
petit  en  écrivant  i,x34.  Dans  lé  premier  cas,  chaque  chiffre 
est  devenu  io  fois  plus  grand  , et  dans  le  second,  io  fois  plus 
petit. 

II  est  aise  de  conclure  de  cette  première  Règle , qu’on  ren- 
dra un  nombre  io  fois  , îoo  fois  , iooo  fois  plus  grand  ou 
plus  petit , en  portant  la  virgule  d’une  ou  de  deux , ou  de  trois 
places , vers  la  droite  ou  vers  la  gauche.  Ainsi  les  nombres 
ix,345,  ix3,45,  ix34,5,  sont , le  premier  10  fois,  le  second 
îoo  fois,  le  troisième  1000  fois  plus  grand  que  i,a345.  Ainsi 
les  nombres  1x3,45,  12, 345,  i,x345,  sont,  le  premier  10  fois, 
le  second  100  fois,  le  troisième  1000  fois  plus  petit  que  ix34,5. 

Si  l’on  ne  peut  avancer  ou  reculer  la  virgule  faute  de  chiffres 
significatifs , on  y supplée  par  des  zéros.  Par  exemple,  pour  que 
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12,34  devienne  1000  fois  plus  grand  ou  plus  petit , il  faut 
écrire  12340  ou  0,01234. 

APPLICATIONS. 

métré  toises  dccamétre  mètres  toise*  kilorn* 

1 = o,5 1 3074 , 1 ou  10  r^5,i3o74;i 

mètres  toi«es  myriamétrc  mètres  toise9 

on  1000  = 5i3,o74  ; i on  ioooo  rz5i4o>74> 

mettes  toiser. 

enfin , le  quart  du  méridien  ou  10000000  r^5i3o74o. 

En  partageant  un  bénéfice  entre  des  associés,  ou  en  répstr- 
tissant  une  contribution,  on  a trouvé  que  le  bénéfice  ou  la 
contribution  était  d,e  o(, 19.3456  pour  chaque  franc  du  capital 
ou  du  revenu  ; il  est  facile  d’en  conclure  qu’il  faudra  prendre 
if, 23456  pour  10  francs;  i9f,3456  pour  100  francs  ; ia3f,456 
pour  1000  francs,  et  ainsi  de  suite. 

Pareillement  le  prix  d'un  stère  de  bois  étant  de  21^,50^ , 

' celui  d’un  décislère  ou  de  la  dixième  partie  d’un  stère  doit 
être  de  2f,i  5o  , ou  2f,i5c;  et  le  prix  d’un  hectare  de  terre  étant 
de  625f,5oc  , celui  d’un  are  ou  de  la  centième  partie  d’un  hec- 
tare sera  de  6f,255o. 

16.  On  peut  supprimer  en  totalité  ou  en  partie  les  zéros 
qui  se  trouvent  à la  droite  du  dernier  chiffre  significatif  d’un 
nombre , qui  est  composé  de  parties  décimales  ; par  exemple  : 

6,a55o  — 6,2.55  et  o,5o  = o,5.  La  raison  en  est  facile  à 
saisir.  En  effet  , si  on  diminue  le  nombre  des  parties  , on  en 
augmente  la  valeur  dans  le  même  rapport  et  vice  verset. 

Réciproquement  on  peut  écrire  autant  de  zéros  qu’on  vent , 
à la  droite  du  dernier  chiffre  significatif  d’un  nombre  de  dé- 
cimales. Ainsi  o,5  =:  o,5o  o,5oo  ; alors  on  augmente  le 
nombre  des  parties  , et  on  en  diminue  la  valeur.  C’est  ainsi 
que  of,2  — of,ao  , ou  que  2 dixièmes  = 20  centièmes. 

Passons  maintenant  aux  opérations  fondamentales  , qui  sont 
V Addition  y la  Soustraction  , la  Multiplication  et  la  Division. 

De  ï Addition  des  nombres  entiers  et  des  parties 
décimales. 

I n . L'addition  est  une  opération  par  laquelle  on  cherche  ta 
tomme  de  plusieurs  nombres  donnés  ; on  nomme  ainsi  un 
nombre  égal  à ce*  nombres  réunis.  Ou  indique  cette  opéra- 
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lion  par  ce  signe  -f-  qu’on  place  immédiatement  à gauche  de 
chaque  nombre  qu’on  se  propose  d’ajouter  ; ce  signe  se  pro- 
nonce plus.  Ainsi  4 + 5 -J-  6 = i5,  signifie  que  4 , plus  5 , 
plus  6 égale  i5. 

Itr.  PROBLEME  : Trouver  la  somme  de  plusieurs  nombres 

entiers. 

Solution.  i°.  On  écrit  les  nombres  donnes  les  uns  sous  les 
autres,  en  mettant  les  unités  sous  les  unités,  les  dixaines 
sous  les  dixaines  , les  centaines  sous  les  centaines , et  en  gé- 
néral les  quantités  de  même  espèce  dans  une  même  colonne 
verticale. 

i°.  On  fait  la  somme  des  nombres  contenus  dans  chaque 
ligne  verticale , en  commençant  par  celle  des  unités  , et  en 
allant  de-là  à celle  des  dixaines , à celle  des  centaines  , etc. 
Si  chaque  somme  ne  passe  pas  neuf,  on  l’exprime  par  un 
chiffre  mis  au  bas  de  la  ligne  verticale  ; sinon  on  décompose 
cette  somme  en  dixaines  et  en  unités  ; on  écrit  celles-ci  sous  la 
ligne  verticale  , et  on  retient  les  dixaines  par  la  pensée  , pour 
les  ajouter  aux  nombres  qui  composent  la  ligne  verticale  sui- 
vante. Les  sommes  partielles  ainsi  écrites  successivement  à la 
gauebe  les  nues  des  qptres , forment  la  somme  totale  cherchée. 

EXEMPLE. 

Trouver  la  somme  des  cinq  nombres  suivans  : ia3456, 
789012 , 345678 , 901234  et  567890. 

Disposition  des  nombres  donnés  , 

Ier.  Nombre.  123456 


II* 78901a 

III* 345678 

IVe 901234 

V*. ......  567890 


Somme.  . . 2727270 


I.a  manière  de  calculer  la  somme  partielle  des  unités  , mon- 
trera comment  on  doit  opérer  pour  avoir  les  autres.  Dans  cet 
exemple , on  dit  6 et  2 font  8 et  -8  font  16  et  4 font  20. 

La  première  somme  partielle  étant  20  , on  pose  zéro  pour 
les  unités,  et  on  convertit  20  unités  en  2 dixaines,  qui  s'a- 
joutent à la  somme  partielle  des  dixaines.  Celles-ci  =:  27  = 
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■ao  -j-  7.  On  écrit  7 à gauche  du  zéro  pour  exprimer  7 dixaines. 
Des  ao  dixaines  restantes , on  fait  a centaines  qui  se  reportent 
à la  somme  partielle  des  centaines.  Elle  devient  aa  ou  ao  -f-  a 
ou  a dixaines  plus  a.  On  laisse  a à côté  du  7 pour  tenir  lieu 
de  a centaines.  Les  vingt  centaines  restantes  se  changent  en 
2 mille  qu’on  ajoute  à la  somme  partielle  des  mille  ; celle-ci 
C2  37.  On  laisse  7 à gauche  du  chiffre  a pour  faire  7 mille. 
On  ajoute  les  deux  dixaines  de  mille  à la  somme  partielle  des 
dixaines  de  mille,  qui  par  là  devient  aa  ; enfin  ayant  mis  a 
dixaines  de  mille  à gauche  du  chiffre  des  mille  , et  fait  des 
■vingt  autres  dixaines  de  mille  deux  centaines  de  mille  , on  les 
njoute  à la  sixième  et  dernière  somme  partielle , qu’on  trouve 
égale  à 27  , et  qu’on  écrit  en  entier  à gauche  du  dernier 
chiffre  a ; la  somme  totale , par  la  réunion  des  sommes  par- 
tielles , devient  deux  millions  sept  cent  vingt-sept  mille  deux 
cent  soixante-dix. 

On  voit  comment  on  continuerait  le  calcul , s'il  y avait  plus 
de  six  lignes  verticales,  ou  plus  de  six  sommes  partielles,  ou 
plus  de  six  chiffres  dans  un  ou  plusieurs  des  nombres  donnés. 

1 8.  C’est  pour  la  facilité  du  calcul  qu’on  écrit  les  nombres 
donnés  , de  manière  que  les  quantités  de  même  espèce  se 
trouvent  dans  une  même  ligne  verticale.  C’est  avec  plus  de 
raison  encore  qu’on  calcule  les  sommes  partielles  en  allant  da 
droite  à gauche.  Voici  un  exemple  où  les  nombres  donnés 
sont  écrits  à la  suite  les  uns  des  autres.  ia34  4-  5678  -f- 
9012  4-  3456  -j-  7890  = 27270.  11  a fallu  rassembler  des 
yeux  les  quantités  de  même  espèce  dans  chaque  nombre.  On 
se  fatigue  davantage  , et  on  court  plus  de  risque  de  se 

tromper.  . 

Voici  un  autre  exemple  où  l’on  calcule  séparément  les 

sommes  partielles  de  gauche  à droite. 

4789 

6543 

ai  cri 

9876 

a»  199 

21 1 


a3ao9 

1 

a33og 

Il  a fallu  faire  3 opérations  pour  arriver  à la  somme  finale. 


Digitized  by  Google 


4 


ARITHMÉTIQUE.  9 

I f).  Il  est  à propos  de  donner  des  exemples  pour  le  ças  où 
les  nombres  donnés  n’auraient  pas  autant  de  chiffres  les  uns 
que  les  autres. 

Soient  les  6 nombres  456,  7890,  12345 , 67,  890128  et  4- 

Disposition  des  nombres  dans  l’ordre  où  ils  sont  donnés  , 

456 

7890 

12345 

67 

890123 

4 

gio885 

II  est  évident  que  l’on  obtiendrait  le  même  résultat , en 
adoptant  une  toute  autre  disposition. 

Si  l’on  avait  beaucoup  de  nombres  à ajouter  ensemble , on 
pourrait  faire  plusieurs  additions  partielles  ; la  somme  des 
sommes  partielles  serait  le  résultat  cherché. 

aO-  On  entend  par  preuve  de  l'addition  , l’opération  par  < 
laquelle  on  vérifie  le  calcul.  Cette  vérification , toujours  né-  i 

cessaire , se  fait  de  plusieurs  manières  ; la  plus  simple  con- 
siste à recommencer  le  calcul , en  comptant  de  bas  en  haut 
ou  de  haut  en  bas , selon  qu’on  a compté  la  première  fois  de 
haut  en  bas  ou  de  bas  en  haut.  On  peut  aussi  donner  aux 
nombres  une  autre  disposition  , et  faire  une  nouvelle  addi- 
tion. Dans  tous  les  cas , il  faut  que  les  résultats  soient  les 
mêmes. 

Il  y a aussi  la  preuve  par  la  soustraction  , la  preuve  par  9, 
par  1 r , etc.  On  parlera  de  la  première , après  avoir  expli- 
pliqué  la  soustraction.  Les  autres  sont  de  pure  curiosité. 

31.  IIe.  PROBLÈME  : Trouver  la  somme  de  plusieurs 
nombres  qui  renferment  des  parties  décimales. 

Solution  : Ecrivez  les  nombres  donnés  les  uns  sous  les 
autres , en  mettant  les  unités  ou  parties  décimales  de  même 
espèce  dans  une  même  ligne  verticale.  Ensuite  faites  l’addition 
comme  il  a été  dit  pour  les  nombres  entiers  (n°.  17),  et  dans  la 
somme , placez  la  virgule  à droite  du  chiffre  qui  exprime  des 
unités , ou  à gauche  de  celui  qui  exprime  des  dixièmes. 

EXEMPLE. 

Soit  proposé  d’ajouter  les  4 nombres  suivans  : 49»87<>534> 
15,798249,  6,789012  et  ^^656.  ... 


Digitized  by  Google 


IO 


eOüRS  DE  E1TBÉHATIQÜIS. 
OPÉRATION. 

49,876534 

l5,798a49 

6,789013 

4,789666 

77, a5345i 


La  première  somme  partielle  étant  ai  , on  pose  1 et  on  re- 
tient 2 , qu’on  joint  aux  nombres  de  la  deuxième  ligne  verti- 
cale. La  deuxième  somme  partielle  devient  i5.  On  pose  5 et 
on  retient  1 pour  l’ajouter  aux  nombres  de  la  troisième  ligne 
verticale.  On  continue  de  même.  Cette  règle  est  fondée  sur  ce 
que  la  valeur  des  parties  décimales  , comme  celles  des  unités 
entières , croit  en  progression  décuple  en  allant  de  droite  à 
gauche. 

Si  les  nombres  donnés  n’avaient  pas  autant  de  chiffres  dé- 
cimaux les  uns  que  les  autres  , on  remplacerait  les  chiffres 
* décimaux  par  des  zéros  mis  à la  droite  des  nombres  qui  en 
avaient  le  moins. 

Soit  proposé  d'ajouter  ensemble  les  4 nombres  i,a34;  6,67  • 
8, goia3  et  0,466789.  On  écrit  trois  zéros  à droite  du  premier 
nombre , quatre  à droite  du  second,  et  un  à la  suite  du  troi- 
sième. Ce  qui  n’en  change  pas  la  valeur  (n°.  16),  et  on  fait  l’opé- 
ration comme  il  a été  expliqué  (n°.  21).  Les  nombres  ont  alors 
6 chiffres  décimaux  chacun. 

OPÉRATION. 

1,234000  ‘ 

, 5,670000  . . i 

8,901230 
0,456789 

16,262019 

Quand  on  est  bien  exercé,  on  fait  l'addition  sans  recourir 
à cet  expédient.  , 

De  la  Soustraction  des  nombres  entiers  et  des, 
parties  décimales. 

22,  La  Soustraction  est  une  opération  par  laquelle  on  re- 
tranche un  nombre  d’un  autre.  Le  résultat  se  nomme  reste  r 
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excès  ou  différence.  On  indique  la  Soustraction  par  ce  signe  — 
qui  se  prononce  moins , et  il  se  place  à gauche  des  nombres 
qu’on  veut  soustraire. 

2 3-  Ier.  PROBLÈME  : Trouver  la  différence  de  deux 
nombres. 

Solution.  On  écrit  le  plus  petit  nombre  au-dessous  du  plus 
grand,  en  mettant  les  unités  sous  les  unités,  les  dixaines  sous  les 
dixaines.  Ensuite  on  retranche  chaque  nombre  inférieur  de 
son  correspondant  supérieur.  On  écrit  chaque  reste  au-des- 
sous , et  on  met  zéro  quand  il  ne  reste  rien. 

EXEMPL  E. 

On  propose  de  retrancher  43a i de  976a.  On  écrit  ces  deux 
nombres  comme  il  suit  : 

976a 

43ai 

Différence  544 1 ou  9762  — 43a  1 ~ 544 1. 


En  commençant  par  le  chiffre  des  unités,  je  dis  1 ôté  de  2, 
reste  1 que  j’écris  au-dessous.  Puis  passant  aux  dixaines , je 
dis , a ôté  de  6 , reste  4 que  j’écris  à gauche  des  unités.  Je  dis 
de  même  pour  les  centaines , 3 ôté  de'7  reste  4 , et  pour  les 
mille’,  4 ôté  de  9 il  reste  5.  J’écris  les  4 centaines  à gauche 
des  dixaines , et  les  5 mille  à gauche  des  centaines. 

2/\.  Lorsque  le  chiffre  inférieur  se  trouve  plus  grand  que 
le  chiffre' supérieur  correspondant,  on  ajoutera  par  la  pensée 
10  au  chiffre  supérieur,  et  on  fera  ensuite  la  Soustraction. 
Pour  réparer  cette  erreur , on  augmentera  d’une  unité  le 
chiffre  inférieur  suivant , avant  de  le  retrancher. 

EXEMPLE. 

Trouver  la  différence  des  nombres  ia345  et  6789.  On 

écrira 1284s  ' *"  ’ ’~ 

6fSg 

5556  Ainsi  ia345  — 6789  =:  5556. 

On  dit  9 ôté  de  i5  il  reste  fl,  qu’on  écrit  à la  place  des 
unités.  On  retient  les  dixaines , et  on  dit  8 et  1 ou  9 ôté  de 
14  il  reste  5 , qu’on  écrit  à gauche  des  unités.  On  relient  en- 
core la  dixaine , et  on  dit  7 i , ou  fl  ôté  de  i3  il  reste  fl. 
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Ce  sont  5 centaines  qu’on  écrit  à gauche  des  dixaines.  Enfin 
on  retient  de  nouveau  la  dixarne,  et  on  dit , 6 et  i , ou  7 ôté 
de  12  il  reste  5 qu’on  place  à gauche  des  centaines.  La  diffé- 
rence totale  se  trouve  être  de  5556. 

Au  lieu  d’augmenter  d’une  unité  le  chiffre  inférieur  sui- 
vant, on  peut  au  contraire  diminuer  le  chiffre  supérieur  ; mais 
cette  manière  de  calculer  parait  moins  commode.  An  reste 
quelque  procédé  qu’on  adopte , il  faut  s’appliquer  à le  bien 
employer. 

t * 

a5-  II®.  PROBLEME  : Trouver  la  différence  de  deux- 
nombres  qui  renferment  des  parties  décimales . 

La  règle  est  la  meme  que  pour  les  nombres  entiers. 

EXEMPLE  Ier. 

Retrancher  4,Gi23o4  de  9,876528. 

OPÉRATION. 

De  9,876528 
ôter  4,612804 

Différence  5,264224 


EXEMPLE  IL 
Retrancher  4,6ia3o4  de  9,106002. 

OPÉRATION. 

9,106002 

'4,6l23o4 

Différence  4,493698 


EXEMPLE  III. 

Trouver  la  différence  des  nombres  2,4612  et  10, 2.5. 

OPÉRATION. 

10,2000 

2,4  5 1 2 

7,798# 

Dans  le  premier  exemple  il  n’y  a aucune  difficulté.  Dans 
le  second  exemple , on  a dit  4 ôté  de  12  il  reste  8 , 1 de  retenu 
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Até  de  io,  il  reste  g,  3 et  i de  retenu,  ou  4 ôté  de  io,  il 
reste  6,  etc.  Le  troisième  exemple  rentre  dans  le  second,  au 
moyen  des  deux  zéros  écrits  à droite  du  nombre  10,2  5. 

26.  La  preuve  de  la  Soustration  se  fait  en  ajoutant  en- 
semble la  différence  et  le  nombre  qu’on  a retranché , parce  que 
la  somme  doit  être  égale  au  plus  grand  des  deux  nombres 
donnés. Cela  est  évident.  Reprenons  un  des  exemples  précédons. 

12345 

6789  nombre  retranché. 

5556  différence. 

' t 

Preuve  1 2345 , somme  égale  au  premier  nombre. 


De  la  Multiplication. 

27.  La  Multiplication  est  une  opération  par  laquelle  on 
prend  un  nombre  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  un 
autre  nombre.  On  appelle  multiplicande  le  premier  nombre  , 
multiplicateur  le  second  , et  produit  le  résultat.  On  donne 
aussi  le  nom  de  facteurs  aux  nombres  que  l’on  multiplie  l’un 
par  l’autre  ; cette  dénomination  est  .nécessaire,  sur -tout 
quand  on  doit  multiplier  successivement  l’un  par  l’autre  plu- 
sieurs nombres  donnés  , ou  quand  le  produit  d’une  Multipli- 
cation doit  devenir  facteur  d’une  nouvelle  Multiplication. 

2 8.  La  Multiplication  s’indique  par  ce  signe  X placé  entre 
le  multiplicande  et  le  multiplicateur , ou  entre  les  deux  fac- 
teurs. On  prononce  multiplié  par  si  le  multiplicande  est  le 
premier , et  multipliant  s’il  est  le  second.  On  peut  aussi  indi- 
quer la  même  opération  par  un  pointplacé  entre  les  deux  fac- 
teurs. Ainsi  4 X 3 ou  4-3  — 12;  c’est-à-dire  quatre  multiplié 
par  3 , ou  multipliant  3 égale  12. 

S’il  y avait  plus  de  deux  facteurs,  on  trouverait  le  pro- 
duit final , en  cherchant  d’abord  le  produit  des  deux  premiers 
facteurs  , lequel  se  multiplierait  par  le  troisième  facteur , et 
ain;i  de  suite.  Par  exemple , 3.4*5  = 12.5  zzGo.  On  prononce  3 
multiplié  par  4,  multiplié  par  5,  égale  12,  multiplié  par  5 égale 
60.  Le  sens  est  qu’il  faut  multiplier  3 par  4 d’abord , et  ensuite 
le  premier  produit  12  par  5 pour  avoir  le  produit  final  60. 

2Q.  Il  est  indifférent  de  multiplier  4 par  3 ou  3 par  4 : le 
produit  est  toujours  12.  Il  en  est  de  même  de  deux  facteurs 
quelconques.  Ainsi  6.5  ==  5.6  = 3o.  Quoique  ceci  paraisse  évi- 
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dent,  il  y a des  auteurs  qui  ont  cru  devoir  le  démontrer; 
c’est  ce  qu’a  fait  Legendre  dans  son  ouvrage  intitulé  : 
Théorie  des  Nombres.  On  pourra  se  faire  une  idée  de  sa  dé- 
monstration par  l’exemple  suivant. 

Soit  proposé  de  multiplier  8 par  3 , on  aura  8.3  = (3+5) 
.3  =:  3.  3 +-  5.3  , ensuite  5.3  (3  +-  2)  .3  ” 3.3  +-  a. 3 ; puis 

a.3  =a.  2.2  -j-  2.1  ; enfin  2.1  — ( 1 -|-  1 ) .1  = 

*•*  4"  I-1'  Sl  on  réunit  ces  différens  produits  partiels  , on 
aura  3.3  — f-  3.3  -f-  2.2  -f-  1.1+-  1 . 1 = 9 c)  —J—  4 -4—  1 4*  « — 
24 • Qu’on  multiplie  à présent  3 par  8 , on  aura  3.8  = 3. 
(3  + 5)  = 3.3  + 3. 5;  ensuite  3.5  s=  3 (3+  2)  =3.  3+3. 2 ; 
puis  3.a  = (2+-i).2  = 2.2  + 1.2  ; enfin  1.2  = 1.  (i  + i) 
= 1.1  +-  1.1  ; donc  3.8  = 3.3  + 3.3  -|-  2.2  +-  1.1  +-  1.1 
==  9 4"  9 4“  4 4"  1 4"  1 — 

On  voit  que  cette  démonstration  consiste  à décomposer  le 
produit  total  en  produits  partiels  qui  ont  des  facteurs  égaux. 
Comme  on  obtient  les  memes  produits  partiels  , dans  les  deux 
procédés  , le  produit  total  est  le  môme , et  l’ordre  dans  lequel 
on  multiplie  les  deux  facteurs  est  indifférent.  L’Algèbre  et  la 
Géométrie  donnent  plus  de  généralité  à cette  démonstration. 

3o.  La  Multiplication  doit  son  origine  à l’Addition.  En 
effet  , si  on  imagine  que  les  nombres  qu’on  doit  ajouter 
ensemble  soient  égaux  entre  eux,  il  y aura  deux  moyens  d’en 
obtenir  la  somme , d’abord  en  faisant  l’addition  , comme  à 
l’ordinaire  , ensuite  en  prenant  un  de  ces  nombres  autant 
de  fois  qu’il  y en  a ; c’est  ce  second  procédé  qu’on  nomme 
Multiplication.  Ainsi  l’idée  primitive  de  la  Multiplication  est 
une  addition  de  nombres  égaux.  Le  multiplicande  représente 
un  des  nombres  égaux , le  multiplicateur  indique  combien  il 
y en  avait , et  le  produit  en  est  la  somme. 

EXEMPLE. 

Soit  proposé  d’ajouter  ensemble  6 nombres  égaux  à 7.  La 
somme  par  l’addition  ordinaire  sera  74*7  "f"  7 4“  7 4“  7 4" 
7 = 42  , et  par  l’addition  qu’on  nomme  Multiplication  , cette 
somme  deviendra  le  produit  7.6  = 42. 

La  ^Multiplication  simplifie,  abrège  et  rend  praticable  l’ad- 
dition des  nombres  égaux  , dans  le  cas  où  les  calculs  seraient 
compliqués  , longs  et  inexécutables. 

5i . Nous  distinguerons  trois  cas  principaux,  le  premier, 
quand  les  deux  facteurs  ne  sont  composés  que  d’un  chiffre  ; 
le  second  , quand  l’un  a plusieurs  chiffres  et  l’autre  un  seul; 
le  troisième,  quand  l’un  et  l’autre  ont  plusieurs  chiffres. 
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3a.  I”.  Cas.  Multiplier  un  nombre  d’un  chiffre  par  un 
nombre  d’un  chiffre. 

Il  faut  savoir  de  mémoire  tous  les  produits  de  ce  genre  ; 
ils  se  trouvent  réunis  dans  la  table  suivante , qui  porte  1* 
nom  de  Table  de  Pythagore. 


I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

2 

4 

6 

8 

10 

12 

i4 

16 

18 

3 

6 

9 

12 

i5 

18 

21 

24 

27 

4 

8 

12 

16 

20 

24 

28 

32 

36 

5 

10 

i5 

20 

2 5 

3o 

35 

4o 

45 

6 

12 

18 

24 

3o 

36 

42 

48 

54 

7 

*4 

21 

28 

35 

42 

49 

56 

63 

8 

16 

24 

32 

4o 

48 

56 

64 

72  1 

9 

18 

27 

36 

45 

54 

63 

72 

81 

L’usage  de  cette  table  consiste  à chercher  l’un  des  facteurs 
dans  la  ligne  horizontale  supérieure , et  l’autre  dans  la  ligne 
verticale  à gauche.  Le  produit  se  trouve  à la  fois  sur  la  ligne 
verticale  qui  passe  par  le  premier  facteur , et  sur  la  ligne 
horizontale  qui  passe  par  le  second. 

Quand  les  deux  facteurs  sont  égaux  , on  trouve  le  produit 
une  fois  dans  le  tableau,  et  quand  ils  sont  inégaux,  deux  fois. 
Ainsi  7.7  zz.  49  et  8.7  — 7.8  — 56.  Au  reste , on  11e  doit  re- 
courir à cette  table  que  pour  apprendre  à s’en  passer  totale- 
ment. 

II*  Cas.  Trouver  le  produit  de  deux  facteurs  ; dont  l’un 
a plusieurs  chiffres , et  l’autre  un  seul  . 

Règle  : Il  faut  multiplier  successivement  chaque  chiffre  du 


1 
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premier,  en  allant  de  droite  à gauche,  par  celui  dn  second,  et 
écrire  les'  produits  partiels  dans  le  même  ordre  de  droite  à 
gauche. 

EXEMPLE. 

Soit  proposé  de  multiplier  ia34  par  a. 

OPÉRATION. 

Ier.  Facteur.  . . ia34 
IIe a 

Produit.  ...  a 4 68 


Je  dis  a fois  4 — 8,  que  j’écris  au-dessous  de  la  ligne 
verticale;  ensuite  a fois  3 font  6 , que  j’écris  à côté  de  8 à 
gauche  ; puis  a fois  a ~ 4 i et  a fois  i — a que  j’écris  comme 
on  voit.  Le  produit  total  = 3468  : ce  qui  est  évident  , 
puisqu’il  est  formé  de  la  réunion  des  produits  partiels.  On 
peut  encore  raisonner  ainsi  : multiplier  ia34  par  a,  c’est 
prendre  a fois  ia34*  Or  on  apris  a fois  lesunités  , les  dixaines, 
les  centaines  et  les  mille  ou  toutes  les  parties  de  ce  nombre; 
donc  on  a rempli  le  but  qu’on  s’était  proposé.  Lorsqu’un 
produit  partiel  est  plus  grand  que  9,  on  le  décompose  en 
dixaines  et  en  unités  ; on  écrit  seulement  les  unités  à la  place 
destinée  à ce  produit,  et  on  retient  les  dixaines,  pour  les 
ajouter  au  produit  partiel  suivant. 

EXEMPLE. 

Multiplier  365  par  9. 

OPÉRATION1. 

Ier.  Facteur.  . . 365 

II* 9__ 

Produit.  . . . 3a85 


Le  produit  partiel,  ou  celui  des  unités  — 5.  9 — 45.  Je 
pose  5 à la  place  destinée  aux  unités  , laquelle  est  arbitraire  ; 
je  retiens  4 pour  les  dixaines;  j’ajoute  ce  nombre  au  a*,  pro- 
duit partiel , ou  à celui  des  dixaines  , lequel  devient  6.  9 -f- 
4=54  +4  = 58=  5o  8.  J’écris  8 à gauche  des  unités, 
et  je  retiens  5.  Je  dis,  9 fois  3 font  37  et  5 de  retenus  = 3a  , 
que  j’écris  à gauche  du  8 et  le  produit  total  = 3a85. 

IIIe.  Cas  : Trouver  le  produit  de  deux  facteurs  qui  oat 
l’un  et  l’autre  plusieurs  chiffres. 
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Règle  : Ayant  écrit  le  facteur  qui  a le  moins  de  chiffres 
sous  le  facteur  qui  en  a le  plus , et  souligné  , multipliez  tous 
les  chiffres  du  facteur  supérieur  successivement  par  les  unités, 
par  les  dixaines,  parles  centaines,  etc.  du  facteur  inférieur, 
comme  il  vient  d’être  expliqué  dans  l’article  précédent  ; vous 
aurez  autant  de  produits  partiels  qu’il  y aura  de  chiffres  dans 
ce  dernier  facteur.  Ecrivez  le  Ier.  chiffre  de  chaque  produit 
sous  le  2e.  du  produit  précédent;  ajoutez  ensemble  tous  ces 
produits  partiels,  et  vous  aurez  le  produit  total. 

EXEMPLE. 

Multiplier  365  par  24. 

OPÉRATION. 

ïer.  Facteur.  . . 365 

IIe 24 


Ier.  Produit  partiel. . . 1460 
IIe.  Idem •.  . 73o 

Somme  ou  produit  total.  . . 8760 

Explication  : Le  2e.  produit  partiel  exprime  des  dixaines, 
parce  qu’il  provient  de  la  multiplication  du  facteur  365  , par 
les  2 dixaines  du  facteur  24  ; on  en  place  pour  cetts  raison 
le  ier.  chiffre  sous  le  2e.  du  produit  précédent. 

AUTRE  EXEMPLE. 

Multiplier  12345  par  6789. 

OPÉRATION. 

Ier.  Facteur.  . . ia345 

IIe'. 6789 

Ier.  Produit  partiel.  . . imo5  II  exprime  des  unîtes, 

IIe 98760  . i . . . . dixaines. 

IIIe 8641 5 centaines. 

IVe 74070  mille. 

Somme.  . . 838io2o5  ou  produit  demandé. 

33.  S’il  se  trouvait  des  zéros  entre  les  chiffres  du  multi- 
plicateur ou  du  facteur  par  lequel  on  multiplie  , on  passerait 
au-delà,  jusqu’au  chiffre  significatif  qui  vient  après  ces  zéros. 

On  ne  multiplie  point  par  les  aères  qui  peuvent  se  trouver 

Arithmétique . 2 
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entre  les  chiffres  du  multiplicateur,  parce  que  les  produits 
partiels  qui  en  résulteraient  ne  seraient  composés  que  d’une 
suite  de  zéros  sans  valeur.  Alors  en  formant  le  produit  partiel 
du  chiffre  significatif  qui  suit  immédiatement  ces  zéros,  on 
en  recule  le  premier  chiffre  d'autant  de  places , plus  une  vers 
la  gauche,  qu’il  y a de  zéros  de  suite. 

EXEMPLE: 

Multiplier  1*3456  par  70800g. 

OPÉ  RATION. 

ia3456 

708009 

iiiito4  Produit  partiel  par  9 


987648  Idem . 8 

86419*  H 7 


87407969104  Produit  total. 

34.  Si  l’un  des  facteurs  ou  tous  les  deux  sont  terminés 
par  des  zéros  , on  multiplie  comme  si  ces  zéros  n’y  étaient 
pas  ; mais  on  les  met  ensuite  tous  à la  droite  du  produit. 

EXEMPLE. 

Multiplier  36oo  par  *5o. 

OPÉRATION. 

36oo 

*5o 

180  Produit  partiel  par  5 

7*  Idem,  ......  a 

909000  Produit  total. 

Explication  : On  multiplie  seulement  36  par  *5  ; à la 
droite  du  produit  900  on  écrit  les  3 zéros  des  facteurs.  En 
effet,  le  facteur  36oo  ~ 36  centaines  , et  le  facteur  *5o  = 
*5  dixaines;  le  produit  900  exprime  donc  des  dixaines  de 
centaines  ou  des  mille , il  doit  donc  avoir  3 zéros.  On  rai- 
sonnera de  même  pour  les  autres  cas. 
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De  la  multiplication  des  parties  décimales. 

55.  On  multiplie  le*  parties  décimales  comme  les  nombres 
entiers,  sans  faire  attention  d’abord  à la  virgule;  mais  on 
indique  dans  le  produit,  par  une  virgule,  autant  de  chiffres 
décimaux  qu’il  y eu  a dans  les  deux  facteurs  ensemble. 

EXEMPLE. 

Multiplier  12,34 

far  5,6 

7404  Produit  par  6 
6170  Idem.  . . 5 

69,104 

Explication  : Le  facteur  ta, 34  = ia34  centièmes  ; le  pro- 
duit exprimerait  donc  69104  centièmes , si  l’autre  facteur  était 
le  nombre  entier  56  ; mais  comme  il  n’en  est  que  la  dixième 
partie,  le  produit  doit  devenir  dix  fois  plus  petit,  on  n’ex- 
prime que  des  dixièmes  de  centièmes  ou  des  millièmes  ; il  doit 
donc  avoir  trois  chiffres  décimaux  , et  c’est  ce  qu’on  indique 
en  plaçant  la  virgule  entre  9 et  1.  Semblable  raisonnement 
pour  d’autres  nombres. 

AUTRE  EXEMPLE. 

Multiplier  0,1  a3 
Par  o,45 

61 5 Produit  par  5 
492  Idem.  . . 4 

o,o5535  Produit  total. 

Explication  : 11  faut  indiquer  cinq  chiffres  décimaux  dans 
le  produit  ; comme  il  n’y  a que  4 chiffres  significatifs  , on 
écrit  2 zéros  sur  la  gauche , l’un  pour  tenir  la  place  des 
dixièmes,  l’autre  celle  des  unités.  En  effet,  le  facteur  0,1  a3 
— nî  millièmes;  on  aurait  donc  pour  produit  5535  millièmes 
si  l’autre  facteur  était  le  nombre  entier  4^  ; mais  comme  il 
n’en  est  que  la  centième  partie , le  produit  exprimera  donc 
des  centièmes  de  millième  ou  des  cent  milli'  ines  ; il  doit  donc 
avoir  5 chiffres  décimaux. 

a* 
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» 

Usage  de  la  Multiplication. 

36.  Trouver  la  valeur  de  plusieurs  choses  , lorsqu’on  con- 
naît la  valeur  de  chacune. 

Par  exemple,  combien  doivent  coûter  ia34  chevaux  , si 
chaque  cheval  coûte  56o  francs  ; et  combien  doivent  peser 
680  boulets  de  24.  On  aura  56o  X 1*34  = ia34.56o  ~ 
691040  francs  , dans  le  premier  cas  ; et  34.680  = 680.34  = 
i63ao  livres  = 7989  kilogrammes  environ,  dans  le  second. 

57.  Convertir  les  unités  d’une  certaine  espèce  en  d’autres, 
unités  plus  petites.  Par  exemple  : évaluer  en  heures  l’année 
civile  commune,  composée  de  365  jours.  On  aura  365  jours 
— « 24h.  365  ” 365.  24  = 8760  heures.  Evaluer  en  secondes 
l’année  solaire  moyenne,  en  la  supposant  de  365’  5h  48'  48”. 
On  aura  , 365.  24  = 87601*.  — 876oh.  60  = 5a56oo'  = 

31536000” .* 3 1 536ooo” 

5h.  ^ 5b.  60  = 3oof  = 3oo.6o”  s:  18000.  . 18000 

48'.  = 48.60"  = 2880” 3880 

48" 48 

31856928  ” ' 


38-  Trouver  la  solde  de  123456  hommes,  à raison  de  789  fr. 
pour  la  solde  d’un  homme.  Trouver  aussi  la  population  d» 
346oolieues  carrées,  en  supposant  85ohabitans  par  lieue  carrée. 

3g.  On  peut  faire  la  preuve  de  la  Multiplication,  ou  en  vé- 
rifier le  calcul  par  une  autre  Multiplication,  de  la  manière  sui- 
vante. Doublez  ou  triplez  l’un  des  facteurs  ; faites  ensuite  la 
Multiplication  ; doublez  ou  triplez  le  produit  de  la  première 
Multiplication , et  voyez  s’il  est  le  même  que  celui  de  la  se- 
conde opération. 

EXEMPLE. 

La  Multiplication  de  l’article  3a  , donne  365.24  = 876». 

Le  double  de  24  ou  24.2  = 48  ; ensuite , 

Multipliant  365  ’ 

Par  48 

2930 

1460 

Ou  trouve  17520  ou  le  double  de  87 Go, 
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De  la  Division  des  nombres  entiers  et  des  parties 
décimales. 

» i 

4<>.  La  Division  est  une  opération  par  laquelle  on  cherche 
combien  de  fois  un  nombre  est  contenu  dans  un  autre. 

On  appelle  dividende  le  nombre  qu’on  divise  ; diviseur , 
celui  par  lequel  on  divise,  et  quotient , le  résultat  de  l’opéra- 
tion , ou  le  nombre  qui  marque  combien  de  fois  le  diviseur  est 
contenu  dans  le  dividende. 

/yl.  On  indique  la  Division  par  ce  signe  ; ou  bien  en  met- 
tant le  dividende  au-dessus  d’un  trait  — , et  le  diviseur  au- 
dessous.  Ce  signe  tient  lieu  des  mots  divisé  par.  Pour  indi- 
quer la  division  de  365  par  5 , on  écrit  365;  5,  ou  ^ , et  on 
prononce  365  divisé  par  5.  Si  on  effectue  l’opération  ainsi 
qu’il  sera  expliqué  ci-après,  on  aura  73  ou  365  divisé 

par  5 égale  73.  C’est  la  nature  de  la  question  qui  fait  con- 
nai'.re  l’espèce  des  unités  du  quotient,  ainsi  qu’on  le  verra. 

42-  Il  suit  de  la  définition  qu’on  a donnée  de  la  Division, 
que  le  dividende  contient  le  diviseur,  autant  de  fois  que  le 
quotient  renferme  l’unité.  Ainsi  on  peut  regarder  le  dividende 
comme  un  produit  dont  le  diviseur  et  le  quotient  sont  les 
facteurs.  Donc  si  on  multiplie  le  diviseur  par  le  quotient , le 
produit  sera  égal  au  dividende.  Ce  qui  donne  un  moyen  de 
.vérifier  le  résultat  de  la  Division. 

45.  Ier.  Cas  : Diviser  un  nombre  d’un  ou  de  deux  chiffres 
par  un  nombre  d’un  chiffre , et  le  quotient  ne  devant  en  avoir 
qu’un. 

Il  faut  savoir  de  mémoire  tous  les  quotiens  de  ce  genre  , 
qu’on  trouve  dans  la  table  de  multiplication  (n°.  3a).  On 
cherche  le  diviseur  dans  la  ligne  horizontale  supérieure.  On 
descend  verticalement  , jusqu’à  ce  qu’on  rencontre  le  divi- 
dende ; et  le  quotient  se  voit  vis-à-vis  dans  la  première 
colonne  verticale  à gauche.  Ainsi  “=7.  On  peut  aussi  cher- 
cher le  diviseur  dans  la  première  colonne  verticale.  Alors  on 
suit  la  ligne  horizontale  où  il  se  trouve , jusqu’à  ce  qu’on 
rencontre  le  dividende  , et  le  quotient  est  au-dessus  dans  la 
ligne  horizontale  supérieure. 

Si  le  dividende-ne  se  trouve  pas  exactement  dans  la  table , 
on  s’arrête  au  nombre  immédiatement  plus  petit  qu’on  y ren- 
contre sur  la  ligne  verticale  ou  horizontale , passant  par  le 
diviseur.  Le  quotient , qui  se  prend  comme  il  a été  dit , n’est 
plus  exact , il  n’est  qu’approché.  Par  exemple , si  l’on  voulait 
diviser  57  par  8 , on  trouverait  56  pour  le  nombre  le  plus 
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approchant  du  dividende  .67 , et  le  quotient  serait  7.  Il  reste  1. 
On  dira  plus  bas  ce  qu’on  doit  faire  d’un  semblable  reste. 

Nous  le  répétons  , il  faut  savoir  de  mémoire  tous  les  quo- 
tiens  de  ce  genre  , et  s’exercer  assez  pour  les  trouver  surde- 
champ,  et  sans  le  moindre  effort  d’esprit. 

44.  IIe.  Cas  : Diviser  unndmbre  de  plusieurs  chiffres  par 
un  nombre  d’un  chiffre,  le  quotient  devant  avoir  aussi  plu- 
sieurs chiffres. 

EXEMPLE. 

Diviser  36/»  par  7. 

tableau  de  t’oPÉR  ATIOl». 


Dividende 


i4 


00 

J'écris  le  diviseur  à la  droite  du  dividende;  et  je  les  sé- 
pare l'un  de  l’autre  par  un  trait  vertical.  Je  souligne  le 
diviseur;  ensuite  je  prends  sur  la  gauche  du  dividende  les 
deux  premiers  chiffres , parce  qu’un  seul  ne  suffirait  pas  pour 
contenir  le  diviseur  7.  Je  dis  en  36  combien  de  fois  7 ; je 
trouve  5 fois.  J’écris  5 au-dessous  du  diviseur , à la  place 
destinée  au  quotient.  Pour  vérifier  ce  premier  chiffre  du  quo- 
tient, je  le  multiplie  par  7 , et  j’écris  le  produit  35  sous  le 
dividende  partiel  36  ; je  l’en  retranche.  A droite  de  la  diffé- 
rence 1 , j’écris  le  chiffre  4 qui  reste  au  dividende.  Le  nou- 
veau dividende  partiel  14  étant  divisé  par  7,  le  quotient  par- 
tiel est  2 que  j’écris  à droite  dH  premier  ; je  multiplie  le 
diviseur  7 par  ce  quotient , et  je  retranche  le  produit  1 4 du 
deuxième  dividende  partiel  14.  La  différence  étant  zéro,  le 
quotient  complet  est  5a. 

AUTRE  EXEMPLE. 

Diviser  146*  Par  4* 

TABLEAU  DE  L ’ O P É R A T I O H. 

Dividende  1461  4 Diviseur. 

ia  365  j Quotient. 

a6 
a4 
21 
20 
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J’ai  1461  pour  dividende  total,  et  14  pour  dividende  par- 
tiel. Le  premier  quotient  partiel  est  3 ; je  le  multiplie  par 
ie  diviseur,  et  le  produit  ia  se  retranche  de  14.  A.  côté 
du  reste  a , j’écris  le  chiffre  6 , qui , au  dividende  , suit  im- 
médiatement le  premier  dividende  partiel  1 4 ; il  en  résulte 
le  deuxième  dividende  partiel  a6  que  je  divise  par  4-  Le 
deuxième  quotient  partiel  6 se  met  à droite  du  premier  quo- 
tient. Je  multiplie  le  diviseur  4 par  le  nouveau  quotient  6 ; 
le  produit  a4  se  soustrait  du  dividende  partiel  26.  A droite 
de  la  différence  a , j’écris  le  chiffre  1 du  dividende , et  j’ai 
pour  troisième  et  dernier  dividende  partiel  ai,  qui,  divisé  par 
4 , donne  5 pour  troisième  et  dernier  quotient  partiel.  Je 
l’écris  à la  droite  du  précédent  quotient  6.  Le  produit  ao  du 
diviseur  4»  multiplié  par  5 , dernier  quotient  partiel , étant 
ôté  de  21 , dernier  dividende  partiel , il  reste  1 ; je  l’écris  à 
la  suite  du  quotient  » et  en  plaçant  au-dessous  le  diviseur  4 , 
j’ai  la  notation  -J-  qu’on  prononce  un  quart.  Ainsi  le  quotient 
total  — 365  et  un  quart , ce  qui  signifie  que  le  dividende  con- 
tient le  diviseur  365  fois  et  un  quart. 

45.  Si  quelqu’un  des  dividendes  partiels  ne  contenait  pas 
le  diviseur , on  écrirait  un  zéro  au  quotient , et  on  abaisse- 
rait tout  de  suite  à droite  de  ce  dividende  partiel  un  autre 
chiffre,  s’il  en  resteau  dividende  général;  puis  l'on  coiftinucrait- 
la  Division. 

EXEMPLE. 

Diviser  563a5  par  8. 

Dividende  56  325  8 Diviseur. 

56  

7040  j Quotient. 

oo3a 

3a 

oo5 

Le  deuxième  dividende  partiel  3 ne  contenant  pas  le  divi- 
seur 8,  je  mets  zéro  au  quotient,  et  je  forme  tout  de  suite  le 
troisième  dividende  partiel  3a  , en  abaissant  2 à côté  de  3.  Le 
quatrième  dividende  partiel  5 ne  contenant  pas  8 , le  qua- 
trième quotient  partiel  est  aussi  zéro  ; je  fais  du  reste  5 l’usage 
indiqué  dans  te  n°.  précédent. 

46.  Ce  procédé  est  trop  long  quand  le  dividende  a beau- 
coup de  chiffres , il  faut  absolument  se  familiariser  avec  le 
suivant.  Pour  eela , l’on  doit  faire  attention  que  diviser  un 
nombre  par  2 ou  4>  ou  5,  ou  6,  ou  7,  ou  8,  ou  9,  c'est  la  même 
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opération  que  d’en  prendre  la  moitié  ou  le  quart , ou  le  cin- 
quième , ou  le  sixième,  ou  le  septième , ou  le  huitième  , ou  ïe 
neuvième. 

Pour  applications  reprenons  les  exemples  précédens. 

Diviser  le  nombre  364  par  7 , ou  prendre  le  septième  de 

364. 

OPÉRÂT  IOII. 


Je  dis  le  septième  de  36  = 5,  je  pose  5 au  quotient, 
et  je  retiens  le  reste  i pour  en  faire  une  dixaine.  Je  con- 
tinue et  je  dis,  le  septième  de  a4  est  a , sans  reste  ; je  pose 
* au  quotient , et  l’opération  est  finie  avec  6 chiffres. 

Diviser  pareillement  56325  par  8 , ou  calculer  le  hui- 
tième de  563a5. 

OPÉRATION. 

56325 

= 7040  f. 

On  dit  le  huitième  de  56  ” 7 sans  reste , le  huitième  de 
3=o  avec  le  reste  3 , le  huitième  de  32  = 4 sans  reste, 
le  huitième  de  5 = o avec  le  reste  5 , dont  je  fais  la  frac- 
tion 5,  ou  cinq  huitièmes. 

Par  cette  méthode , comme  par  la  précédente  , on  décom- 
pose toujours  le  dividende  général  en  dividendes  partiels  , 
pour  trouver  successivement  les  chiffres  dont  le  quotient  est 
composé.  On  fait  mentalement  les  Multiplications  et  les  Sous- 
tractions, et  c’est  en  cela  que  consiste  l’abréviation. 

47-  III*.  Cas  : Diviser  un  nombre  de  plusieurs  chiffres  par 
un  nombre  aussi  de  plusieurs  chiffres.  Un  exemple  rendra  la 
méthode  plus  facile  à exposer  et  à expliquer. 

EXEMPLE. 

Diviser  2976  par  24. 

OPÉRATION. 


Dividende  2976 

24 

Diviseur « 

*4 

. 

067 

124 

Quotient* 

48 

096 

96 

00 
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Je  décompose  le  dividende  donné  en  dividendes  partiels, 
♦en  commençant  sur  la  gauche.  Le  premier  dividende  partiel 
est  29  , il  contient  une  fois  le  diviseur;  j’écris  i au  quotient; 
je  multiplie  24  par  1 , le  produit  24  se  place  sous  le  divi- 
dende partiel  29.  Soustraction  faite  il  reste  5 , à côté  duquel 
j’abaisse  7 pris  dans  le  dividende  donné , immédiatement 
après  9 déjà  employé.  Le  deuxième  dividende  partiel  57  con- 
tient 2 fois  le  diviseur  ; j’écris  2 au  quotient  à droite,  et  tout 
à côté  du  premier  chiffre  1 ; je  multiplie  24  par  2,  le  produit 
48  se  met  sous  le  dividende  partiel  £17  ; soustraction  faite  il 
reste  9 , à côté  duquel  j’abaisse  6 , pris  dans  le  dividende 
donné.  Le  troisième  et  dernier  dividende  partiel  est  96  , il 
contient  4 fois  le  diviseur  24  ; j’écris  donc  4 au  quotient , à 
côté  du  2 ; je  multiplie  24  par  4 , le  produit  96  se  place  sous 
le  dividende  partiel  gG  ; et  comme  après  la  soustraction  faite 
il  ne  reste  rien,  il  s’en  suit  que  2976  contient  124  fois  24 
sans  reste. 

Division  des  Parties  décimales. 

48.  Ier.  Cas.  Si  le  dividende  et  le  diviseur  ont  autant  de 
chiffres  décimaux  l’un  que  l’autre,  on  supprime  la  virgule 
dans  l’un  et  dans  l’autre , et  on  fait  ensuite  la  Division  comme 
pour  les  nombres  entiers. 

I 

EXEMPLE. 

Diviser  368,64  par  1,92.  On  opérera  comme  si  l’on  avait 
à diviser  36864  par  192  ( n°.  47  ) Le  quotient  de  cette  der- 
nière Division  est  192  : c’est  celui  de  la  Division  proposée, 
comme  on  peut  s’en  assurer,  en  multipliant  le  diviseur  1,92 
par  192  ( n°.  4a  )• 

La  suppression  de  la  virgule  n’altère  en  rien  le  quotient 
demandé  ; car  le  quotient  ne  doit  point  avoir  de  chiffres  dé- 
cimaux, quand  le  dividende  et  le  diviseur  en  ont  le  même 
nombre.  Autrement , le  produit  du  diviseur  multiplié  par  le 
quotient  aurait  plus  de  chiffres  décimaux  que  le  dividende  ; 
ce  qui  ne  peut  être  ( n°‘.  35  et  4‘A  )• 

IIe.  Cas.  Si  le  dividende  a moins  de  chiffres  décimaux  que 
le  diviseur,  écrivez  (n°.  16)  , à la  droite  du  dividende,  un 
ou  plusieurs  zéros  pour  y remplacer  les  chiffres  décimaux 
qu’il  a de  moins.  Ensuite  suivez  ht  règle  du  Ier.  cas. 
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EXEMPLE. 

Diviser  3686,4  par  i,i5a.  On  écrit  a zéros  à la  droite  dn 
dividende,  on  supprime  la  virgule,  et  on  divise  36864oo  par 
i i5a  ; le  quotient  de  cette  Division  est  3aoo,  c’est  celui  de  la 
Division  proposée.  Si  on  multiplie  le  diviseur  donné  i,i5a 
par  le  quotient  3aoo,  le  produit  est  3686, 400  ou  3686,4  , et» 
supprimant  les  deux  zéros  (n°.  16  ). 

IIIe.  Cas  : Si  le  dividende  a plus  de  chiffres  décimaux  que 
le  diviseur  , écrivez  ( n®.  16  ) un  ou  plusieurs  zéros  à la  droite 
du  diviseur , pour  y remplacer  les  chiffres  décimaux  qu’il  a 
de  moins.  Suivez  ensuite  la  règle  du  Ier.  cas. 

EXEMPLE. 

Diviser  36,864  par  4*8.  On  écrit  a zéros  à la  droite  du  di- 
viseur ,“on  supprime  la  virgule,  et  on  divise  36864  par  4800. 
Le  quotient  est  7 avec  le  reste  3a64  ; ainsi  le  quotient  com- 
plet est  7 + J—  ( n**.  44  )•  Si  l'on  voulait  vérifier  ce  quotient 
en  lé  multipliant  par  le  diviseur  donné  4*8 , on  serait  arrêté 
par  une  difficulté  nouvelle  , qui  proviendrait  de  l’expression 
Pour  lever  cette  difficulté , voyez  le  n°.  suivant  et  plus 
loin  , la  Théorie  des  Fractions. 

/jf).  Lorsque  le  quotient  n’est  pas  un  nombre  entier , on 
pput  l’obtenir  en  parties  décimales,  quelquefois  exactement, 
et  toujours  d’une  manière  très-approchée.  On  expliquera  dans 
la  Théorie  des  Fractions  , quand  le  quotient  peut  s’évaluer 
exactement  on  seulement  par  approximation. 

Reprenons  la  Division  de  36864  par  4800.  Convertissons 
en  dixièmes  le  reste  3z64 , ce  qui  se  fait  en  multipliant  par 
10,  et  par  conséquent  en  écrivant  un  zéro  à la  droite  de  ce 
nombre  ; nous  aurons  32640.  Divisons  par  4800  ; écrivons  le 
quotient  6 à la  droite  du  quotient  7 déjà  trouvé,  avec  l’atten- 
tion de  l’en  séparer  par  une  virgule  , pour  exprimer  que  ce 
sont  des  dixièmes.  Multiplions  6 par  4800 , et  retranchons  le 
produit  du  dividende  partiel  32640.  Convertissons  le  reste 
384o  en  dixièmes  de  dixième,  ou  en  centièmes,  en  écrivant 
un  zéro  à la  droite  de  ce  nombre  ; nous  aurons  384oo.  Divi- 
sons ce  nouveau  dividende  par  4800  ; écrivons  le  quotient  8 
à la  droite  du  quotient  précédent  6 , pour  exprimer  que  ce 
sont  des  dixièmes  de  dixième , ou  des  centièmes.  Vérification 
faite  de  ce  quotient , il  ne  reste  rien  ; ainsi  le  quotient  du 
nombre  36864  divisé  par  4800  est  7,68  ; c’est  aussi  celui  de 
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36,864  divisé  par  4,8  (47,  IIIe.  cas),  ce  qui  se  vérifie  définiti- 
vement en  multipliant  le  diviseur  4,8  par  7,68.  Voici  le  ta- 
bleau abrégé  de  cette  division. 


Dividende 

ou 

ou  enfin 


36,864 

4,8 

36,864 

4,800 

3 6864 

4 800 

W 
iO  s? 
CO  Ci 
•fc-  ; 

O C 
O 

7,68 

Diviseur. 


Quotient. 


00000 


Explication.  Le  dividende  36864  divisé  par  4800,  dorS 
nant  7 au  quotient , j 'écris  7 sous  le  diviseur.  Je  multiplie  suc- 
cessivement parce  nombre  tous  les  chiffres  du  diviseur , à com- 
mencer par  les  unités;  et  j’ôte  à mesure  les  produits  partiels, 
des  chiffres  correspondans  du  dividende.  Par  exemple  o mul- 
tiplié par  7 donnant  o , j’ôte  ce  produit  du  i".  chiffre  4 du  di- 
vidende, et  il  reste 4 que  je  pose  au-dessous  de  ces  unités.  En- 
suite je  multiplie  les  dixainet  du  diviseur  par  7 ; le  produit  étant 
encore  o,  je  l’ôte  des  dixaines  du  dividende,  et  il  reste  6 que 
j’écris  au-dessous  de  ce  chiffre.  Je  multiplie  8 par  7 et  j’ôte  le 
produit  56  des  centaines  du  dividende;  ces  centaines  étant  8 je 
les  considère  comme  des  unités  de  cet  ordre,  et  je  les  augmente 
de  5 dixaines  afin  de  pouvoir  effectuer  la  soustraction;  comme 
il  reste  a je  les  écris  sous  8.  Enfin  je  multiplie  4 par  7,  et  le 
produit  28  augmenté  des  5 dixaines  d’emprunt  devient  33  que 
j’ôte  de  36 , et  il  reste  3 que  j’écris  à la  gauche  de  264  ; de  sorte 
que  3264  est  le  premier  reste  de  la  division  de  36864  par  4800. 

On  opère  de  la  môme  manière  pour  trouver  les  deux  chiffres 
décimaux  68  qui  suivent  le  chiffre  7 des  unités. 

S’il  y a toujours  un  reste , on  11e  peut  avoir  le  quotient 
exactement.  Dans  ce  cas,  on  s’arrête  quand  011  est  parvenu 
dans  le  quotient , à des  parties  décimales  assez  petites  pour 
être  négligées  sans  erreur  sensible. 

EXEMPLE. 

Diviser  355  par  1 13.  Cette  Division  se  fait  comme  il  suit  : 


Dividende 


355 
160 
470 
180 

07° 
io5  o 
33a 
<04 


n3 


3,  x 4 1632 


Diviseur. 

Quotient. 


a 


28 
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Le  quotient  approché  est  donc  3,i/|i5()%  , ou  3,i4i5g  , ou 
3,i4i5  , ou  3,j/|i  , ou  3,i/,  , ou,  etc.,  suivant  qu’on  jugea 
propos  de  s’arrêter  au  Ge. , ou  au  5e.,  ou  au  4e- 1 ou  etc. 
chiffre  décimal;  c’est-à-dire  suivant  qu’on  peut  négliger  les 
parties  décimales  du  7*.  ou  6e.,  ou  5e.,  ou  etc.  ordre. 

On  présentera  le  calcul  des  parties  décimales  sous  une  nou- 
velle forme,  à la  suite  des  fractions  ordinaires  : on  ne  peut 
trop  se  familiariser  avec  ce  calcul. 

É 

U Des  Fractions. 

5o.  Le  dividende  ayant  été  considéré  comme  un  produit, 
il  faut  nécessairement  qu’il  résulte  de  la  multiplication  du 
diviseur  par  le  quotient  ; or,  quand  le  dividende  n’est  pas  un 
multiple  exact  du  diviseur,  le  quotient  ne  peut  être  entier  ; 
et  après  un  certain  nombre  de  divisions  , on  arrive  à un  reste 
plus  petit  que  le  diviseur.  Ainsi  5i  divisé  par  8 donnera  au 
quotient  G , et  il  restera  ehcore  3.  Ce  quotient  n’est  donc  pas 
complet,  puisque,  multiplié  par  le  diviseur,  il  ne  produit 
que  48.  On  ne  peut  compléter  ce  quotient , en  lui  ajoutant 
une  unité,  puisqu’il  deviendrait  trop  grand.  Quelle  est  donc 
cette  quantité  moindre  que  l’unité  qu’il  faut  ajouter  au  quo- 
tient , pour  qu’il  devienne  exact  ? Ce  ne  peut  être  que  le  ré- 
sultat de  la  division  du  reste  3 par  le  diviseur  8 ; résultat  qui 
ne  peut  que  s’indiquer,  et  qui  se  met  sous  la  forme  j.  Ainsi 
le  quotient  complet  sera  6 -f-  |.  Cette  expression  d’un  quo- 
tient plus  petit  que  l’unité  , s’appelle  Fraction  ; on  voit  qu’elle 
représente  ici  la  huitième  partie  de  3 unités,  ou  3 fois  la  hui- 
tième partie  de  l’unité.  Le  diviseur  8 prend  le  nom  de  déno- 
minateur, et  le  dividende  3 celui  du  numérateur , parce  que 
l’un  dénomme  l’espèce  des  parties  exprimées  par  la  Fraction, 
et  l’autre  compte  ( numéral ) le  nombre  de  ces  parties;  tous 
deux  s’appellent  encore  les  deux  termes  de  la  fraction. 

5 1 . De  là  il  suit  qu’une  Fraction  sera  d’autant  plus  grande 
çiiplus  petite,  selon  que  son  numérateur  seul  croîtra  ou  dé- 
croîtra ; ainsi  ^ j , c’est-à-dire  | plus  grand  que  g ; j <]  |, 
c’est-à-dire  | plus  petit  que  g. 

52-  Au  contraire,  le  dénominateur  seul  croissant  ou  dé- 
croissant, la  Fraction  diminue  ou  augmente;  ainsi 
puisque  des  dixièmes  d’unité  sont  plus  petits  que  des  hui- 
tièmes , et  pareillement  g. 

55.  Si  le  numérateur  seul  est  multiplié,  la  Fraction  est 
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multipliée , puisque  l’espèce  des  parties  restant  la  même , le 
nombre  qu’on  en  prend  est  multiplié  ; ainsi  ^ = 4 X fj. 

54-  Si  le  numérateur  seul  est  divisé,  la  Fraction  est  divi- 
sée ; ainsi  ^ est  le  quotient  de  divisés  par  5. 

».  55.  Si  au  contraire  le  dénominateur  seul  est  divisé,  la 
Fraction  est  multipliée;  ainsi  en  divisant  par  3 le  dénomina- 
teur 1 5 de  la  Fraction  i , j’ai  la  Fraction  | , trois  fois  aussi 
grande  que  la  première  ; car  un  quinzième  est  3 fois  plus 
petit  qu’un  cinquième. 

Par  la  même  raison,  si  le  dénominateur  seul  est  multi- 
plié , la  Fraction  est  divisée;  car  multipliant  par  3 le  déno- 
minateur 4 de  la  Fraction |,  elle  exprimera  des  douzièmes, 
parties  trois  fois  plus  petites  que  des  quarts. 

56-  De  là  il  résulte  deux  moyens  de  multiplier  une  Frac- 
tion par  nn  entier  , soit  en  multipliant  son  numérateur,  soit 
en  divisant  son  dénominateur.  Le  premier  est  toujours  pos- 
sible, le  second  ne  l’est  pas  toujours;  niais  il  est  préférable 
quand  on  peut  l’employer,  parce  qu’alors  la  Fraction  a uns 
forme  plus  simple  , puisque  ses  deux  termes  sont  des  nom- 
bres plus  petits. 

57.  On  a donc  aussi  deux  moyens  de  diviser  une  Fraction 
par  un  entier , soit  en  divisant  le  numérateur , soit  en  multi- 
pliant le  dénominateur.  Le  second  seul  est  toujours  prati- 
cable ; mais  on  préfère  le  premier  quand  il  est  possible , par 
la  raison  que  nous  avons  donnée  ( n°.  précédent  ). 

58.  Enfin  une  Fraction  reste  1?  même  , si  ses  deux  termes 
sont  à la  fois  multipliés  ou  divisés  par  un  même  nombre, 
puisque  la  même  opération  faite  sur  les  deux  termes  en  mêrne- 
tems , produit  deux  effets  entièrement  opposés  et  qui  se  dé- 
truisent ; ainsi  les  deux  termes  de  la  Fraction  f étant  multi- 
pliés par  h , on  a la  Fraction  égale  à la  première.  Réci- 
proquement les  deux  termes  de  la  Fraction  j-j  étant  divisés 
par  1 , on  a la  Fraction  J qui  lui  est  égale;  car  si  d’une  part 
elle  est  rendue  deux  fois  plus  petite  par  la  division  du  numé- 
rateur , d’autre  part  elle  est  rendue  a fois  plus  grande  par  la 
division  du  dénominateur.  Donc  une  même  valeur  fraction- 
naire peut  être  exprimée  d’une  infinité  de  manières  diffé- 
rentes, équivalentes  entre  elles , mais  dont  une  seule  est  la  plus 
simple.  Par  exemple  : f = £ = £ =3  etc» 
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Réduction  des  Fractions  à leur  plus  simple 
expression . 

59.  Comme  il  est  plu*  commode  de  calcnler  les  Fraction* 
sous  leur  forme  la  plus  simple , on  doit  chercher  à les  y ra- 
mener. On  voit  qu’on  y parviendra  en  divisant  les  deux  termes 
par  le  plus  grand  nombre  qui  puisse  à la  fois  les  diviser  tous 
deux  , c’est-à-dire  par  leur  plus  grand  commun  diviseur  ; or 
un  raisonnement  assez  simple  nous  fera  découvrir  la  mé- 
thode propre  à cette  recherche.  D’abord  , si  le  plus  petit  des 
deux  termes  est  diviseur  exact  du  plus  grand , il  est  clair 
qu’il  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  deux  ; ainsi 
dans  la  Fraction  , 65  étant  égal  à 5 fois  i3  , on  a tî 

Il  est  donc  naturel  de  tenter  dabord  cet  essai.  Si  cette  pre- 
mière division  laisse  un  reste , le  plus  grand  nombre  étant 
composé  d'un  multiple  du  petit , plus  ce  reste , le  diviseur 
commun  aux  deux  nombres  doit  diviser  ce  reste , sans  quoi 
il  ne  diviserait  que  le  petit  nombre  ; ainsi  dans  la  Fraction 
J! , on  a 60  =:  î X »8  -f-  4-  Si  le  diviseur  commun  ne  divise 
pas  4 » ü pourra  diviser  a. 28  première  partie  de  60,  mais  il 
ne  divisera  pas  la  seconde  ; donc  le  diviseur  cherché  doit  être 
commun  au  petit  nombre  et  au  premier  reste  ; donc  il  doit 
l’être  aussi  au  reste  de  leur  division , et  par  conséquent  à 
tous  les  restes  provenant  de  la  division  successive  du  premier 
reste  par  le  second , du  deuxième  par  le  troisième , et  ainsi 
de  suite.  Donc  il  faut  continuer  ces  divisions  jusqu’à  ce 
qu’on  arrive  à une  division  sans  reste  ; et  alors  prenant  le 
dernier  diviseur , qui  était  aussi  le  dernier  reste , pour  divi- 
seur commun  , on  se  convaincra  facilement  qu’il  est  diviseur 
de  tous  les  autres  ; et  ce  diviseur  commun  sera  le  plus  grand 
de  tous  ceux  qui  peuvent  diviser  les  deux  nombres  proposés , 
puisqu’il  doit  se  diviser  lui-même. 

Ainsi  la  méthode  consiste  à diviser  le  plus  grand  nombre 
par  le  plus  petit  ; celui-ci  par  le  reste  de  la  division  ; ce  pre- 
mier reste  par  le  second , et  ainsi  de  suite  ; les  diviseurs  deve- 
nant successivement  dividendes  , et  les  restes  diviseurs  , jus- 
qu'à ce  qu’on  arrive  à un  quotient  exact  ; alors  le  dernier 
reste  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

Soit  par  exemple  à réduire  la  Fraction/-'^3-.  La  manière  la 
plus  commode  de  disposer  l’opération  est  la  suivante  : 
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101549 

4oio3 

2i343 

18760 

2583 

679 

I 

546 

i33 

14 

7 

21343 

al 

«| 

« | 

7 | 

3 ! 

J| 

41 

?l 

0 

21 

18760 

2583 

679 

546 

i33 

14 

! — 1 

7 

-1 

Les  deux  termes  de  la  Fraction  ayant  été  divisés  par  leur  plus 
grand  commun  diviseur  7,  lesquotiens  seront  5729  et  14507  j. 
donc  4oio3  ==:  5729  X 7 et  ioi549  = 14507  X 7- 

, 5720X7 

On  peut  donc  mettre  la  Fraction  sous  la  forme 


14507  X>] 


et 


supprimant  le  facteur  7 au  numérateur  et  au  dénominateur, 
on  a , expression  la  plus  simple  de  la  Fraction  proposée. 

Soit  encore  ; on  trouvera  pour  plus  grand  commun  di- 
viseur 47  1 ce  qui  réduit  la  Fraction  à 

On  peut  aussi  obtenir  les  deux  termes  de  la  Fraction  réduite, 
en  faisant  usagé  des  quotiens  , de  la  manière  suivante  : 

Soit  par  exemple  la  Fraction  Après  avoir  trouvé  le 
diviseur  commun  47  , à l’aide  de  cette  opération , 


2961 

799 

564 

235 

94 

47 

3 

I 

2 

2 

2 

63 

»7 

12 

5 

2 

X 

ècrîvex  l’unité  sous  le  dernier  quotient  2 , ou  plutôt  sous  Je 
diviseur  47  j placez  le  dernier  quotient  sous  le  précédent  2 j 
multipliez-les  l'un  par  l’autre , et  ajoutez  au  produit  l’unité  , 
vous  aurez  5 ; ayant  écrit  ce  nombre  sous  le  diviseur  235 , 
faites  le  produit  de  5 par  le  quotient  2 , et  ajoutez  le  2 qui 
est  à droite  ; écrivez  cette  somme  1 2 sous  564  j et  opérant  de 
même , vous  aurez  x 7 sous  799 , et  63  sous  296 1 ; et  un  peu 
d’attention  fera  reconnaître  facilement  que  ces  nombres  63  , 
17,  12,  5,  2,  1,  expriment  combien  de  fois  les  nombres 
2961 , 799 , 564  > *35  , 94  , 4?  contiennent  le  diviseur  com- 
mun 47. 

Lorsque  le  dernier  diviseur  est  b’unité , il  est  clair  que  les 
deux  nombres  n’ont  pas  d’autre  diviseur  commun  , alors  on 
les  appelle  premiers  entre  eux  ; et  s’ils  sont  les  deux  termes 
d’une  Fraction  , on  dit  qu’elle  est  irréductible. 

60.  U peut  être  utile  de  reconnaître  si  un  nombre  est  divi- 
sible par  un  ou  plusieurs  des  nombres  a, 3,  4.5,  b , 8 , 9 , 
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io,  i».,  et  comme  la  chose  est  facile  , nous  allons  l'indiquer1.» 

D’abord  , tout  nombre  est  pair,  ou  divisible  par  a , si  son 
dernier  chiffre  est  un  chiffre  pair  ou  o ; car  tout  nombre  peut 
être  considéré  comme  composé  de  dixaines  et  d’unités  ; or 
les  dixaines  forment  un  nombre  pair  ; donc  si  les  unités  sont 
aussi  en  nombre  pair , le  nombre  est  pair  : ainsi  72  = 70 -{-2. 
Donc  les  deux  parties  de  ce  nombre  sont  paires  ; donc  il  est  pair. 

Un  nombre  est  divisible  par  4 , si  ses  deux  derniers  chiffres 
forment  un  multiple  de  4 : car  en  le  décomposant  en  deux  parties, 
l'une  formée  par  les  centaines  , qui  sont  nécessairement  divi- 
sibles par  4 , puisque  100  =4  X ^5  ; s’il  arrive  que  l’autre 
partie,  formée  parles  dixaines  et  les  unités,  soit  aussi  multiple 
de  4,  ce  nombre  est  multiple  de  4-  Ainsi  i328=  i3oo  + 28  est 
multiple  de  4. 

Pareillement  un  nombre  sera  divisible  par  8 , si  ses  trois 
derniers  chiffres  forment  un  multiple  de  8 ; par  16  , si  ses 
4 derniers  chiffres  forment  un  multiple  de  16,  ainsi  de  suite. 

Il  sera  divisible  par  5,  si  son  dernier  chiffre  est  5 ou  o , 
puisque  les  dixaines  étant  multiples  de  5 , il  suffit  que  les 
unités  soient  5 ou  zéro , pour  que  tout  le  nombre  soit  divi- 
sible par  5.  « 

Pour  qu’un  nombre  soit  divisible  par  9 , il  faut  que  la 
somme  de  ses  chiffres  soit  un  multiple  de  9.  En  effet , si  on 
décompose  le  nombre  en  unités,  dixaines,  centaines,....  on 
verra  que  10  = 9-^-  1 , 20  — > X 9 + a,  3o=  3 X g + 3.... 
Donc  un  nombre  quelconque  de  dixaines  divisés  par  9,  laisse 
un  reste  égal  à son  chiffre  significatif. 

De  même  100  = 90  10  = 99  + 1 

200  = 2.90  -J-  20  = 2-90  + 2.9  + a 

3oo  = 3.90  + 3o  = 3.90  + 3.9  + 3 

Donc  aussi  un  nombre  quelconque  de  centaines  laisse  un 
reste  égal  à son  chiffre  significatif.  On  trouvera  la  même 
propriété  ponr  les  mille , dixaines  de  mille , etc. 

Donc  la  somme  des  chiffres , par  lesquels  un  nombre  est 
exprimé,  est  aussi  celle  des  restes  que  laisseraient  après  la 
division  par  9 ses  différentes  parties  ; donc  si  cette  somme 
est  elle-même  un  multiple  de  9 , on  peut  dire  qu’il  n’y  a pas 
de  reste , et  qu’ainsi  ce  nombre  est  divisible  par  9.  Par 
exemple , 34  56  est  un  multiple  de  7 , puisque  3 + 4 + 5 + 6 
= 18=32.9. 

347  n’est  pas  multiple  de  9 , puisque  3 + 4 + 7 = 14  = 
g 5 ; le  reste  de  la  division  par  9 serait  donc  5. 
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Mais  si  cette  somme  des  chiffres  fait  seulement  un  mul- 
tiple de  3 , le  nombre  est  seulement  aussi  divisible  par  3 ; car 
<)  étant  multiple  de  3,  ce  nombre  est  alors  composé  d’un  mul- 
tiple de  9 ou  de  3 , plus  d’un  reste  multiple  de  3 ; donc  le  tout 
*st  multiple  de  3.  Ainsi  27642  est  un  multiple  de  3,  puisque 
î + 7 + 6 + 4 + î = si  = 7X3- 

Un  nombre  sera  divisible  par  6 , s’il  l’est  à la  fois  par  a et 
par  3 ; il  sera  divisible  par  ia  , s’il  l’est  par  4 et  par  3 , ainsi 
rie  suite.  On  sent  bien  que  les  facteurs  doivent  être  premiers 
entre  eux. 

Multiplication  des  Fractions. 


6l.  Revenons  maintenant  aux  opérations  sur  les  Frac- 
tions : elles  se  concevront  facilement , si  on  a toujours  soin 
de  regarder  une  Fraction  comme  un  quotient  ; ainsi  voulant 
multiplier  un  entier  42  par| , je  considère  | comme  une  quan- 
tité six  fois  plus  petite  que  5 ; donc  si  je  fais  le  produit  de 
4a  X 5 » H sera  6 fois  trop  grand  , puisque  5 est  6 fois  plus 
grand  que  \ ; donc  pour  avoir  le  véritable  produit , il  faut 

4*  x 5 110  . 

diviser  ce  premier  résultat  par  6,  et  on  aura g — = — — 


Pour  avoir  les  entiers  contenus  dans  cette  expression  , on 
remarquera  que  l’unité  peut  toujours  être  représentée  par 
une  Fraction  , dont  le  numérateur  égale  le  dénominateur  ; 
ainsi  )=i.  Donc  il  y a autant  d’unités  dans  ^ que  210  con- 
tient de  fois  6.  La  division  donne  35  ; les  | de  42  ou  42  X f 
sont  donc  35.  Réciproquement  si  on  a une  quantité  composée 
d’entiers  et  d’une  Fraction  , et  qu’on  veuille  la  mettre  sous  la 
forme  d’une  seule  Fraction  ; on  convertira  les  entiers  en  Frac- 
tions , en  les  multipliant  par  le  dénominateur  donné,  on  ajou- 
tera au  produit  le  numérateur  de  la  Fraction  , et  on  donnera 

• . 3 9 -f-  % 

à cette  somme  ce  même  dénominateur;  ainsi , 3 -J-  y zz — y 
11 

= ”3  "• 


Si  on  trouvait , en  tirant  les  entiers  d’une  expression  frac- 
tionnaire , que  le  numérateur  ne  fut  pas  multiple  du  déno- 
minateur , le  reste  serait  le  numérateur  d’une  Fraction  qui  se 
joindrrit  aux  entiers.  Ainsi  les  j de  44  ou  44  X f — JV== 
36  -f- j ; ainsi  pour  multiplier  un  entier  par  une  Frrution  , on 
multiplie  l'entier  par  le  numérateur  de  la  Fraction , et  on  divise 
**•  produit  par  le  dénominateur  ; on  a de  cette  manière  une  ex- 

Arithmètique.  3 


Digitized  by  Google 


34  COURS  Ut  MATHÉMATIQUES, 

pression  fractionnaire  que  l’on  pent  laisser  sous  la  forme  d’un 
quotient  indique  ; mais  si  on  veut  en  extraire  les  entiers 
qu’elle  contient  , quand  le  numérateur  est  plus  grand  que  le 
dénominateur,  on  exécute  la  division;  le  quotient  donne  le* 
entiers,  et  le  reste  est  lenumérateur  de  la  Fraction  qu’il  faut 
leur  ajouter. 

Si  le  multiplicande  est  lui-même  une  Fraction  ; par  exemple 
si  on  a y à multiplier  par  | , en  considérant  toujours  le  multi- 
plicateur comme  le  quotient  de  3 divise  par  5 , ou  comroeune 
quantité  5 fois  plus  petite  que  3 , on  multipliera  d’abord  pçr 
4 x3  la  . 

3,  et  on  aura  — — , résultat  5 fois  trop  grand  , mais  qu’on 

Tend  5 fois  plus  petit  en  le  divisant  par  5 ; c’est-à-dire  en  multi- 
pliant par  5 le  dénominateur  7,  et  pour  lors  le  vrai  produit  sera 

ia  n 

— "35%  Donc  dans  ce  cas  , la  règle  de  la  multiplication, 

est  de  multiplier  numérateur  par  numérateur , et  dénominateur 
par  dénominateur.  Ces  produits  seront  les  deux  termes  de  la 
Fraction  produit  des  deux  facteurs  fractionnaires. 

Si  un  des  facteurs  ou  tous  deux  étaient  composés  d’entiers 
et  Fractions , on  les  mettrait  sous  la  forme  d’une  seule  Frac- 
tion , et  on  opérerait  comme  il  vient  d’étre  dit  ; ainsi 


*9 

20 


f 1 \ 3 3x<-t-i  3 i3x3  3a 

(3+t)  X“=~T-Xi_=i^=~^r;:=  1 + 

( 1 \ f j \ 8 17  i36  34 

V2t)  x 'rx-r=~=T=i,ï- 

On  peut  remarquer,  sur  ce  dernier  exemple , qu’on  eût 
obtenu  tout  de  suite  le  résultat  simplifié  ^ , en  voyant  qu’on 
avait,  dans  l’expression^  X 71  le  facteur  commun4  aux  deux 
. termes,  et  qu’en  le  supprimant  de  part  et  d’autre,  il  en  résultait 
2.17  3t 

— j — = -f-.  Il  est  donc  souvent  avantageux  dans  le  calcul  de 

ne  faire  qu’indiquer  les  opérations,  afin  de  voir  plus  facile- 
ment les  réductions  possibles. 


Division  des  Fractions. 

• i 

62.  Une  considération  semblable  fera  trouver  la  règle  de 
la  division  des  Fractions.  En  effet,  soit,  i°.  le  dividende  en- 
tier a5  à diviser  par  y.  Je  remarque  d’abord  que  pour  un 
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mime  dividende , le  quotient  est  d'autant  plus  petit  que  le  di- 
viseur est  plus  grand  ; puis  considérant  | comme  une  quantité 
7 lois  plus  petite  que  4 , je  divise  u5  par  4 , et  j’ai  ^ ; quo- 
tient 7 fois  trop  petit , puisque  j’ai  employé  un  diviseur  7 
fois  trop  grand  ; donc  il  faut  multiplier  ce  résultat  par  7 , ce 
. a5  x 7 173 

qui  donne  — 7 — — — = 43  j pour  le  quotient  cherché. 


a°.  Si  le  dividende  est  fractionnaire,  le  raisonnement  est 
le  même.  Je  veux,  par  exemple,  diviser  ^ par  7 ; je  divise 
d’abord  ^ par  3 , en  multipliant  par  3 le  dénominateur  i3 , 
, 5 5 . 

et  j’ai  pour  premier  résultat  4 fois  trop  petit,  comme 


provenant  d’un  diviseur  4 fois  trop  grand  ; je  multiplie  donc 

4x5  ao 

par  4 le  numérateur  5 , et  j’ai  - ^ pour  véritable 


quotient. 

Si  le  dividende  ou  le  diviseur,  ou  tous  deux , sont  composés 
d’entiers  et  d<|  Fractions  , il  faut  les  mettre  chacun  sous  1* 
forme  d’une  seule  Fraction,  et  opérer  ensuite  à l’ordinaire. 
Ainsi  pour  avoir  le  quotient  de  3 j divisé  par  | , on  dira , 


i 16  a 16  7 rta 

34- = T divisés  par  — X — ==  — = 
•S  S r 7 5 ^ a io 

7 ...  . i 7 3 3 

77  dl™és  Par  a T =TT  X 7 =7Ï  Î 


a 


i t t ai  7 

4-  divises  par  a — ;=  — X -75  = 


1 


— 

ai 


La  règle  est  donc  ici  de  multiplier  le  numérateur  de  la 
Fraction  dividende  par  le  dénominateur  de  la  Fraction  diviseur ; 
et  le  dénominateur  de  la  Fraction  dividende  par  le  numéra- 
teur de  la  Fraction  diviseur , ou  , ce  qui  est  la  même  chose , 
multiplier  la  Fraction  dividende  par  la  Fraction  diviseur  ren- 
versée ; ainsi  on  aurait,  dans  l’exemple  précédent , A divisés 
par  J égalent  f,  X ï = B* 

Il  faut , avant  d’aller  plus  loin , observer  soigneusement 
que  prendre  le  j , les  | , etc.  d’une  quantité  , c’est  la  multi- 
plier par  ; , par  f...  au  lieu  que  la  diviser  par  7 , par  -... 
c’est  chercher  combien  de  fois  -j , 7...  est  contenu  dans  le  di- 
vidende , ce  qui  est  bien  différent.  Les  \ de  100  sont  66  et 
100  divisés  par  j égalent  100  X ; = i5o. 

y 
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Remarquons  encore  que  l’unité  divisée  par  une  Fraction  > 
n’est  autre  chose  que  cette  Fraction  retournée;  car, 


5 5 


Addition  et  Soustraction  des  Fractions. 

65.  L’originè  et  la  nature  des  Fractions  , considérées 
comme  des  quotients  , ont  conduit  à traiter  d’abord  de  la 
multiplication  et  de  la  division  des  Fractions.  Pour  donner 
les  règles  de  l’addition  et  de  la  soustraction  des  Fractions  , 
il  faut  distinguer  deux  cas;  celui  où  ces  Fractions  ont  même 
dénominateur  , et  celui  où  elles  ont  des  dénominateurs  diffé- 
rens.  Dans  le  premier  cas , il  est  clair  qu’on  obtiendra  la 
somme  de  plusieurs  Fractions  de  même  dénominateur , en 
faisant  celle  des  numérateurs  de  ces  Fractions,  et  prenant, 
cette  somme  pour  numérateur  d’une  Fraction  de  même  déno- 
minateur que  celles  qu’on  avait  a ajouter.  Ainsi  , 

q 5 19  17  ^+5+lg+l^  4-3  >6 

*7~1“  27“^"’  37"^  a?  27  — 47  “ * ' a7' 

La  différence  de  deux  Fractions  de  même  dénominateur 
s’obtiendra  de  même , én  prenant  la  différence  des  numéra- 
teurs, et  donnant  au  reste  le  dénominateur  de  ces  Fractions. 
Par  exemple, 

i3>  8 i3  — 8 5 _ t 

a5  a5  Ï5~T' 

Mais  lorsque  les  Fractions  à ajouter , ou  celles  dont  on  veut 
•voir  la  différence  , sont  de  dénominateurs  différen» , on  ne 
peut  en  faire  la  somme,  ni  trouver  leur  différence  sans  les 
réduire  au  même  dénominateur.  On  y parviendra  , en  se  rap- 
pelant qu’une  Fraction  ne  change  pas  de  valeur,  si  on  multi- 
plie ses  deux  termes  par  un  même  nombre.  D’après  cela , on 
veut  avoir  la  somme  des  deux  fractions  - et  -.  Si^oïi  multi- 
plie les  deux  termes  de  chacune  par  le  dénominateur  de 
l’autre  , elles  prendront  la  forme  ^ et  j-‘ , et  leur  somme  sera 

il  t » 

ïS  Si  on  a plus  de  deux  Fractions , le  principe  et  l’application 
ne  changent  pas  ; et  ces  Fractions  se  trouvent  avoir  même  dé- 
nominateur , si  on  multiplie  les  deux  termes  de  chacune  par 
le  produit  des  dénominateurs  de  toutes  les  autres  ; car  alors 
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ce  dénominateur  commua  sera  Je  produit  de  tou»  le»  déno- 
minateurs ; ainsi  ;,;,■£»$-*  deviendront  , ill , iî|.  On 

voit  que  la  somme  de  ces  Fractions  ainsi  préparée» , sera 


i98+aao+aio-t-i65  i33 

33o  -1  = a +*33T- 

La  différence  de  deux  de  ces  Fractions  s'obtiendra  de  la  même 
manière  que  nous  l’avons  dit  ci-dessus  ; ainsi , 

- a 7 aa  — ai  i 

T—  77  ““  33  ="33* 

Si  on  considère  que,  pour  être  composé  des  mêmes  fac- 
teurs , le  dénominateur  commun  ne  doit  pas  pour  cela  conte- 
nir plus  d’une  fois  chacun  des  facteurs  dont  se  composent  les 
dénominateurs  particuliers , on  verra  qu’il  ne  faut  pas  répéter 
dans  sa  composition  un  facteur  qui  y a été  déjà  introduit.  Par 
exemple , ayant  à mettre  au  même  dénominateur  les  Fractions 
I ’ ï»  ï » ï»  H » et  ayant  fait  le  produit  a4  des  deux  premiers 
dénominateurs,  je  ne  multiplie  pas  par  3 qui  est  déjà  em- 
ployé, ni  par  8,  puisque  8 est  déjà  compris  dans  a/j  > j’aurai 
la  même  raison  pour  laisser  ra.  Le  commun  dénominateur 
sera  donc  a4 , et  on  aura  , j* , £ , j;1 , ^ , au  lieu  des  Frac* 
tions  précédentes.  Pour  obtenir  dans  ce  cas  les  numérateurs  , 
il  est  clair  qu’il  fout  diviser  le  dénominateur  commun  par 
chaque  dénominateur  particulier  , et  multiplier  le  quotient 
par  le  numérateur.  Ainsi  ayant  adopté  a4  pour  dénominateur 
commun , je  transforme  la  première  Fraction  en  divisant  a4 
par  6 , et  multipliant  le  quoiient  4 par  le  numérateur  5.  La 
Fraction  transformée  , n’est  autre  chose  que  la  première  j , 
dont  les  deux  termes  sont  multipliés  par  4 ; je  fais  de  même 
pour  toutes  les  autres.  Ce  sera  donc  par  6 — ^ que  je  multi- 
plierai les  a termes  de  la  Fraction  j , pour  avoir  la  transfor- 
me jj. 

Fractions  Décimales. 

64-  Les  Fractions  décimales  sont  celles  dont  le  dénomina- 
teur est  runité , suivie  d’un  ou  de  plusieurs  zéros  ; ainsi  ^ , 
, — îi-  sont  des  Fractions  décimales. 

Ce  caractère  particulier  a fait  imaginer  une  manière  de  le* 
exprimer , qui  rend  leur  calcul  aussi  commode  que  celui  des 
nombres  entiers  y elle  consiste  à sous-entendre  le  dénomina- 
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teur , et  à n’écrire  que  le  numérateur.  Il  n’a  fallu  pour  eeï a 
qu’une  convention  fort  simple  qui  a déjà  été  exposée  et  mo- 
tivée , c’est  de  désigner  dans  un  nombre  le  rang  des  unités, 
par  une  virgule  placée  au  bas  du  chiffre  qui  les  exprime , ou 
du  zéro  qui  en  occupe  la  place  : les  chiffres  écrits  à droite 
forment  le  numérateur  d’une  fraction,  dont  le  dénominateur 
sous-entendu  est  toujours  l’unité,  suivie  d’autant  de  zéro* 
qu’il  y a de  caractères  après  la  virgule.  Ces  chiffres  s’appellent 
chiffres  décimaux , ou  simplement  décimales , en  sous  enten- 
dant le  mot  Fractions  , ou  parties.  Quand  on  énonce  la  va- 
leur d’un  nombre. , ce  dénominateur  supposé  se  lit  comme  s’il 
était  vraiment  écrit.  Ainsi  3,ia5  = 3 -f-  — - sz  3 -f-  -iü-  -4- 
+ = 3 + Da?*  nombre  il  y a 3 

chiffres  décimaux  ou  simplement  3 décimales  ; le  dénomina- 
teur est  donc  1000  ; on  lira  donc  trois  unités  cent  vingt-cinq 
millièmes , ou  trois  unités  un  dixième  deux  centièmes  , cinq 
millièmes  ; c’est  la  première  manière  qui  est  généralement 
adoptée. 

Il  est  aisé  de  tirer  de-là  les  deux  règles  fn05  i3  et  1 4),  d’après 
lesquelles  on  pourra  écrire  un  nombre  décimal  proposé  , ét  lire 
un  nombre  décimal  écrit.  , 

i°.  Ayant  à écrire,  par  exemple,  trois  mille  quarante-cinq 
cent  millièmes  , je  vois  que  le  dénominateur  serait  îooooo,  il 
faut  donc  5 chiffres  décimaux  j le  nombre  3o45  n’employant 
que  4 figures  , il  faut  mettre  un  zéro  en  avant  à gauche  pour 
compléter  le  nombre  des  décimales , puis  conserver  le  rang  des 
unités  par  un  zéro  suivi  delà  virgule,  ainsi  qu’il  suit  : o,o3o45. 
La  règle  sera  donc  celle-ci  : écrivez  le  nombre  décimal  pro- 
posé comme  un  nombre  ordinaire , et  s’il  n’emploie  pas  au- 
tant de  figures  qu’il  faut  de  décimales,  complétez -en  le 
nombre  par  des  zéros  placés  vers  la  gauche , puis  écrivez  le 
nombre  entier  avec  la  virgule , ou  le  zéro  qui  tient  la  place 
des  unités , suivi  de  la  virgule.  , 

a®.  Pour  lire  un  nombre  décimal , il  suffit  de  se  rappeler 
que  le  nombre  des  décimales  est  le  môme  que  celui  des  zéros 
qui  suivraient  l’unité  dans  le  dénominateur  supprimé.  On  lira 
donc  le  nombre  décimal  comme  un  nombre  entier,  puis  on 
exprimera , d’après  ce  qui  vient  d’être  dit , le  dénominateur 
sous-entendu.  Ainsi  dans  le  nombre  3,oo4aoi7  , je  vois  que 
le  dénominateur  serait  iooooooo,  je  lirai  donc  trois  unités 
quarante-deux  mille  dix-sept  dix  millionièmes. 

En  suivant  ces  considérations , on  peut  reconnaître  qu’un 
nombre  décimal  ne  change  pas  de  valeur  , si  l’on  écrit  à sa 
suite  un  ou  plusieurs  zéros  , puisque  par  là  on  multiplie  le 
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■umérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction  par  un  même 
nombre.  Par  exemple,  si  à la  suite  du  nombre  0,47  j’écris 
ï zéros , j’ai  0,4700 , et  le  nombre  parait  être  multiplié  par 
100  ; mais  si  je  remarque  que  le  dénominateur  non  écrit , qui 
était  ioo  , est  devenu  10000  , je  vois  que  les  deux  termes  de 
la  fraction  ayant  été  multipliés  par  un  même  nombre  , sa  va- 
leur n’est  pas  changée.  En  effet , j’ai  ■£—  ~ Par  une  rai- 
son semblable , on  peut  supprimer  des  zéros  qui  terminent 
un  nombre  décimal , puisque  ce  n’est  autre  chose  que  diviser 
les  2 termes  d'une  fraction  par  un  même  nombre.  Il  suit 
de  là  que  0,47  = 0,4700  , puisque  ^ . 

Cela  posé , si  nous  avons  à ajouter-  plusieurs  nombres  déci- 
maux , nous  pouvons  leur  supposer  le  même  dénominateur, 
en  leur  donnant  le  même  nombre  de  décimales , par  le  moyen 
qu’on  vient  d’exposer  ; alors  l’addition  des  nombres  déci- 
maux revient  à celle  des  fractions  de  même  dénominateur,  et 
nous  avons  vu  qu’elle  se  réduit  à l’addition  des  numérateurs  ; 
ainsi  o,3  4-  4,5a  -J-  17,0025  ” o,3ooo  -f-  4,^200  + 
17,0025  =:  21,8225. 

65-  Si  on  a à soustraire  un  nombre  décimal  d’un  nombre 
décimal,  on  peut  également  leur  donner  le  même  nombre  de 
décimales  s’ils  ne  l’ont  pas  , et  suivre  alors  la  règle  donnée 
pour  la  soustraction  des  fractions  de  même  dénominateur  ; 
ainsi  4,  >7  — o,  087  = 4,170  — o,o3y  = o,i33.  , , 

66.  Pour  obtenir  le  produit  de  deux  nombres  décimaux  , 
on  les  multipliera  l’un  par  l’autre  comme  des  nombres  en- 
tiers, et  on  séparera,  par  la  virgule  , autant  de  décimales  dans 
ce  produit  qqe  les  2 facteurs  en  avaient.  En  effet , le  déno- 
minateur supprimé  serait  l’uriité , suivie  d’autant  de  zéros 
qu’il  y avait  de  décimales  dans  les  deux  facteurs.  Par  exemple. 


10,  21  X »,oo3 
0,012  X 0,0004 


= ^X  — * = szüt!ll  = ao,45o63 

IOO  IOOO  lOOOOO 

~ -ü-  X — ■ — — — — — s 0,0000048 

1000  * 1000e  iooooooo  7 “ 


67.  Pour  diviser  un  nombre  décimal  par  un  nombre  déci- 
mal , on  remarquera  que  si  on  veut  diviser  une  fraction  par 
une  autre  de  même  dénominateur , il  suffit  de  diviser  le  nu- 
mérateur de  la  première  par  celui  de  la  seconde.  En  consé- 
quence , ayant  donne  au  dividende  et  au  diviseur  le  même 
nombre  de  décimales , on  fera  la  division  à la  manière  ordi- 
naire , comme  pour  les  nombres  entiers.  En  effet , soit  275  à 
diviser  par  2,5  ; j’aurai  275,0  à diviser  par  a, 5 , ou  à di- 
viser par  ^ , ou  enfin  ~~~  3 1 10. 
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Soit  encore  12,5*  à diviser  par  43  , j’aurai  12,52  à divi- 
ser  par  43®  , ou  à diviser  par  , ou  enfin  = î -(• 
iîj  = 2,9116.  On  peut  diviser  un  nombre  décimal  par  îo, 
par  îoo  , par  tooo,  etc...  en  transportant  la  virgule  d’un 
rang,  de  deux  rangs  , trois  rangs,  etc.  vers  la  gauche.  En  effet, 
dans  le  nombre  décimal  34,7  — » s*  Je  P°rtc  la  virgule 

entre  le  4 et  le  3 , j’aurai  3,47  = , nombre  dix  fois  plus 

petit.  Dans  le  nombre  224,3  = , si  je  porte  la  virgule 

entre  le  premier  et  le  second  chiffre  à gauche , j’aurai 
a,243  = nombre  cent  fois  plus  petit. 

68-  On  peut  semblablement  multiplier  un  nombre  décimal 
par  10 , par  100 , par  1000 , etc. , en  avançant  la  virgule  d’un 
rang , de  2 rangs  , 3 rangs , etc.  sur  la  droite.  Soit  en  effet  dans 
le  nombre  5,27  =:  , la  virgule  portée  entre  le  deuxième  et  ■ 

le  troisième  chiffre,  on  aura  5a, 7 nombre  dix  foi» 

plus  grand. 

6g.  La  conversion  d’une  fraction  ordinaire  en  décimales 
( n°.  49  )»  va  donner  lieu  à quelques  remarques  intéres- 
santes. Soit,  par  exemple,  f =s  0,714285714...  Dans  ce  dé- 
veloppement , après  les  6 premiers  chiffres  , on  voit  les  mêmes 
reparaître  dans  le  même  ordre,  et  cela  devait  être. 

En  effet , il  doit  arriver  au  quotient  autant  de  chiffres  diffé- 
rensque  la  division  laissera  de  restes  différens;  or  le  diviseur7 
ne  peut  laisser  de  reste  égal  à lui-même,  il  ne  peut  donc  y en 
avoir  que  6 différens,  après  quoi  l’on  retombera  sur  un  de  ceux 
qui  ont  paru;  et  alors  les  circonstances  redevenant  les  mêmes, 
les  résultats  le  seront  aussi.  On  appelle  ce  retour  périodique. 
Il  n'aurait  pas  lieu  si  la  division  pouvait  se  faire  exactement; 
mais  il  est  aisé  de  voir  que  ( par  hypothèse  ) le  numérateur 
n’étant  pas  divisible  par  le  dénominateur,  la  division  ne 
pourra  se  terminer  qu’autant  qu’un  des  nombres  10,  100, 
1000  ,....  par  lesquels  on  multiplie  le  numérateur , sera  un 
multiple  du  dénominateur , il  faut  donc  que  ce  dénomina- 
teur n’ait  pas  d'antres  facteurs  que  ceux  qui  composent  10  , 
too  , 1000  ;....  or  ces  facteurs  sont  a et  5 , il  n’y  a donc  que 
les  fractions  dont  les  dénominateurs  sont  composés  unique- 
ment de  ces  facteurs  qui  soient  exactement  réductibles  en  dé- 
cimales ; ainsi  ; = o,5  ; j = 0,75  ; ^ ss  0,04  ; J = 0,875.  . 

yO.Onpeut  réciproquement  convertir  les  Fractions  décimales 
en  fractions  ordinaires,  en  rendant  aux  premières  leurs  déno- 
minateurs, et  réduisant.  Ainsi  0,875  = •“  = en  divisant 
>les  a termes  par  ia5  ; 0,04  =:  77;  = Quant  aux  Fractions, 
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décimales  périodiques , leur  conversion  dépend  des  remarques 
suivantes  : 

J = 0,I1TII ÿj  ~ 0,010101.....  “ — 0,001001001 

D’après  cela  , soit  une  Fraction  décimale  périodique , dans 
laquelle  la  période  n’a  qu’un  chiffre , comme  o,333....  On 
■soit  que  cette  fraction  équivaut  à trois  fois  o,im....  sz 
elle  vaut  donc  j ou  j . Si  la  période  a deux  chiffres  , comme 
0,363636....  on  voit  que  cette  fraction  équivaut  à 36  fois 
o.oioioi.zz  ~ , donc  elle  vaut  se  i , ainsi  de  suite. 

Nous  pourrons  en  conclure  la  règle  suivante  : Une  fraction 
décimale  périodique  est  égale  à une  fraction  ordinaire  , dont  le 
numérateur  est  la  période  elle-même  , et  dont  le  dénominateur 
est  composé  d’autant  de  9 qu'il  y a de  chiffres  h la  période . 
Ainsi  0,3243*4....  = = &;  0,00270027  = ~î=~7- 

Si  la  période  ne  commence  pas  au  premier  chiffre  décimal,  on 
ramène  ce  second  cas  au  précédent,parla  transposition  delà  vir- 
gule.Soit,par  exemple,  4,278 1 8 18 1 ....Si on  place  la  virgule  après 
lc7,onaura  427,818181....  expression  ccn  t fois  plus  grande  que 
la  première,  et  qui  étant  réduite  en  Fraction  ordinaire  vaut 
427  *+*  J;  > mais  il  faut  diviser  cette  dernière  valeur  par  100,  ca 
. , 427  , Si  4*7.99+81  4*354  a353 

qui  donne  -I — ^3  —TT-,  ainsi, 

4,270810181  c±  ce  dont  on  se  convaincra  facilement,  si 
on  convertit  cette  fraction  en  décimales.  On  trouvera  de  même 
que  o, o8333...  — et  que  q,a3i2;2.4.  j~. 

On  a fait , sur  le  développement  en  décimales  des  frac- 
tions, dont  le  numérateur  est  l’unité  et  le  dénominateur  un 
nombre  premier  , la  remarque  suivante , qui  peut  servir  à 
abréger  l’opération.  Lorsque  le  nombre  des  chiffres  de  la  pé- 
riode doit  être  pair , on  en  est  averti  par  le  reste  que  laisse 
le  dernier  chiffre  de  la  première  moitié  de  la  période  ; car  ce 
reste  est  alors  égal  au  dénominateur  diminué  de  l’unité , et 
les  chiffres  de  la  seconde  moitié  de  la  jiériode  se  trouvent  en 
prenant  le  complément  à 9 des  chiffres  de  la  première  moitié. 
Ainsi  dans  le  développement  de  i , le  troisième  reste  sera  6 ' 
et  on  aura  — 0,1428517,  ou  l’on  voit  que  les  3 dernier® 
chiffres  8 , 5 , 7 , sont  9 — 1 , 9 — 4 , 9 — 2.  Les  fractions 
~ — 0,09  ; £ “ 0,076923  , etc.  donneront  lieu  aux  mêmes 
remarques.  L 

On  n’a  pu,  cependant,  trouver  jusqu’à  présent  aucun  moyen 
de  reconnaître  avant  l’opération,  si  le  nombre  des  chiffres  de 
la  période  serait  pair  ou  impair , ou  moindre  que  le  dénomi- 
nateur diminué  de  l’unité,  ’ 
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Opérations  sur  les  Nombres  complexes. 


7 1 . On  appelle  nombre  complexe , un  nombre  composé  de 
plusieurs  espèces  d’unités  subordonnées.  Ainsi  3#  l\s  6*  est 
un  nombre  complexe  , dans  lequel  la  livre  tournois  est  l’unité 
principale  ; le  sou  qui  est  contenu  ao  fois  dans  la  livre  , et  le 
denier  contenu  ia  fois  dans  le  sou,  sont  des  unités  secon- 
daires , ou  des  fractions  de  l’unité  principale. 

L'adoption  du  système  décimal  pour  les  nouvelles  mesures- 
a fait  disparaître  les  nombres  complexes,  et  rendu  leur  calcul 
inutile;  cependant  l’obligation  où  on  se  trouve  encore  sou- 
vent d’exécuter  ou  de  vérifier  des  calculs  de  nombres  com- 
plexes , nous  force  à en  parler. 

La  mesure  ancienne  de  pesanteur  était  la  livre  partagée  en 
l6  onces,  l’once  en  8 gros,  le  gros  en  7a  grains;  de  sorte 
que  la  livre  contient  ia8  gros  , ou  gai 6 grains. 

La  mesure  de  longueur  était  la  toise  partagée  en  6 pieds  , 
le  pied  en  ia  pouces  , le  pouce  en  1a  lignes  ; la  toise  est  donc 
de  7a  pouces,  ou  de  864  lignes. 

Addition  des  Nombres  complexes. 

73.  Pour  obtenir  la  somme  de  plusieurs  nombres  com- 
plexes , on  les  écrit  les  uns  sous  les  autres , avec  l’attention  de 
mettre  ensemble  en  même  colonne  les  unités  de  même  espèce. 
On  commence  à droite  par  les  plus  petites , et  si  la  somme 
de  leur  colonne  surpasse  le  nombre  qu’il  en  faut  pour  com- 
poser une  unité  de  l’ordre  supérieur  le  plus  voisin , on  écrit 
seulement  le  reste  sous  cette  colonne  , et  on  reporte , dans  la 
somme  de  la  suivante,  l’unité  ou  les  unités  données  par  la  pré- 
cédente , ainsi  de  suite. 

Exemple  : soient  a ajouter  ao1®'14**  4Plï<u  7P«»e*«  S1**0*4 , g4®14** 
5piedi  n pouces  10lifnes  f jgtoites  /jpleds  ^pouces  ^lignes,  Ayant  dis- 
posé ces  nombres  comme  ci-dessous  : < 

toises,  pieds,  poue.  lignes, 
ao  4 7 8 

9 5 11  10 

’ *9  4 7 3 

on  a pour  somme  5o  3 a 9 
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En  effet,  la  colonne  des  lignes  en  donne  ai,  j’en  6te  ta,  faisant 
ï pouce,  et  j’écris  le  reste  9 lignes.  La  colonne  des  pouces  en 
contient  a5,  et  y joignant  1 pouce  donné  par  la  colonne  pré- 
cédente, c’est  en  tout  26  pouces , ou  a pieds  2 pouces;  j’écris 
a pouces,  et  les  a pieds  joints  aux  i3  pieds  de  la  colonne 
suivante  en  donnent  i5,  ou  2 toises  3 jiieds  ; j’écris  les 
3 pieds , et  je  joins  les  2 toises  à celles  de  la  colonne  des  toises, 
qui  se  trouve  ainsi  en  contenir  5o. 

Soustraction  des  Nombres  complexes. 

■7?».  Après  avoir  écrit  le  plus  petit  sous  le  plus  grand , tou- 
jours avec  l’attention  de  placer  l’une  sous  l’autre  les  unités  de 
même  espèce , on  commencera  à droite  par  celles  de  moindre 
valeur,  soustrayant  le  nombre  inférieur  du  nombre  supérieur 
autant  que  cela  se  pourra  faire , et  écrivant  le  reste.  Si  le 
nombre  supérieur  est  plus  petit  que  l’inférieur  , on  rendra  la 
soustraction  possible  en  empruntant  sur  l’espèce  voisine  la 
plus  prochaine.  Un  exemple  va  éclaircir  cette  règle. 

Soient  2ott*  7onces  4ïr0*  5oSrlins,  à retrancher  de  aaù>  5one*5  5p°* 
1 8«™*» , on  disposera  ainsi  l’opération  : 

Unes,  onces.'  gros,  grains. 

22  5 5 18 

ao  7 4 5o 

Différence.  . 1 'i4  o 40 

Ne  pouvant  ôter  5o  grains  de  18  grains,  j’emprunte  1 gros, 
valant  72,  grains  ; j’en  ai  donc  90  , et  il  eu  reste  par  consé- 
quent 4®.  Passant  aux  gros  où  le  nombre  supérieur  est  réduit 
à 4 par  l’emprunt  d’une  unité , le  reste  est  zéro.  Je  ne  puis 
ôter  7 onces  de  5 onces  , mais  une  livre  empruntée  me  donne 
16  onces;  j’en  ai  donc  ai , desquelles  ôtant  7 il  en  reste  >4; 
et  aott>  ôtées  de  21  laissent  itt>  pour  reste. 

74.  La  preuve  de  la  soustraction  des  nombres  complexes 
se  fait  comme  pour  les  nombres  incomplexes  ; car  en  ajoutant 
le  reste  au  petit  nombre  , on  doit  retrouver  le  plus  grand. 

La  preuve  de  l’addition  se  fait  aussi  comme  pour  les  nom- 
bres incomplexes , en  recommençant  l’opération  par  la  gauche, 
et  soustrayant  la  somme  de  chaque  colonne  de  celle  qui  a été 
écrite  dessous  ; on  doit  définitivement  trouver  zéro  pour  reste 
sous  la  dernière  colonne  à droite.  En  effet , le  procédé  qu’on 
a suivi  a dû  composer  la  somme  totale  de  toutes  les  par- 
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lies  qui  formaient  les  nombres  à ajouter  ; donc  si  de  cette 

somme  on  retranche  successivement  toutes  les  parties  qui  Ta 

composent , il  ne  doit  rien  rester , dans  le  cas  où  l’opération 

a été  bien  faite.  Reprenons  , pour  cdaircir  ceci , l’exemple 

précédent. 

« toisei.  pieds,  peuc.  lignes. 

ao  4 7 S 

9 5 ri  io 

4 7 3 

Sotnme.  . . 5o  3 a 9 

. - Preuve.  . . zz  z X o 

) . 

Les  3 dixaines  de  toises  étant  ôtées  de  5 qu’on  a écrit , il  en 
reste  a qui  proviennent  du  report  de  la  colonne  des  toises;  ces  a 
dixaines  valent  ao  toises , et  la  colonne  de«  toises  n'en  donne 
que  i8  , il  en  reste  a,  valant  ta  pieds,  qui  joints  aux  3 pied» 
faisant  partie  de  la  somme  en  donnent  i5;  mais  la  colonne 
des  pieds  n’en  donne  que  i3,  il  en  reste  donc  a valant  a4 
pouces,  avec  a qui  se  trouvent  dans  la  somme  , on  en  a aG 
qui  surpassent  d’i  pouce  les  a5  pouces  de  cette  colonne;  ce 
pouce  provenant  du  report  des  lignes , et  joint  aux  9 lignes 
de  la  somme  en  donnent  ai , c’est  exactement  le  nombre  qu* 
»e  trouve  dans  cette  colonne  ; l’addition  est  donc  bonne. 

Multiplication  des  Nombres  complexes. 

j5.  Il  faut  d’abord  rappeler  ici  que,  dans  toute  multiplica- 
tion , le  multiplicateur  est  un  nombVe  abstrait , et  le  multi- 
plicande un  nombre  concret  de  la  nature  du  produit  ; ce  qui 
ne  peut  manquer  de  le  faire  reconnaître,  puisque  l’état  de  la 
question  apprend  nécessairement  quelle  doit  être  la  nature 
du  produit. 

76.  La  multiplication  des  nombres  complexes  pourrait  se 
ramener  à la  multiplication  des  fractions  , puisque  chaqnc 
facteur  est  formé  d’unités  principales  et  de  fractions  de  cette, 
unité. 

EXEMPLE. 

Veut-on  savoir  ce  qu’il  faut  payer  pour  5 toises  4 pied» 
6 pouces  d’ouvrage , à 3#  2/  G*  la  toise  ? Le  multiplicande 
3#  a-*"  6*  est  composé  de  3 unités  de  ^ et  ^ de  l’unité  prin- 
cipale} ces  deux  fractions  mises  au  même  déuominatéur 
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donnent  ^ -f-  — —'rh  > multiplicande  est  don,c  3#  + ^ 
= 77;^  i ou  7-5o  deniers , ce  qu’on  obtient  également  en  ré- 
duisant les  livres  en  sols  en  les  multipliant  par  ao  ; on  aurait 
,6o-r  — 62^,  puis  en  deniers , en  multipliant  par  la , ce 

qui  donne  744*  + 6d  = qüo*. 

Par  un  procédé  analogue  , le  multiplicateur  peut  être  re- 
présenté par5*  +1  + 1 = 5»  +"+£=* + H = TT*  , 
ou  bien  réduisant  les  toises  en  pieds  , en  mulpliant  par  6 , on 
a 3oP'-  + 4P*.  = 3 4 pi- , réduisant  en  pouces  en  multipliant 
par  îa  , il  vient  4o8p°-  + 6p°-  = 4i4P°- 

Voilà  la  question  réduite  à multiplier  y ~ — îi* 
— = 17'fr  + Itlt.  Cette  fraction  réduite  en  sols  , donne 

—l'  =■  i<yr  + jîJ’  s=  19*  + | , fraction  qui,  réduite  en  deniers, 
donne  j>*  = 4*  1.  Le  produit  cherché  est  donc  17H  tgf  4*  ;• 
On  peut  donner  pour  règle  générale,  qu’il  faut  réduire  les 
deu.-r.  facteurs  à leur  plus  petite  sous-espèce  , multiplier  les 
deux  résultats  l'un  par  l'autre  , et  diviser  le  produit  par  celui 
des  deux  nombres  , qui  expriment  combien  l'unité  principale 
clc  chaque  facteur  contient  de  fois  laplus  petite  sous-espèce.  On 
aura  une  fraction  de  laquelle  on  tirera  successivement  les  unités 
de  chaque  ordre  ou  produit.  * , 

Mais  la  méthode  la  plus  adoptée  et  la  plus  expéditive  est 
■celle  des  parties  aliquotes,  que  nous  allons  exposer. 

77.  Ôn  appelle  parties  aliquotes , des  parties  ou  fractions 
qui  ont  l'unité  pour  'numérateur  ; ce  nom  leur  a été  donné, 
parce  que  rùnité  est  Composée  d’une  dé  ces  parties  prise  un 
certain  nombre  de  fois.  Par  exemple  : 10^  est  une  aliquote  de 
la  livre , parce  que  répétée  deux  fols  elle  donne  la  livre. 
5S,  ts,  sont  des  aliquotes  delà  livre,  puisqu’elles  sont 
ïfe  j , le  i , le  £ delà  livré.  2-f  G*  , V 4* , 6-r  8*“ , qui  sont  le 
le  j de  la  livre  en  sont  des  aliquotes  ; mais  3^"  n’est 
pas  une  aliquote , parce  que  S-*"  répété  un  certain  nombre  de 
ibis  ne  donne  pas  exactement  la  livre.  _ 

Cela  posé  , reprenons  l’exemple  ci-dessus , dans  lequel  il 
s'agit  de  1. 


Multiplier. 

. 3* 

2S 

G* 

Par.  . 

. 5* 

.4  pi 

6’P» 

Pour  3* 

. 15* 

o* 

Pour  ■er.  . . . . 

• <> 

JO 

0 

Pour  G*' 

. 0 

2 

G 

Pour  2 pi 

• I 

O 

ICI 

Pour  2P1.  ..  . . . 

• I • 

O 

10 

Pour  6?°.  ...  y 

0 

r. 

* r 

iqlt 

4*1 
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Le  produit  doit  contenir  tout  le  multiplicande  multiplié 
par  tout  le  multiplicateur.  Multiplions  d’abord  tout  le  multi- 
plicande par  les  entiers  du  multiplicateur  ; on  aï1*  X 5 
— i5*.  Ensuite  pour  avoir  le  produit  de  iJ  par  5 , je  dis , 
une  livre  multipliée  par  5 , donnerait  5*"  au  produit , mais 
a-f  qui  est  ne  doit  donner  que  le  dixième  de  ce  produit. 
Je  prends  donc  le  £ de  5* , et  j’écris  ios.  Enfin  6* , moitié 
d’un  sol , ou  quart  de  iJ,  donnera  donc  au  produit  le  quart 
de  ioJ‘ , produit  de  %s  ; j’écris  donc  ■is  G*'. 

Passant  aux  sous  - espèces  du  multiplicateur , je  trouve 
4 pieds , dont  le  produit  se  fera  par  ce  raisonnement  : une 
toise  vaut  V*  is  6*  ; 4 pieds  ne  font  pas  une  aliquote  de  la 
toise  ; mais  s pieds  faisant  le  -j  , je  décompose  4 pieds  en  j* 
+ -j' i j’écris  donc  a fois  le  | de  3*  %s  6*  , qui  vaut.  î*  os  ro*'. 

Enfin  je  remarque  que  6 pouces  est  la  moitié  d’un  pied , 
ou  le  quart  de  a pieds  ; je  prends  donc  le  quart  du  dernier 
produit , et  j’ai  5*r  a*  ; ; ajoutant  ces  produits  partiels , leur 
somme  donne  17*  19-*'  4*  ; pour  le  produit  total,  le  même 
qu’un  a obtenu  par  un  procédé  plus  long. 

La  règle  générale  qu’on  peut  conclure  de  cette  opération 
eit  donc  eelle-ci  : Ecrivez  le  multiplicateur  sous  le  multipli- 
cande , multipliez  tout  le  multiplicande  par  les  entiers  du 
multiplicateur , en  décomposant  successivement  les  sous-espèces 
en  aliquotes  de  la  précédente  ; puis  prenez  pour  les  sous- 
espèces  du  multiplicateur,  des  aliquotes  convenables  du  multi- 
plicande ; la  somme  de  ces  produits  partiels  sera  le  produit 
total. 

Un  second  exemple  achèvera  de  développer  l’application  de 
cette  méthode.  Combien  recevra- t-on  pour  a jours  6 heure» 
3o  minutes  de  travail , à raison  de  1 7*  par  journée  de  1 a 
heures  ? 

17* 

a)  6h  3om 

pour  • 34*  os  o*' 

Pour  6h.  . . 8 10  o Moitié  de  17#. 

Pour  1 h . . . Z X 4 Produit  auxiliaire. 

Pour  3o“.  . . o 14  a Moitié. 

43*  4 s a* 

Ayant  pris  pour  ai  deux  fois  le  multiplicande,  et  pour  6h 
moitié,  on  prendra  le  j de  ce  produit  pour  avoir  la  valeur 
d’une  heure , afin  d’en  prendre  la  moitié  pour  avoir  le  pro- 
duit correspondant  à 3om  ou  demi  - heure  ; on  rayera  ce 
produit  d’une  heure,  comme  ne  devant  pas  faire  partie  du 
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produit  total.  On  aurait  pu  prendre  pour  3ora  le  — du  produit 
de  6“  . 

Si  la  question  eût  été  ainsi  posée  ; pour  i#  on  fait  travailler 
an  homme  pendant  a i 6 h 3om  , combien  de  tems  le  fera-t-on 
travailler  pour  17*  ? On  voit  que  17  est  multiplicateur,  et 
qu’il  s’agit  de  prendre  a > 6h  3om,  17  fois  comme  il  suit  » 
al  6h  3o® 


431  ah  3o°> 

On  a d’abord  17  fois  a jours  , faisant  34  i ; puis  17  fois  6h  , 
ou  17  7 j°ur»  faisant  la  moitié  de  17  jours , ou  8 journées 

6 k . Ensuite  on  pourra  prendre  le  -j  de  ce  produit , qui  corres- 
pondra à celui  d’une  heure , faisant  17  heures  ou  1 journée 
5 heures , dont  la  moitié , ou  8 *>  3o'  correspond  a une  demi- 
heure  ou  3om  ; et  le  produit  total  sera  la  somme  de  ces  pro- 
duits partiels,  ayant  toutefois  rayé  le  produit  auxiliaire  1 1 5h  . 

La  circonférence  du  cercle  étant  conçue,  divisée  en  36o 
parties  ou  degrés , chaque  degré  en  60  minutes  , et  chaque 
minute  en  60  secondes , on  demande  combien  de  degrés  , mi- 
nutes et  secondes  a parcouru  dans  le  ciel,  en  27  ans  9 mois,  un 
astre  qui  parcourt  chaque  année  un  arc  de  a degrés  33  mi- 
nutes. On  a donc 

a»  35' 

A multiplier  par  27*"»  g“<>‘* 

"54» 

Pour  3o'.  . . i3  3o'  o Moitié  de  27® 

Pour  5'.  . . a i5'  o j du  produit  de  3o' 

Pour  6moU. . z 1 n 3o " Moitié  du  multiplicande. 

Pour  3n,ou. . o 38  45  Moiliédu  produit  de  6 mots. 

71°  4i'  i5,/ 

s 

Division  des  Nombres  complexes. 

78.  Nous  avons  vu  que  le  produit  du  quotient  par  le  divi- 
seur égale  le  dividende.  On  peut  donc  regarder  le  diviseur  et 
le  quotient  comme  les  deux  facteurs  du  dividende  j mais  un 
de  ces  facteurs  doit  $trq  abstrait , et  l’autre  de  la  nature  du 
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produit  ; donc  si  le  diviseur  est  de  la  nature  du  dividende,  le 

quotient  sera  abstrait.  Ier  Cas. 

Si  le  diviseur  n’est  pas  de  la  nature  du  dividende,  le  divi- 
seur est  abstrait , et  le  quotient  concret  de  la  nature  du  divi- 
dende. IIe  Cas. 

Dans  aucun  cas  on  ne  peut  diviser  par  un  diviseur  com- 
plexe , il'faut  donc  toujours  préparer  l’opération  en  mettant 
le  diviseur  sous  une  forme  incomplexe;  mais  de  plus,  dans  le 
premier  cas  , il  faut  que  le  dividende  s.oit  préparé  de  môme  r 
car  on  ne  pourrait  pas  sans  cela  obtenir  le  quotient  abstrait. 

7<"p  Supposons  , pour  premier  exemple , que  409*  1 * s 
aient  été  payés  pour  le  prix  d’un  certain  nombre  de  fusils , à 
raison  de  a5#  chaque;  il  s'agit  de  savoir  combien  de  fois 
sont  contenus  dans  4°9#  iaA  Le  diviseur  étant  com- 
plexe , il  faut  le  réduire  en  une  seule  expression  fractionnaire  ; 
or  a5*  iis  rs  a5  -f-  zz  , de  môme  le  dividende 
\is  — 4<>9fr  -j-  ^ — —p* , il  faut  donc  diviser  par  , 
ce  qui  donne  ^ X ttî  = — v ==  *6- 

La  nature  de  cette  question  ne  pouvait  admettre  qu’un 
quotient  entier;  mais  le  raisonnement  et  l’opération  seraient 
encore  les  mêmes , si  le  quotient  abstrait  devait  se  convertir 
aussi  en  nombre  complexe.  Par  exemple,  on  a payé  1278* 
5J  7*  pour  un  certain  nombre  de  toises , pieds , pouces 
d’ouvrage,  à raison  de  37^  i7J"  6*  la  toise,  quel  était  ce 
nombre  ? Ici  le  quotient  pourra  être  composé  d’entiers  et 
fractions,  et  la  nature  de  la  question  veut  que  ce  soit  une 
fraction  de  toise , ou  que  nous  la  convertissions  en  pieds  , 
pouces , lignes , etc. , ce  qui  sè  fera  facilement.  D'abord  le 
diviseur  est  37'r  -1-  ^4 — L,  ou  3n»f  4-  — 4-  r ri  -4- 
T*  + rS  = 37*  -f  H ;*  = 37*  + ? - -T*  i lc  dividende  r= 

>*78* + £*  + £ + Th*  = = 


1278  + H!  = "r.T-  à diviser  par  ^ ou  ^ X^  = 


6ii5-5 


— - et  en  divisant  les  2 termes  par  45,  on  a r=  334- 
iÿj  n 33  -J-  |.  Pour  convertir  cette  fraction  en  pieds,  on  mul- 
tiplie son  numérateur  par  6,  cequi  donne  r=  4 -|-f;  c’est 
donc  4 pieds  G pouces , ce  qu’ou  aurait  eu  de  même  en  multi- 
pliant le  numérateur  par  ta  , ce  qui  aurait  produit  ^ = G , 
le  quotient  est  donc  33  toises  4 pieds  6 pouces. 

La  règle  applicable  k ce  premier  cas  , est  donc  de  réduire 
le  dividende  et  le  diviseur  , chacun  en  une  seule  expression 
incomplexe  , en  les  convertissant  si  l'on  veut  en  sous-divisions 
les  plus  petites  de  leur  unité  principale , et  si  ces  deux  résultats 
sont  alors  de  même  dénominateur , on  divisera  les  deux 
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numérateurs  tun  par  l'antre  : si  les  dénominateurs  sont  dif- 
férent , on  opérera  comme  dans  la  division  des  fractions  , 
multipliant  la  fraction  dividende  par  la  fraction  diviseur  ren- 
versée ; on  aura  pour  quotient  une  fraction  dont  on  extraira 
les  entiers,  puis  on  convertira  le  reste  en  sous-espèces  de  l'unité 
principale  déterminée  par  l'état  de  la  question. 

SL  le  dividende  se  trouvait  être  plus  petit  que  le  diviseur , 
le  quotient  s’obtiendrait  toujours  de  la  même  manière.  Par 
exemple , veut-on  savoir  combien  pour  Ss  on  aurait  d’onces, 
de  gros  , etc....  de  thé  , à raison  de  io’  la  livre  ? On  voit 
que  le  dividende  est  7^  — ^ , le  diviseur  12  ^ ï on  a 

donc  à diviser  ” par  “ , ce  qui  donne  ^ X ^ — |î.  Pour  que 
cette  fraction  exprime  des  onces  , on  la  multipliera  par  16  , 
agxiG  agx8  a3a 

et  on  aura  -5—  = — — — gonce»  -f.  fonces.  Cette 

deuxième  fraction  multipliée  par  8 donnera  — 1 -J-  i ; 
ainsi  de  suite. 

80.  Dans  le  deuxième  cas,  le  quotient  doit  être  de  la  na- 
ture du  dividende  ; car  il  est  question  de  partager  le  divi- 
dende en  un  certain  nombre  entier,  ou  fractionnaire  de  par- 
ties désigné  par  le  diviseur.  Alors  le  diviseur  seul  doit  être 
incomplexe  , et  s’il  ne  l’est  pas  , on  le  réduira  comme  nous 
avons  fait  précédemment,  en  une  seule  expression  fraction- 
naire ; puis  on  opérera  comme  dans  la  division  des  fractions  , 
multipliant  le  dividende  par  le  dénominateur  de  la  fraction 
diviseur,  et  divisant  ce  produit  par  le  numérateur.  Par 
exemple  , 1 3 toises  3 pieds  d’ouvrage  ont  coûté  84*  1 5'  6*  , 
quel  est  le  prix  dé  la  toise  ? Le  diviseur  est  donc  i3  i , ou  ^ ; 
ainsi  on  veut  partager  le  dividende  en  y , ou  le  double  du 
dividende  en  27  parties  , le  dividende  multiplié  par  2,  donne 

à diviser  par  27. 

6#  7*  — 

• 87 

i/(o  , 

1 1 


i5iJ’ 

16 

12 


192 

i 
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Divisant  les  entiers  par  17  , on  a 6 au  quotient , avec  7* 
de  reste  , qui  multipliés  par  20  , pour  les  convertir  en  sols  , 
donnent  140';  et  les  joignant  aux  h',  qui  font  partie  du 
dividende,  on  a 14*',  et  5 au  quotient  avec  i6J  de  reste  , 
qui  multipliés  par  12  donnent  iga*1  au  dividende  , 7*»  au 
quotient , et  3*>  de  reste  , qui  divisés  par  27  donnent 

Voici  encore  une  question  pareille. 

36  toises  5 pieds  6 pouces  8 lignes  d’ouvrage , ont  coûté 
i374#  12'  6* , quel  est  le  prix  de  la  toise  ? 

On  voit  bien  que  ce  nombre  de  toises  donné  est  un  divi- 
seur abstrait  ,■  qui  n’est  autre  chose  que  le  facteur  par  lequel 
il  faudrait  multiplier  le  prix  cherché  pour  produire  la  somme 
payée.  Nous  aurons  donc  36  * f * £*  jlj.*  11  faut  réunir  ces  trois 
fractions  , ou  bien , ce  qui  revient  au  même , convertir  le  di- 
viseur en  lignes,  864rac5  de  toises.  Simplifiant  les  fractions, 
on  a 36*  + f + £ + ou  36*  -+-£  + £ + ^ = 36- 
-j-i^rs36-|-^  — ainsi  le  dividende  doit  être  mul- 

tiplié par  27  , et  divisé  par  997  , ce  qui  donne 
37,,4*i7'  ^ 6|> 


997 


»»7* 


Ol'KIl  ATIOIf. 


iet  reste 
Multiplié  par 


37114'**'  *7^  6* 
7204 
22 


997 


3?*  4'  6*  £ 

20  pour  le  convertir  en  sols. 


45oo-f 

17 


4517 

2e  reste  ' 52g s 

Multiplié  par  12  pour  le  convertir  en  deniers. 

6348 

6 


3e  reste 


6354 

372* 


Numérateur  de  la  fraction. 


8t.  Si  on  avait  à convertir  un  nombre  complexe  en  déci- 
males et  réciproquement , voici  la  marche  à tenir  : 

Soit,  3 degrés  18  minutes  20  secondes  à convertir  en 
décimales.  On  remarque  qu’une  seconde  étant  £ de  minute* 
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ift" 

on  a 18'  £ = 18  i = i8',333....  puis  i8',333....  = 
i°  8333— 

— -—g — = o°,3o55.... , donc  3°,  x8'  aow  = 3°,  3o55 

Soit  encore  5 toises  4 pieds  3 pouces  7 lignes  à mettre  en 
-décimales.  On  a d’abord  7 lignes  — L pouces  — o,58p°u“*... 
Le  nombre  proposé  est  donc  5'  3p°,  58....  Pour  convertir 

3p°,58...  en  fraction  décimale  du  pied,  il  faut  diviser  par  12 , 
3,58  . 

puisque  3p°,58  = — pieds  =:  o,Pic<ls  298....  on  a donc  5* 

4,298 

4P>,298....  Mais  4Pie<ij,a98  = —g—  toises  = o'  ,7163  ; donc 

5*  4P»  3p°  7u8  = 5*  ,7x63  , à moins  d’un  dix-millième  près. 

On  voit  donc  qu’il  faut  commencer  par  la  plus  petite  sous- 
division  de  l’unité  principale  , et  diviser  successivement  par  le 
nombre  qui  exprime  combien  chaque  sous-division  est  contenue 
dans  la  précédente . 

Une  marche  inverse  donnera  le  développement  d’une 
fraction  décimale  en  nombre  complexe.  Reprenons  l’exemple 
précédent , et  cherchons  ce  que  vaut  en  toises , pieds , pouces, 
lignes,  le  nombre  5'  , 7163.  Il  est  aisé  de  voir  d’abord  que 
0,7163  étant  une  fraction  de  toise,  en  la  multipliant  par  6 , 
on  la  convertira  en  pieds  ; on  aura  donc  o*  ,7163  = 4P1, 2978. 
De  même  la  fraction  oP*, 2978  , multipliée  par  xa,  donnera 
des  pouces  , ainsi  oP‘  ,2978  = 3,5736.  Enfin  la  fraction 
oP°, 57536,  multipliée  par  12,  donnera  des  lignes;  ainsi 
oP°,573S  rs  6üï  883a,  environ  7uE;  par  conséquent  5*  ,7163  = 
5 » 4P*  3p°  7%. 

On  voit  que  cette  conversion  s’opère  par  une  marche  in- 
verse de  la  précédente , en  multipliant  successivement  par  les 
nombres  qui  indiquent  combien  de  fois  chaque  espèce  cT unité 
contient  celle  de  F espèce  inférieure  suivante. 

Ceci  nous  donne  occasion  de  remarquer  que  dans  le  calcul 
■des  décimales , lorsqu’on  en  restreint  le  nombre  , il  faut  aug- 
menter d’une  unité  la  dernière  de  celles  que  l’on  conserve , si 
la  première  de  celles  qu’on  néglige  égale  ou  surpasse  5 ; car 
ce  calcul  étant  le  plus  souvent  approximatif , il  s’agit  de  faire 
la  moindre  erreur  possible  : or  dans  le  cas  dont  nous  par- 
lons , on  ferait  une  erreur  de  plus  d’une  demi-unité  sur  le 
dernier  chiffre,  si  on  négligeait  l’augmentation  prescrite;  au 
lieu  que  cette  augmentation  n’expose  qu’à  une  erreur  moindre 
d’une  demi-unité. 


4* 
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Rapports.  Proportions. 

82-  Un  rapport  est  le  résultat  de  la  comparaison  de  deux 
quantités.  On  distingue  deux  sortes  de  rapports  ; le  rapport 
Arithmétique , ou  mieux  le  rapport/mr  différence,  est  la  diffé- 
rence qui  existe  entre  deux  nombres.  Ainsi  le  rapport  de  a a 
5 est  3 , celui  de  7 à 9 est  a , de  1 1 à 7 est  4. 

Le  rapport  géométrique  ou  de  contenance  entre  deux  nom- 
bres , est  le  quotient  de  l’un  divisé  par  l’autre  ; ainsi  le  rap- 
port géométrique  entre  6 et  1 8 est  — , ou  - ; le  rapport  géo- 
métrique entre  îa  et  4 est  7 ou  3 ; entre  3 et  ai  est  — ou 

Le  premier  des  deux  nombres  que  l’on  compare  s appelle 
antécédent  du  rapport , le  second  en  est  le  conséquent. 

83  ■ Une  proportion  est  l’assemblage  de  deux  rapports  égaux  : 
il  y a donc  deux  sortes  de  proportions , comme  il  y a deux 
sortes  de  rapports , la  proportion  arithmétique  ou  C équidif- 
férence  , et  la  proportion  géométrique , ou  T équicontenance. 

Soit  le  rapport  arithmétique  de  5 à a,  et  celui  de  10  à 7. 
La  différence  3 étant  la  même  dans  ces  deux  rapports,  leur 
assemblage  forme  une  proportion  arithmétique  qui  s’écrit 
ainsi  ; 5 . a : 10 . 7 , c’est-à-dire  5 est  à a , comme  10  est  à 7. 

On  aura  de  même  4 • 7 • ^ • 1 1 > 9.517.3. 

8A.  Une  propriété  essentielle  de  la  proportion  arithmé- 
tique, c’est  que  la  somme  des  extrêmes  égale  celle  des  moyens. 

( On  appelle  extrêmes , le  premier  et  le  dernier  terme , et 
moyens , le  second  et  le  troisième.  ) Il  est  aisé  de  s’en  con- 
vaincre. En  effet,  dans  le  premier  exemple,  le  premier  con- 
séquent a est  égal  au  premier  antécédent , moins  la  diffé- 
rence 3,  et  le  deuxième  conséquent  7 est  égal  au  deuxième 
antécédent , moins  la  différence  3.  Ainsi  la  somme  des  deux 
extrêmes  est  le  premier  antécédent , plus  le  deuxième  anté- 
cédent moins  la  différence,  et  la  somme  des  moyens  est  le 
deuxième  antécédent , plus  le  premier  antécédent  moins  la 
différence,  sommes  égales.  Dans  le  deuxième  exemple,  7 
égale  4 , plus  la  différence  3 ; et  11  égale  8 , plus  la  différence 
3 j ce  qui  donne  encore  4 -{-  8 — 3 , somme  des  extrêmes  , 
^gale  8 3 , somme  des  moyens. 

Lorsque  le  même  nombre  est  conséquent  du  premier  rap- 
port et  antécédent  du  deuxième , c’est-à-dire  qu’il  sert  deux 
loi*  de  moyen , la  proportion  c|f  dite  continue.  Elle  s’écrit 
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Rinsî  -4-  4 • 7 . io;  -f-9 . 5 . i ; alors  la  somme  des  extrêmes 
égale  le  double  du  moyen. 

Il  suit  de  cette  propriété  , que  dans  toute  proportion  arith- 
métique , un  terme  inconnu  , s'il  est  extrême  , s'obtient  en  re- 
tranchant l'autre  de  la  somme  des  moyens  , et  s’il  est  moyen , 
en  retranchant  Vautre  de  celle  des  extrêmes.  Ainsi  appelant 
ce  terme  x , on  aura  : 5 . i3  : i5.#  = 1 5 — i3  — 5=:  a3. 
3. jçtg.  17;*  = 17  4-3— 9=ti. 

Si  la  proportion  est  continue  , un  extrême  s'obtient  en  re- 
tranchant Vautre  du  double  des  moyens  . — f-  4 • 1 1 . x — 2» 
— 4=18.  Le  moyen  s'obtient  en  prenant  la  moitié  de  la 

7+3 

somme  des  extrêmes  : — 3 . x . 7.  Donc  x — = 5. 

85.  L’égalité  de  deux  rapports  géométriques  constitue  la 
proportion  géométrique;  pour  en  reconnaître  les  propriétés, 
remarquons  d’abord  que  la  valeur  du  rapport  géométrique 
étant  un  quotient , et  pouvant  toujours  être  représentée  par 
une  fraction  dont  le  numérateur  serait  l’antécédent  et  le 
dénominateur  le  conséquent  du  rapport , elle  ne  change  pas 
si  on  multiplie  ou  si  on  divise  les  deux  termes  du  rapport 
par  un  même  nombre.  Ainsi  le  rapport  i5  : = ^ = i — 

K > etc- 

De  même  le  rapport  »8  ; 7 = j — ‘ = 4- 

La  proportion  géométrique  s’écrit  ainsi  : a ; 4 îî  6 : 12. 
Elle  a aussi  ses  a extrêmes , ses  2 moyens  , ses  2 antécédens  , 
ses  2 conséquens.  D’après  ce  que  nous  venons  de  dire  ; elle 
peut  être  mise  sous  la  forme  j = A j elle  s’appelle  continue,  si 
elle  a le  même  moyen  répété  2 fois , et  s’écrit  ainsi  ■—  3 : 
12  ; 48. 

86-  La  propriété  essentielle  de  toute  proportion  géomé- 
trique , est  que  le  produit  des  extrêmes  est  égal  au  produit 
des  moyens  , ce  qui  peut  se  démontrer  ainsi  : Soit  la  propor- 
tion 2:4  • ■ 6 : 12  , mise  sous  la  forme  | = A f ccs  deux 
fractions  égales  mises  au  même  dénominateur  deviennent 
a x ia  6x4 

— — . Dans  cet  état , les  dénominateurs  étant' 

4x124x12 

égaux , les  numérateurs  le  sont  aussi  ; mais  ces  numérateurs 
sont , l’un  le  produit  des  extrêmes  , l’autre  celui  des  moyens  ; 
donc  ces  produits  sont  égaux.  Cette  propriété  dérivant  de  l’es- 
sence delà  proportion,  la  constitue  tellement,  que  4 nom- 
bres où  elle  se  trouve  sont  nécessairement  en  proportion  ; et 
qu’il  n’y  a pas  de  proportion  entre  quatre  nombres  qui  n’offrent 
pas  cette  propriété , puisque  les  deux  rapports  étant  mis 
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sous  la  forme  de  deux  fractions,  on  leur  donnerait  nn  même 
dénominateur  sans  rendre  leurs  numérateurs  égaux  ; ces  deux 
rapports  ne  sont  donc  pas  égaux.  Ainsi  les  rapports  4:8, 

12  : 16  ne  sont  pas  une  proportion;  en  effet,  i et  j-j  mises 
, 4 x 16  »a  *r  8 

au  même  dénominateur,  donnent  -5 — et  Les  nu- 

’ 8x16  8 x 16 

mérateurs  4 X '6  et  12  X 8 sont  deux  produits  inégaux, 
les  deux  fractions  ne  sont  donc  pas  égales. 

87.  11  suit  encore  de  cette  propriété,  que  tout  change- 
ment fait  dans  la  disposition  des  termes  d'une  proportion  ne 
la  déiruit  pas,  s’il  laisse  subsister  l’égalité  entre  le  produit 
des  extrêmes  et  celui  des  moyens.  On  peut  donc  mettre  un 
moyen  à la  place  de  l’autre  , faire  de  même  des  extrêmes  , les 
remplacer  par  les  moyens  et  réciproquement  ; mettre  les  an- 
lécédens  à la  place  des  conséquens , et  réciproquement  ; ce 
qui  produit  8 permutations  différentes  qui  laissent  subsister  * 
la  proportion. 

EXEMPLE. 


4 : 

2 ;•  12  : 

6 

Ire  inverse 

de  la  4e- 

4 : 

ia  ::  a : 

6 

IIe  inverse 

de  la  3e. 

6 : 

a ::  ra  : 

4 

IIIe 

6 : 

12  ::  a : 

4 

IVe 

7 : 

4 ::  6 : 

ia 

Ve  inverse 

de  la  8e. 

7 : 

6 ::  4 : 

12 

VIe  inverse 

de  la  7e. 

j7  : 

4 ::  6 : 

a 

VIIe 

i7  : 

6 ::  4 : 

2 

VIIIe 

On  voit  que  4 de  ces  8 permutations  sont  l’inverse  des 
4 autres. 

La  deuxième  mérite  une  attention  particulière  , les  deux 
antécédens  y forment  le  premier  rapport , et  les  deux  consé- 
quens le  deuxième.  On  peut  donc  multiplier  ou  diviser  les 
1 antécédens  par  un  même  nombre,  et  en  faire  autant  des  con- 
séquens, sans  que  la  proportion  soit  détruite. 

Puisque  le  rapport  ou  la  raison  est  le  quotient  de  l’antécé- 
dent divisé  par  le  conséquent , l'antécédent  est  donc  le  pro- 
duit du  conséquent  par  la  raison  ; et  si  l’on  divise  les  deux 
termes  par  le  conséquent , le  rapport  sera  celui  de  la  raison  à 
l’unité.  Ainsi  dans  la  proportion  4 : 2 ::  15  : 6 , les  deux 
termes  du  premier  rapport  étant  divisés  par  2 , et  ceux  du 
deuxième  par  6 , on  aura  les  a rapports  identiques  a : x : : a : 1 , 
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11  suit  de- là  qu'on  peut  dans  chaque  rapport , augmenter  ou 
diminuer  V antécédent  du  conséquent , les  rapports  ne  cesse- 
ront pas  d’être  égaufr  ; le  quotient  sera  seulement  augmenté 
ou  diminué  d’une  unité.  Ainsi  on  aura  4 -}■  î : j ::  12  + 
6 : 6 ou  6 : a ::  18  : 6 ; pareillement  4 — 2:2  ia  — 6:6, 
ou  a : 2 ::  6 : 6. 

Comme  on  peut , en  mettant  un  moyen  à la  place  de  l’autre, 
former  des  deux  antécédens  le  premier  rapport , et  des  deux 
eonséquens  le  deuxième.  On  peut  appliquer  à cette  nouvelle 
disposition  ce  qui  vient  d’être  dit  : ainsi  la  proportion  4 1 
2 : . 1 a : 6 donne  d’abord  4 : 1 2 : : a : 6 , puis  4 — 12  : 

12  ::  2 ± 6 : 6,  ou  4 ± 12  : 2 ±6  ::  12  : 6. 

C’est-à-dire  que  la  somme  ou  la  différence  des  antécédens 
est  à la  somme  ou  à la  différence  des  eonséquens  , comme  un 
antécédent  est  à son  conséquent. 

88.  Si  au  lieu  de  deux  rapports  égaux  , nous  en  avions 
trois  , ou  un  plus  grand  nombre,  cette  propriété  s’y  trouve- 
rait de  même;  car  chaque  antécédent  étant  égal  à son  consé- 
quent , multiplié  par  la  raison  ou  quotient , la  somme  des 
antécédens  égale  celle  des  eonséquens  , multipliée  par  le  quo- 
tient ; le  rapport  de  ces  deux  sommes  est  donc  celui  du  quo- 
tient à l’unité , ou  d’un  antécédent  à son  conséquent.  Donc 
dans  une  suite  de  rapports  égau.v  , la  somme  des  antécédens 
est  à la  somme  des  eonséquens  , comme  un  antécédent  est  h 
son  conséquent;  il  est  clair  que,  dans  cette  suite,  011  peut 
prendre  un  certain  nombre  de  rapports  pour  comparer  les 
sommes  des  antécédens  et  des  eonséquens  , et  retrancher  de 
celle  des  antécédens  un  ou  plusieurs  antécédens , et  leurs 
eonséquens  de  celle  des  eonséquens. 


89-  Une  proportion  étant  l’égalité  de  deux  rapports  ou  de 
deux  fractions,  multiplier  deux  proportions  l’une  par  l’autre  , 
terme  à terme,  c’est  multiplier  deux  fractions  égales  par  deux 
fractions  égales  ; ces  deux  produits  donneront  deux  fractions 
égales,  ou  une  proportion.  Ainsi  4 ■ 2 ::  la  : 6 , et  3 : 9 :: 
5 : 1 5 donneront  * =3  ^ \ = fs , donc  ; X ; = 7 X h » 

4x3  12x5 

ou  — — ; - c’est-à-dire  4 X '3  12  X 9 ::  12  X 


ax  9 


6 x i5 


5 : fi  X i5. 

Donc  plusieurs  proportions  multipliées  par  ordre  , donne- 
ront 4 produits  qui  seront  en  proportion. 

Il  serait  possible  d’étendre  d’avantage  eette  théorie  ; mais 
pn  y reviendra  en  Algèbre. 
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Règle  de  Trois  simple. 

gO.  Lorsque  quatre  nombres  sont  en  proportion  , chacun 
d’eux  dépend  des  trois  autres  ; trois  quelconques  doivent  donc 
suffire  pour  faire  trouver  le  quatrième  : en  effet,  le  produit 
des  extrêmes  étant  égal  à celui  des  moyens  ; si  on  cherche  un 
extrême  , on  t obtiendra  en  divisant  le  produit  des  moyens  par 
l'autre  extrême  ; et  si  on  cherche  un  moyen , on  divisera  le 
produit  des  extrêmes  par  Vautre  moyen.  Si  la  proportion  est 
continue , un  extrême  s'obtient  en  divisant  le  quarré  du  moyen 
par  l’autre  extrême  , et  un  moyen  s'obtient  en  extrayant  la 
racine,  quarréc  du  produit  des  extrêmes. 

gi.  Un  rapport  ne  pouvant  s’établir  qu’entre  choses  de 
même  nature  , parmi  les  3 nombres  donnés  pour  en  trouver 
uri  /(e  , il  y en  aura  nécessairement  a de  même  espèce,  et  un 
3e  de  la  nature  de  celui  qu’on  cherche  ; il  est  donc  naturel  de 
former  le  premier  rapport  des  deux  nombres  donnés  de  même 
nature , et  le  deuxième  des  deux  autres  , en  représentant  le 
nombre  inconnu  par  un  signe  : on  prend  ordinairement,  pour 
cela,  une  des  dernières  lettres  de  l’alphabet  x , y,  z.... 

Cela  posé  ; sachant  qu’un  courrier  fait  en  3 heures  , 4 my- 
riamètres,  on  demande  en  combien  de  tems  il  en  fera  55.  Il 
est  clair  que  le  rapport  entre  les  tems  , est  le  même  qu’entre 
les  espaces  parcourus  ; puisqu’en  un  tems  double,  le  courrier, 
qui  est  censé  aller  toujours  également  vite,  fera  le  double 
du  chemin,  etc. 

J’établis  cette  proportion  : 

Mm.  Mm.  h,  h. 

4 : 55  ::  3 : x 

55x3  1 65 

,\  = — - — = — - — = 41  il  mettra  donc  4ih  ; à faire  55  Mm 

L’intérêt  de  l’argent  étant  3 ^ pour  too  par  an , on  demande 
quel  est  le  capital  qui  a produit  667  fr  en  un  an.  Les  intérêts 
sont  dans  le  même  rapport  que  les  capitaux  ; on  a donc  cette 
proportion  : 

L’ixrtérét  3j  : l’intérêt  567  ::  le  capital  100  : capital  x. 

100  x 5C7  2 x 100  x 567  11 3400 

•V  = ï — = SS  16200  f. 

1 7 7 

Si  on  veut  avoir  Ja  preuve  de  l'exactitude  de  l’opération  , 
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on  peut  après  avoir  calculé  le  terme  inconnu  , regarder  un  des 
3 autres  comme  inconnu  ; ainsi , dans  cet  exemple , si  on 
cherchait  à quel  taux  doit  être  l’intérêt,  pour  que  16200* 
rapportent  667*  en  un  an  , on  aurait  cette  proportion  : 

x : 567  ::  100  : 16200 

, S67  x 100  567  63 

D’ou  x ~ z = — â — — — T ~ r* 

Un  ouvrage  a été  fait  en  8 jours  par  3oo  ouvriers , en  com- 
bien de  jours  le  feront  160  ? On  voit  que  plus  il  y a d’ou- 
vriers , moins  il  faut  de  tems , et  réciproquement  ; de  manière 
cependant'  que  le  rapport  entre  les  ouvriers  est  le  même  que 
le*rapport  des  jours , si  on  le  renverse  ; car  le  nombre  des 
ouvriers  étant  j , celui  des  jours  sera  ^ ; le  nombre  cherché  , 
qui  est  évidemment  plus  grand  que  le  nombre  des  jours 
connus , se  trouvera  donc  par  la  proportion  suivante  : 

8 x 3oo  240 

160  “nr.  : 3oo°ut.  ::  8i.  : x).  — — ~ — >= — — i5. 

1 ibo  16 

La  règle  donnée  s’applique  donc  également  à cette  sorte 
de  question.  Il  suffit  seulement , pour  la  disposition  des 
termes  du  deuxième  rapport , de  savoir  si  le  nombre  cherché 
est  plus  grand  ou  plus  petit  que  le  nombre  donné  de  la  même 
nature  , ce  que  l’état  de  la  question  fait  toujours  connaître. 
La  règle  de  trois  s’appelle  en  pareil  cas  inverse. 

10000  hommes  composent  la  garnison  d’une  place;  on  a 
des  provisions  suffisantes  pour  10000  rations  de  3o  onces 
par  jour  ; si  on  fait  entrer  3oooh  de  plus  dans  la  place  , à com- 
bien d'onces  faudra-t-il  réduire  la  ration  ? 

La  garnison  étant  alors  composée  de  i3oooh  , on  aura  la 
proportion  : 

3o  x 1 0000  3oo 

i3ooo  : 10000  ::  3o  : x — 5 — r-  = a3  n- 

i3ooo  i3  11 

Pour  la  preuve,  on  pourrait  supposer,  comme  ci-dessus, 

un  terme  inconnu.  Par  exemple,  de  combien  était  aupara- 
vant la  garnison  , si  l’ayant  portée  à i3oooh  on  a été  obligé 
de  réduire  la  ration  de  3o  onces  à a3°  Il  est  clair  qu’on  au- 
rait i3ooo  : x 3o  : 23 

i3ooexi2S  3qooooo  3ooooo 

* = 3o =-7773T=-ir-=  1000°- 
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Règle  d' Escompte. 

qr>.  L'escompte  peut  être  considéré  comme  la  valeur  * 
laquelle  doit  se  réduire  un  billet  qui  n’est  pas  encore  échu  , 
à proportion  du  tems  qui  reste  à s’écouler  jusqu’à  l’échéance. 
Pour  trouver  cette  valeur  , il  faut  remarquer  que,  celui  qui 
fait  l’avance  doit  avoir , dans  le  paiement  du  billet , le  rem- 
boursement de  la  somme  avancée,  et  de  l’intérêt  de  cette 
somme  pendant  le  tems  qu’il  l’a  abandonnée.  Ainsi  le  mon- 
tant du  billet  doit  être  décomposé  en  deux  parties  , un  capi- 
tal et  l’intérêt  de'ce  capital.  Pour  obtenir  cette  décomposi- 
tion , il  n’y  a qu’à  composer  une  somme  de  la  même  manière  j 
ainsi  prenons  pour  exemple  le  capital  fictif  100,  supposons 
qu’il  faille  prendre  l’intérêt  pour  un  an,  et  qu’il  soit  de  5 pour 
ioo  ; supposons  en  outre  un  billet  de  12000  f.  Le  capital  100 
augmenté  de  son  intérêt  donne  io5,  voilà  donc  les  deux 
termes  du  premier  rapport  composés  de  même,  io5f  : 1 2000  f . 
Ce  rapport  doit  être  égal  à celui  des  capitaux , qui  sera  le 
deuxième  de  la  proportion,  savoir,  ioof  : l’escompte  ; on  a 
donc 

io5 f ■ 12000 { ::  100  : * ; 

a/,0000 

ou  21  : 2400  ::  100  •:  x"zz  — — — = 11428,57. 

Si  le  tems  était  un  nombre  complexe , on  commencerait 
par  chercher  l’intérêt  de  ioofpour  ce  tems.  Par  exemple, 
soit  à escompter  un  billet  de  2400'fr , qui  doit  échoir  dans 
6 mois  10  jours  , l’intérêt  étant  à j ^ pour  100. 

Une  première  proportion  me  donnera  l’intérêt  de  100  , 

pour  6 m 10  1. 

a85 

13  m ; 6 rn  > 7 I . _ 1_  = 3f,  06. 

S > a ia  7a 

Cet  intérêt  aurait  pu  se  calculer  aussi  par  la  multiplicà- 
lion  complexe,  comme  il  suit  : 

Multiplicande  7f  5o 

Multiplicateur  oan<  6“  10  i 

Pour  6m 3f  75  e 

Pour  im o i tzf; 

Pour  loi o 208 

3,  958 
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Ajoutant  cet  intérêt  à ioo  f,  on  a le  ier  terme  de  la  pro- 
. , a4oo  x 100  34000000 

portion,  io3f,  96  : a/, 00  ::  100  : * =~ ^-5— 

6000000 

— 3599  = 58. 


La  règle  à tirer  de  ce  qui  vient  d’être  dit  est  donc  celle-ci  : 
On  trouve  V escompte  par  une  proportion  , dont  le  premier 
terme  est  1 00  { , augmenté  de  l’intérêt  pour  le  terns  qui  reste 
à courir  ; le  deuxième  terme  est  le  montant  du  billet  ; le 
troisième  terme  est  100  f ; le  quatrième  terme  sera  l’escompte 
cherché. 


Règle  de  Trois  composée. 

Ç)5.  Lorsqu’une  question  renferme  plus  de  deux  espèces  de 
choses , il  se  présente  plus  de  deux  rapports  pour  la  ré- 
soudre ; mais  on  peut  ramener  ces  rapports  à n’en  former 
que  deux,  l’un  simple,  l’autre  composé,  qui  pourra  être 
le  premier,  et  alors  le  second  se  formera  des  deux  quantités 
de  même  espèce , l’une  connue  et  l’autre  inconnue , dont  la 
recherche  fait  l’objet  de  la  question. 

EXEMPLE, 

Pour  7 francs  on  a fait  porter  3i  5o  livres  pesant  à 1 5 lieues, 
combien  de  livres  fera-t-on  porter  à 45  lieues,  pour  10  f ? 

Je  commence  par  écrire  les  différentes  données  l’une  sous 
l’autre  , par  nature  de  choses , de  cette  manière  : 

7 f x5tieucs  3i5oUtt*». 

10^  • . . 45'‘««*.  . . X livt«. 

Je  vois  que  le  rapport  entre  les  livres  dépend  des  deux 
rapports  entre  les  lieues  et  entre  les  francs,  et  qu’il  doit  être 
égal  à un  rapport  composé  de  ces  deux  autres;  mais  pour 
faire  convenablement  cette  composition  , je  les  prends  chacun 
séparément  ; ainsi , faisant  abstraction  du  rapport  entre  les 
lieues,  je  dis  : pour  10  f on  fera  porter  plus  de  3i5ott>,  j’ai 
donc 

3i5ox  10 

7 ; 10  ::  3i5o  : x — =45oo  livres. 

' 7 

]VIais  la  première  distance  était  de  1 5 lieues , la  ae.  est  de  4 S, 
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le  nombre  de  livres  qu’on  pourra  faire  porter  est  donc  moindre 
que  45oo.  Ainsi, 

45oo  xi  5 

45  : i5  ::  4üoo  : x'  — — 100  x i5  = i5oo. 

On  voit  que  le  iCT  rapport  influe  d’une  manière  directe  sur 
le  résultat  ; le  second , d’une  manière  inverse. 

IV  ou  s avons  prouvé  qu’en  multipliant  plusieurs  proportions 
par  ordre , on  a une  proportion.  Pour  appliquer  ici  cette 
vérité,  reprenons  nos  deux  proportions  précédentes,  sans 
chercher  la  valeur  de  x que  donne  la  ire  ; nous  aurons , 


r. 

t 

livres. 

livres. 

7 : 

10  :: 

3i5o  : 

X 

lieues. 

45  : 

lieues. 

i5  :: 

x : 

x' 

45  X 7 : 

i5  x 10  :: 

3 1 5o  x x : 

x x x'. 

x étant  facteur  dans  les  2 termes  du  deuxième  rapport, 
peut  être  supprimé;  donc, 

3i.ïo x i5x  10 

x = — ^r7 — = i5oo. 

On  aurait  pu  simplifier  les  premiers  rapports  en  suppri- 
mant les  facteurs  égaux  qui  se  trouvent  à la  fois  dans  un  des 
antccédens  et  dans  un  des  conséquens  de  ces  rapports  ; 
ainsi  divisant  à la  fois  10  et  4^  par  5,  on  aurait  2 et  9 ; 
puis  divisant  9 et  i5  par  3,  011  aurait  3 et  5 à la  place  do 
ces  nombres , ce  qui  donnerait  : 

7 : 2 ::  3i5o  : x 

3:5::  x x' 


Enfin  on  diviserait  les  2 antécédens  3 et  3i5o,par  3 et  on 
aurait 


7:2::  iojo  : * 
1 : 5 ::  x : x1 


ioSoo 


= i5oo. 


Cette  règle  ainsi  conduite,  s’appelle  règle  conjointe ; elle 
donne  le  moyen  de  résoudre  avec  la  même  facilité  les  ques- 
tions de  ce  genre,  en  apparence  les  plus  compliquées.  Par 
exemple  : 
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1 4o  ouvriers , ayant  g degrés  de  force , ont  travaillé  7h  ÿ 
par  jour  , pendant  546  jours  , dans  un  terrain  de  7 degrés 
de  dureté,  pour  construire  une  digue  de  216*  de  longueur, 
sur  i*  4P'  de  hauteur  et  3*  2 P1  de  largeur.  Quelle  sera  la 
longueur  d’une  digue  construite  par  19a  ouvriers  ayant  11 
degrés  de  force,  travaillant  dans  un  terrain  de  11  degrés 
de  dureté,  8h  ÿ par  jour,  pendant  976!;  supposant  la 
hauteur  de  2*  3p1  et  la  largeur  de  4*  1 P1- 
« Ayant  disposé  par  ordre  toutes  les  données  comme  il  suit: 

ouv,  dcg.  de  foroe.  deg.de  dur.  j.  h.  t.  long.  t.  p.  haut.  t.  p. 

140  g 7 546  à 7 j ...  216  1 4 3 2 

191  11 it 975  ...  8 - ...  x 2 3 4 1 

Je  prends  successivement  chaque  rapport,  pour  l’égaler 
au  rapport  des  longueurs,  ce  qui  donne  : 


J40OUV.  ; 

igaoxr* 

: 216*- 

X 0 

9 : 

II 

: x 

x> 

11  : 

7 

: x' 

x'r 

546  : 

975 

: x" 

x"1 

7;  : 

00 

t-1  - 

: x'" 

x'* 

a*  3p  : 

1*  4P  : 

x'r 

xr 

4'  ip  : 

3«  2P  : 

: xv 

xv' 

On  voit  que  dans  la  seconde  construction , le  nombre  des 
ouvriers  étant  plus  grand  , leur  force , la  longueur  de  leurs 
journées , la  durée  de  leurs  travaux  étant  plus  grandes , ces 
quantités  influent  directement  sur  la  longueur  de  la  digue  ; 
mais  d’autre  part  le  terrain  plus  dur , la  hauteur  et  la  largeur 
plus  grandes,  concourent  d’une  manière  inverse,  c’est-à-dire, 
contribuent  à la  diminution  de  cette  longueur,  c’est  ce  qui  a 
été  observé  dans  les  proportions  dont  le  produit  donnera  le 
nombre  cherché.  Pour  faire  le  calcul , on  convertira  le  rap- 
port complexe  7 j : 8 | en  ^ : y ou  “ : sj  , c’est  - à - dire, 
45  : 5o  ; on  réduira  de  même  en  pieds  les  nombres  complexes 
des  deux  derniers  rapports,  qui  deviendront  pour  les  hau- 
teurs 1 5 pi  : io  P1  et  pour  les  largeurs  2Ü  P1  : 20  P»;  ce  qui 
• 216x192x11x7x975x50x10x10 

donnera  en  définitif*’’  — ~^0  XgX  i".  x 546  xtfx  >5  xif"’  et 

2x64x4x5x2  5i20 

après  le*  réductions  possibles  — — — ‘ — aJ  = 243», 81. 
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Règle  de  Change. 

Pour  effectuer  cette  règle  on  suivra  la  marche  que 
nous  venons  de  tenir. 

EXEMPLE. 


Un  parisien  a 800  creuzades  de  Portugal  à recevoir;  mais 
comme  il  n’y  a pas  de  change  ouvert  entre  Lisbonne  et  Paris,  il 
faut  que  les  fonds  passent  par  les  banques  d’Amsterdam  et  de 
Genève;  or,  1 creuzade  vaut  45  deniers  de  gros  d’Amsterdam. 
9a  deniers  d’Amsterdam  valent  3f  de  Genève , et  3f  de  Genève 
en  valent  5 de  France;  combien  recevra-t-on  donc  à Paris 
pour  les  800  creuzades  ? On  le  trouvera  par  les  proportions 
suivantes  : 

cr.  cr.  d.  d. 

1 : 800  ::  45  : * 

9a  d ; id  " 3f  C.  : x!  f.  de  Généré. 

3fG.  ; x!  5f  P.  ; x"  t.  de  Paris. 


1x92x3  ; 800  ::  45x3x5 


45x3x5x8oo  4'5x4ooo  45ooo 


1x92x3 


9* 


33 


•=1950,5*. 


On  voit  que  les  x et  xr  étant  facteurs  dans  les  conscquens  , 
peuvent  être  supprimés  , puisqu’après  la  multiplication  des 
proportions  ils  se  trouveraient  à la  fois  facteurs  dans  le  pro- 
duit des  extrêmes  et  dans  celui  des  moyens. 


Règle  de  Société  ou  de  Partage. 

q5.  Cette  règle  a pour  objet  de  partager  un  nombre 
de  la  même  manière  qu’un  autre  est  partagé.  Ainsi  voulant 
partager  100  en  1 parts,  qui  soient  entre  elles  comme  1 ; 3, 
je  regarde  a et  3 comme  les  parties  d’une  somme  5 ; puis  re- 
présentant les  parties  proportionnelles  de  100  par  x1,  x"  , 
j’aurai  x'  : % ::  x11  : 3 ; or  je  sais  que  dans  une  suite  de 
rapports  égaux,  la  somme  des  antécédens  est  à celle  des  con- 
séqueus , comme  un  antécédent  est  à son  conséquent  ; donc 

x'-^-x"  : 5 ::  x1  : a x"  : 3 

ou  100  ; 5 ::  x1  : a 100  : 5 x11  : 3 

cm  bien  5 ; joo  ::  a : x'  “ ^ = 40. 
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C’est  ce  dernier  arrangement  que  l’on  prend  ordinaire-' 
nient , quel  que  soit  le  nombre  des  parts. 

EXEMPLES. 

Trois  associés  ayant  chargé  un  bâtiment  de  21a  pièces  de 
vin,  qui  s’est  vendu  3îf  la  pièce,  quels  seront  lçs  bénéfices 
du  premier  qui  a mis  i342f  , du  deuxième  qui  a mis  n^Sf  , 
et  du  troisième  qui  a mis  63of  ? 

La  vente  se  monte  donc  à 212  X 32  = 6784  f , et  la  somme 
des  mises  à 3i5of  ; ainsi  le  gain  est  6784  — 3i5ozs  3634  , 
ce  qui  donne  les  3 proportions 

i34a  : x'  = i548,f  19 
3i5o  : 3634  " 1178  : x " = i35g,  01 
63o  : x111  — 726,  80 

3634,  00 

Un  homme  meurt , laissant  sa  femme  enceinte , et  par  son 
testament  il  dispose  ainsi  de  sa  fortune,  montant  à 100000 1 : 
si  ma  femme  met  au  monde  un  fils , les  deux  tiers  de  mon 
bien  lui  appartiendront , et  l’autre  tiers  sera  à sa  mère  ; s’il 
naît  une  fille , elle  aura  la  moitié  de  mon  bien  , sa  mère  aura 
l’autre.  Comment  partagera-t-on , suivant  les  intentions  du 
testateur , s’il  naît  un  fils  et  une  fille  ? 

La  part  du  fils  étant  | , celle  de  la  mère  est  j ; ainsi  les  trois 
parts  seront  entre  elles  comme  | : -j  : j , ou  comme  a : 1 : 1 . 
La  somme  de  ces  nombres  est  4 , donc  on  a 


2 

: x< 

4 : 100000 

::  1 

: x" 

1 

: x'" 

2 

: x' 

5oooo 

1 : ioooo 

1 

: x"  = 

a5ooo 

1 

: x"  = 

25ooo 

1 00000 


Si  les  fractions  qui  représentent  les  parts  étaient  de  déno- 
minateurs différens,  il  est  clair  qu’il  faudrait  d'abord  les 
mettre  au  même  dénominateur  pour  en  faire  la  somme.  Alors 
celle  des  numérateurs  répondrait  au  nombre  à partager , et 
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chaque  numérateur  à chaque  part , puisque  des  fractions  de 

même  dénominateur  sont  entre  elles  comme  les  numérateurs. 

C)6.  Les  règles  de  trois  , dans  ce  genre  de  questions , de- 
viennent composées , s’il  s’agit  d’un  bénéfice  ou  d’une  perte 
à répartir  entre  des  associés , non-seulement  en  proportion 
des  mises  de  chacun , mais  aussi  en  proportion  des  tems  pen- 
dant lesquels  ces  mises  sont  restées  dans  la  société. 

Dans  ce  cas , la  manière  d’opérer  la  plus  commode  est  de 
rapporter  les  mises  à une  même  unité  de  tems  , en  multipliant 
chacune  d'elles  par  le  teins  qu’elle  a été  employée  ; car  alors 
on  peut  faire  abstraction  du  tems  qui  est  rendu  le  même  pour 
toutes. 

Par  exemple  , trois  associés  dans  une  affaire  commune  ont 
placé  , l’un  i 2oof  qu’il  a laissés  un  an  dans  la  société  ; l’autre 
i8oof,  et  ne  les  a laissés  que  6 mois;  le  troisième  2400*  , 
pendant  3 mois.  Ils  ont  gagné  600 f . Comme  3 mois,  tems 
le  plus  court , divise  exactement  G et  12  , je  peux  prendre 
ici  3 mois  pour  unité  de  tems , et  pour  y rapporter  la  deuxième 
mise,  je  dirai  i8oof  pendant  six  mois  donne  le  même  droit 
an  partage  que  2 fois  i8oof  ou  36oof  pendant  trois  mois; 
de  même  la  première  mise  I200f  employée  pendant  4 fois 
3 mois,  vaut  autant  que  4 fois  i200f  ou  4800 f pendant  trois 
mois.  Ces  trois  mises  ainsi  préparées  donnent  une  somme  de 
, 10800  f . Le  premier  rapport,  commun  aux  trois  proportions  , 
est  10800  : 600,  ou  18  ; 1. s 

OPÉRATION 

{4800  : xf  : 

36oo  : x" 

2400  : x111 

Somme 

Règle  d' Alliage. 

07.  Cette  règle  sert  à trouver  le  prix  d’une  mesure  d’un  mé- 
lange , connaissant  le  nombre  de  mesures  de  chaque  espèce 
qui  sont  entrées  dans  sa  composition  , et  leur  prix.  Par 
exemple  : 

On  a mélé  ensemble  3oo  bouteilles  de  vin  à i4' , 200  à 20', 
et  i5o  à afi* , on  demande  à quel  prix  revient  une  bouteille 
du  mélange. 


2 G6,f  67 
~ 200,  00 

= i33,  33 

2=  Goo,  00 
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3oob  à 14».  . . donnent aïo^ 

300  à 30 aoo 

i5<>  à 36 195 

65o  ' 6o5. 

Il  est  clair  que  65o  bouteilles  coûtant  boSIf , une  bouteille 
coûte  — # = — * = tins  = üi*  = 18'  i = 18*  7*  L. 

AUTRE  EXEMPLE. 

Pour  essayer  une  pièce  d’artillerie  , on  a tiré  avec  elle  100 
coups,  qui  ont  donné,  pour  connaître  sa  portée,  les  résultats  * 
suivans  : 


18  coups  ont  porté 

à.  . 

. 63a  mètres, 

font.  11376 

a5  

à.  . 

. 6a8 

. . . 15700 

53 

à.  . 

. 620 

. . . 3a8.6o 

4 • • • . 

Â.  . 

.640 

. . . a56o 

100 

624,96 

On  voit  que  les  portées  des  100  coups  d’essai,  ayant  donné 
pour  somme  62496  mètres  , on  aura  pour  l’estime  de  la  portée 
moyenne  de  cette  pièce  — 624m>96 , environ  6a5m. 


DES  NOUVELLES  MESURES. 


Mesures  Linéaires  ou  de  Longueur. 

g8.  La  diversité  des  anciennes  mesures  et  de  leurs  divi- 
sions, dans  les  différentes  parties  de  la  France,  fit  naître  le 
désir  d’un  système  unique  de  mesures , et  dont  la  base  fut 
prise  dans  la  nature.  On  choisit  le  méridien  terrestre,  ou. 
grand  cercle  de  la  terre,  qui  passe  par  ses  deux  pôles,  et  qui  est 
partagé  en  deux  parties  égales  par  l’équateur  ; de  sorte  que  l’arc 
compris  entre  l’équateur  et  le  pôle  en  forme  le  quart.  La  France 
se  trouve  placée  d’une  manière  particulièrement  favorable  à 
la  mesure  de  cet  arc , dont  les  degrés  augmentent  de  gran- 

Arithmétique.  S 
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deur  en  allant  de  l’équateur  au  pôle  , et  dont  le  degrc  moyen 
occupe  le  milieu  ; car  on  peut , sans  sortir  de  France  , 
mesurer  ce  degré  et  plusieurs  autres  en  deçà  et  au-delà. 
Les  astronomes  ont  ainsi  mesuré  par  ordre  du  Gouverne- 
ment un  arc  d’environ  dix  degrés , et  on  en  a pu  conclure 
assez  exactement  la  longueur  du  quart  du  méridien,  qui  s’est 
trouvée  être  de  5i3o74o  toises  , ou  30784440  pieds.  On  a 
pris  pour  unité  de  mesures  linéaires  la  dix-millionième  partie 
de  cette  longueur,  ou  3P>, 0784440,  c’est-à-dire  3p*,oP°, 
1 i'»g,2()5!)36 , ou  en  s’arrêtant  aux  millièmes  de  lignes  , 3 
pieds  ix  lignes  ^ de  lignes  = 4431  396 , et  on  l’a  nommé 
mètre. 

qq.  On  a formé  des  multiples  décimaux  de  cette  unité  en 
la  multipliant  par  io  , par  100 , par  1000  , par  ioooo  , et  on 
a donné  à ces  multiples  des  noms  formés  des  mots  grecs  qui 
signifient  10,  100,.  1000,  10000,  auxquels  on  a ajouté  le 
mot  mètre  , tiré  aussi  du  grec , et  signifiant  mesure.  Pour  for- 
mer les  sous-divisions  décimales  , on  a multiplié  le  mètre  par 
0,1  0,01  0,001  , on  leur  a donné  des  noms  formés  des  ini- 
tiales tirées  du  latin  , qui  signifient  dix , cent , mille , et  on  a 
eu  la  série  suivante  : 


pi.  ».  pi.  po.  1. 

Myriamctreoü  10000  mètre»  =30784,44  =5i3o  4 5 3,36 


Kilomètre 

1000  = 

3078,444 

= 5»3 

- 5 

3,693 

Hectomètre 

100  = 

. 307,8444 

= Si 

1 10 

1,5936 

Décamètre 

10  = 

30,784440 

= 5 

- 9 

4,95936 

Mètre 

I = 

3,078444  = « 

3 « 

11,29593(1 

Décimètre 

0,1  de  mèt.  = 

0,3078444  = « 

« 3 

8,3296 

Centimètre 

0,01  = 

0,03078444  = « 

«*  « 

4,43296 

Millimètre 

0,001  = 

0,003078444=  “ 

U « 

0,443296 

On  voit  que  tout  le  système  n’introduit  que  sept  mots  , qui 
serviront  pour  les  autres  espèces  de  mesures  , en  changeant 
seulement  les  finales , suivant  la  nature  de  la  mesure. 

Le  mvriamètre  équivaut  à-peu-près  à deux  lieues  moyennes. 
Le  double  mètre  peut  remplacer  la  toise,  qu’il  ne  surpasse  que 
d’un  peu  moins  de  deux  pouces  ; et  le  double  décimètre , qui 
vaut  un  peu  moins  de  7 pouces  et  demi , donne  une  mesure 
commode  pour  mettre  dans  la  poche  de  l’ouvrier,  comme  aupa- 
ravant le  pied  de  roi.  Le  mètre  remplace  l’aune , qui  était  à 
Paris  de  3pi  7P0  ioaï;.  11  représente  environ  ou  un  peu 
plus  de  | d’aune. 
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Mesures  de  Superficie. 

1 00.  En  général , l’unité  de  mesure  des  surfaces  est  le 
mètre  quarré,  qui  contient  cent  décimètres  quarrés,  ou  10000 
centimètres  quarrés , ou  1000000  de  millimètres  quarrés.  Jl 
faut  se  garder  de  confondre  le  décimètre  quarré  avec  le 
dixième  du  mètre  quarré  , qui  vaut  dix  décimètres  quarrés  ; 
ni  le  centimètre  quarré  avec  le  centième  du  mètre  quarré  , 
qui  vaut  cent  centimètres  quarrés. 

Ainsi  le  nombre  3 "«i  ,263075,  exprime  trois  mètres  quarrés, 
26  décimètres  quarrés,  3o  centimètres  quarrés,  75  milli- 
mètres quarrés.  On  peut  prendre  pour  unité  le  décimètre 
quarré  ou  le  centimètre  quarré , et  le  transport  de  la  virgule 
à deux  ou  quatre  rangs  plus  loin  sur  la  droite  , opérera  la 
•conversion  dans  la  nouvelle  unité.  Ainsi  le  nombre  ci-dessus 
vaut  326dn,i,3o75  ou  3263omm,!,75. 

Mais  l’unité  adoptée  pour  les  mesures  agraires  ou  des 
cliamps  , est  le  décamètre  quarré  qu’on  a appelé  are.  Il  con- 
tient cent  mètres  quarrés.  Aussi  le  mètre  quarré  s’appelle 
dans  ce  cas  centiare  ; cent  ares  forment  l'hectare , qui  con- 
tient par  cpnséquent  10000  mètres  quarrés  ; c’est  la  quantité 
de  terrain  renfermée  dans  un  quarré  dont  le  côté  est  de  100 
mètres  ou  d’un  hectomètre  ; ainsi  l’hectare  est  l’hectomètre 
quarré.  L’hectare  répond  à-peu-près  à deux  arpens  de  l’an- 
cienne mesure  des  eaux  et  forêts,  composés  chacun  de  100 
perches  quarrées  , la  perche  ayant  22  pieds  , et  à environ  3 
arpens  de  Paris , à 18  pieds  par  perche. 

Mesures  de  Volume. 

TOI.  L’unité  de  volume  est  le  mètre  cube , qui  prend  le 
nom  de  stère , quand  il  s’agit  de  bois  à brûler.  Le  mètre  cube 
contient  1000  décimètres  cubes,  ou  1000000  de  centimètres 
cubes,  ou  1000000000  de  millimètres  cubes.  De  sorte  qu’un 
volume  étant  exprimé  en  mètres  cubes  et  fractions  décimales 
de  cette  unité,  si  ou  voulait  prendre  pour  unité  le  décimètre 
cube  , il  faudrait  reculer  la  virgule  de  trois  rangs  à gauche  , 
ou  de  six  rangs , si  on  prenait  pour  unité  le  centimètre  cube  , 
ainsi  de  suite  : 4m'Sa7^°45g76  zz  4a7*3<1“‘c,045976 

4a73o45c“S976- 

Mais  la  mesure  de  capaeité  pour  les  liquides  et  peur  les 

5* 
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grains  , est  le  litre  équivalant  au  décimètre  cube , dont  on  a 
formé  des  multiples  et  des  sous-divisions  avec  les  mêmes  ini- 
tiales , et  suivant  la  même  échelle  que  nous  avons  fait  con- 
naître en  parlant  des  mesures  linéaires  , savoir  : 


Kilolitre  ou  1000  titre». 

— im.c. 

Hectolitre 

IOO 

= 0,1 

Décilitre 

IO 

= 0,01 

1 

Litre 

I 

= 0,001 

= 1 dm.  c. 

Décilitre 

0,1 

= OjOOOI 

= 0,1 

Centilitrei 

0,0  X 

= 0,00001 

= 0,01 

Millitre 

0,001 

= 0,000001 

= 0,001  = icm.  c. 

Le  litre  surpasse 

d’environ  i la  pinte  de  Paris. 

On  a formé,  pour  remplacer  le  boisseau  , une  mesure  de 
20  litres,  appelée  double  décalitre.  On  a aussi  pour  les  liquides 
le  demi-litre , qui  remplace  la  cbopine , puis  le  double  déci- 
litre , etc.... 

Poids  ou  Mè sures  de  Pesanteur. 

102.  On  a voulu  que  la  matière  qui  donnerait  l’unité  de 
poids  fût  une  matière  commune,  offerte  par  la  nature.  On  a 
choisi  l’eau  ; mais  à volume  égal  le  poids  de  cette  substance 
peut  varier  par  plusieurs  causes  ; d’abord  elle  est  ordinai- 
rement mêlée  de  substances  étrangères  , puis  la  température 
fait  varier  son  volume.  Pour  échapper  à l’influence  de  la  pre- 
mière cause , on  a opéré  sur  l’eau  distillée  ; et  pour  avoir  un 
terme  de  température  constant , on  a remarqué  que  si  la  cha- 
leur augmente  le  volume  de  l’eau , la  congélation  l’augmente 
aussi  ; on  a donc  cherché  par  l’observation  le  degré  précis 
où  l’abaissement  de  la  température  cesse  de  diminuer  le  vo- 
lume de  l’eau , et  on  l’a  trouvé  vers  le  quatrième  degré  au- 
dessus  de  zéro  du  thermomètre  centigrade  ; c’est  à ce  degré 
que  l’eau  pure  a la  plus  grande  densité.  Un  certain  volume 
d’eau  pure  pesé  dans  cet  état,  a fait  connaître  que  le  poids 
d’un  décimètre  cube  de  cette  eau  répond  à i88a7*r*“*,i5  ; 
celui  du  centimètre  cube  est  donc  de  i8s  ,82715;  c’est  ce 
poids  qu’on  a pris  pour  unité  et  qu’on  a appellé  gramme.  Le 
gramme  est  donc  le  poids  d’un  centimètre  cube  d’eau  pure  au 
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maximum  de  densité.  Ses  multiples  et  ses  soirs-divisions 
donnent  une  suite  analogue  aux  précédentes , savoir  : 


gram.  grains.  liv.  on.  gros,  grains. 


Myriagr. 

IOOOO  =188371,5  =30 

6 

6 

63,5 

dm.  c. 

Kilogr. 

1000  = 18837,15  = 3 

0 

5 

35,i5poidsdei  tau  pure. 

Hectogr. 

100  = 1883,715  = 0 

3 

2 

10,71 5 

0,1 

Décagr. 

10  = 188,3715  = 0 

0 

2 

44,2715 

0,01 

Cffl.C. 

Gramme. 

i = 18,83715=  0 

0 

0 

18,82715 

0,001  = 1 eau 
cm.c. 

Décigr. 

0,1  = 1,88271=  0 

0 

0 

i,8827r 

o,x 

Centigr. 

0,01  = 0,18837=  0 

0 

0 

0,18827 

0,01  * 
mm.c, 

MiUigr. 

0,001=  o,oi883=  0 

0 

0 

0,018837 

o,ooi=z  eau. 

Le  quintal  métrique  est  composé  de 

100  kilogr j 

mimes , ou 

10  myriagr. , et  vaut  par  conséquent  2o4llv  4 4Bros 

Monnaies. 

1 03.  L’unité  monétaire  est  le  franc  ; il  est  composé  de  ~ 
d’argent  fin , et  de  £ d’alliage  ; sa  valeur , comparée  à celle 
de  la  livre  tournois,  s’est  trouvée  être  de  itfvre  _(_  La  pièce 
d’un  franc  est  du  poids  de  5 grammes , et  celle  de  5 francs 
pèse  a 5 grammes. 

Le  franc  se  subdivise  en  io  décimes , et  le  décime  en  dix 
centimes.  Les  pièces  d’argent  sont  le  quart  de  franc,  le  demi- 
franc  , le  franc , le  double  franc  et  la  pièce  de  fi  francs. 

Les  pièces  d’or  sont  de  20fr  et  de  l\ob . 

Le  rapport  de  valeur  de  l’or  à l’argent,  à poids  égal,  est  de 
3i  : a , suivant  la  fixation  de  la  loi. 

Pour  convertir  les  monnaies  anciennes  en  nouvelles , et  ré- 
proquement,  remarquons  que  if=  JjH- ; ainsi  8of  SS  Sitt, 

donc  i{—  111,0125  ” H f = °f  98765432098 Ainsi 

isou  Taut  ofr,o/)9  , environ  cinq  centimes  ; et  1*  vaut  of  ,0042 
à-peu-près. 

, D’après  cela,  veut-on  convertir  io83t  iaJ  io*  en  francs  ? 
On  aura  d’abord 

io83#  = io83f-X  H = io6gf,63 

i2*  = 12  X 0,049  = of,588  = 0,59 

io*  zz  10  X 0,0042  = 0,041  :=  0,04 

1070,2s 
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Réciproquement  pour  convertir  en  livres  une  somme  exp 
ïnée  en  francs,  par  exemple,  1070*  ,26  ; on  aura  i070f  26 
1070*, 26  X >,oi25,  ou  i070f  a6  X — 1°831|,,64 
iio83*'  12'  10  *>. 

Dans  l'usage  commun  un  sou  passe  pour  5 centimes. 

Réduction  des  mesures  Linéaires  anciennes  en 
mesures  nouvelles  et  réciproquement. 


. _ . „ . . _ 1 0000000  ns 

1 04. Puisque  5i3o74o'°“«z=  iooooooom,  1 * zz  — — 

' 5i3o;4o 

zz  im, 9490^7  ; le  pied  vaut  donc  * — — om, 32483g 

6 


le  pouce  zz 


om,  314^^9 


om, 02707  ; la  ligne  zz 


0m,02707 


12  w 12 

om, 0022.56  ; ou  bien  en  rapportant  le  pied  et  le  pouce  au  cen- 
timètre, et  la  ligne  au  millimètre,  on  a iP  r:  32cm,484  , 1P0 
ZZ  2e®, 707  , 1 1 zz  2mm,2Ô.  On  aura  de  même  imzs— —z*  — 
o«,5i3o74  ( n°.  99  ). 

Soit  donc  à convertir  en  mètres  et  parties  décimales  du 
mètre,  i3l  5p>  3P°  81  ; on  a 


i3*  zz  25,33748i 
5p1  zz  1,624195 
3p°zz  0,081210 
8*  zz  0,018047 


27,060933 

m.  t.  t.  I.  P>-  P»- 

Réciproquement  3;  Z >J  X o,5i 3o?4  ZZ  i3,853  ZZ  i3  5 1 5 

cm.  1. 

6 = 6 X 4.4  = ««aa 

- • mm. 

£ = 9 X o>°4  . « . 1 

xi  5 3 S 
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On  trouvera  par  un  procédé  semblable  la  valeur  de  l’aune 
de  Paris  en  mètres.  En  effet  on  a (n°.  99), 

3 P!  =2  0,974  5 1 85 
7 po=  0,1894897 
roi  = 0,0225584 
■ ï = 0,0018799 

1,1884455 

Comparaison  des  mesures  de  Superficie  anciennes 
et  nouvelles . 

1 05.  i«=i™,949o3659;  94903659X1"', 949o3659, 

ainsi,  iM  = 3»-s, 79874364. 


3m.q>79874364 

a , ^ cr  fr 

lPUq—  36 

zz  o”'?,  1055207. 

om-q.,jo55ao7 

lP°-q-=  7— 

i44 

= o®?-, 00073278. 

oni.q.,  00073^78 

ji.,.— - 

*44 

= om-q-, 00000  5o8g. 

Réciproquement  le  métré  quarre  est  §^^3^=  0,263244g; 

ou  bien  on  a également  mètre  quarré  ~o',5i3o74  X o*,5i3o74 
= 0,-,!,a63u45.  En  multipliant  cette  expression  par  36,  on 
a celle  du  mètre  quarré  en  pieds  quarrés  — 9P*<l,4768i7  ; et 
cette  dernière  multipliée  par  144  donne  144  X 9,476817  — 
i364P°-q,66i7  , pour  l’expression  du  mètre  quarré  en  pouces 
quarrés. 

L’are  vaut  donc  a6'-q, 32449,  et  l’hectare  2632*3,449. 

Comparaison  des  Mesures  de  Volume  anciennes 
et  nouvelles. 

1 06.  Pour  avoir  la  toise  cube  exprimée  en  mètres  cubes  , 
il  suffit  de  multiplier  l’expression  de  la  toise  quarrée  par  celle 
d«  la  toise  linéaire  , ce  qui  donne , 
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Toise cube  = 3m?,79874364 X im,949o3659:=  7®-e,4o389o34, 
7tn.c,4o38çio34 


Pied  cube  =: 


ai6 


==:  om-c,o34a77a7=:34<inlc,a77a7* 


Pouce  cube  = ?..*  ü'_la7?.32  — odni-c, 019836  zz  igcm-e,8'i6. 

I 728 

».  « iqcoi.c,836  , - _ 

Ligne  cube  zz  — zz  o™*1-*, 01148  =z  1 imm*s4o. 

1728 

Réciproquement  on  aura  le  mètre  cube  = o,-4,263a45  X 
o»,5i3o74  = ot,cj  1 3 5o6 4 zz  29P‘-C,i739. 

Par  conséquent  le  décimètre  cube  ~ — ...7A?  — oP'-Soapi  74 

zz  5oP°c4ia4a  : c’est  l’évaluation  du  litre  en  pouces  cubes. 
Et  comme  la  pinte  de  Paris  était  d’environ  46p°-c,95 , 

46,95 

Le  rapport  de  la  pinte  au  litre  est  --  ■ 'a~  zz  0,931 3a  ; 
donc  la  pinte  = oüt,93i3a. 

Le  rapport  du  litre  à la  pinte.  = “ I»°7^7^  » 

donc  le  litre  rr  ioP”, 07375. 

Ainsi  le  décalitre  vaut  ioP,7375. 

L’hectolitre  1078,375  et  le  kilolitre 

Comparaison  des  Poids  anciens  et  nouveaux. 


1O7.  Puisque  le  kilogramme  vaut  i88a7Pïin*,i5  , le  grain 
vaut  — et  la  livre  composée  de  9216  grains  vaut 

, q» 16000  grammes  ga  1 600000  gram.  . „ 

donc  — = 2_ = 489Sf"nn«es  5o6  : l’once 

r88a7,i5  1883715 

489gram.,5o6  - r , 1 3ogr«n-,594 

— —2—- = 3oSr*m-,r>94  ; le  gros  = — — = 

IO  O 

_ - . . 3 grammes  8a4 

3grmmmesj8a4  : le  grain  ZZ — ZZ  oP“»>,o53i  ou  53®f. 
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Comparaison  dès  Divisions  du  Cercle  anciennes 
et  nouvelles. 

108.  L’ancienne  division  du  cercle  est  de  36o  parties  ou 
degrés  , elle  s’appelle  division  sexagésimale. 

La  nouvelle  division  est  de  400  parties  ou  grades,  elle 
s’appelle  division  centésimale , parce  que  le  quart  de  la  cir- 
conférence ou  le  quadrans  qui  se  prend  ordinairement  pour 
unité  d’arc,  contient  100  grades,  dont  chacun  se  divise  en 
1 00  minutes  , et  chaque  minute  en  100  secondes , au  lieu  que 
le  degré  se  divise  en  60  minutes  et  la  minute  en  60  secondes. 
Le  degré  vaut  donc  36oo  secondes.  Les  degrés  se  désignent 
par  un  o,  les  minutes  par  un  accent,  et  les  secondes  par 
deux  : ainsi  on  écrira  3 degrés , 40  minutes  , 20  secondes , 
de  cette  manière  : 3°,  4o;,  20". 

La  minute  centésimale  est  un  centième  de  grade  ou  un  dix- 
millième  du  quadrans,  et  la  seconde  centésimale  est  un  centième 
de  la  minute  ou  un  diimillième  du  grade  , ou  un  millionième 
du  quadrans.  D’après  cela  , prenant  le  quadrans  pour  unité, 
si  on  veut  écrire  25  grades  4 minutes  17  secondes  , on  le  fera 
de  la  manière  suivante  : o?,25o4i7  ou  25bv>4i7» 

10  grades  valant  9 degrés,  pouf  convertir  des  grades, 
minutes  et  secondes  centésimales  en  degrés  et  parties  déci- 
males de  degré , on  soustrait  du  nombre  des  grades  un 
dixième  de  ce  nombre , le  reste  est  l’expression  de  ce  nombre 
en  degrés,  etc. 

s*. 

Par  exemple  : Un  arc  contient  47>  2995780 
Combien  est-ce  de  degrés. 

J’ôte  . . .=  4,  7299578 

Reste.  . . 4*,  6696202 

Pour  convertir  la  fraction  décimale  en  minute , on  la  mul- 
tipliera par  60 , cequi  donnera  34/177212;  on  fera  de  même 
pour  convertir  «n  secondes  la  faction  décimale  de  minute , 
ce  qui  donnera  io/,63272.  Ainsi, 

l\ 7*rj299578  ac  42, 0 34/  10, w 63272. 

Réciproquement  pour  convertir  un  nombre  d«  degrés  et 
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parties  décimales  de  degrés  en  grades , etc. , il  suffit  de  l’aug- 
menter d’un  neuvième  de  ce  meme  nombre , puisque  90 
10  6r. 

Soit  par  exemple  420,  569620a 
Ajoutant  5 :=  4»  7299578 

On  aura.  . . 47^2995780 

Si  les  parties  de  degré  sont  exprimées  en  minutes  et  se- 
condes, on  les  réduit  en  décimales  en  divisant  par  60.  Ainsi, 

34/  10,"  63  = 34/  177  = o°,  5696. 
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I L'algèbre  , comme  l’Arithmétique  vulgaire , est  la 
science  des  nombres  : elle  en  diffère  par  l’expression  des 
nombres  et  le  calcul  qu’on  ne  peut  qu’indiquer. 

3.  On  y exprime  les  nombres  par  des  caractères  d’une 
valeur  numérique  indéterminée.  On  a choisi  à cet  effet  les 
lettres  de  l’alphabet. 

3.  On  y indique  les  opérations  par  des  signes  dont  l’usage 
est  avantageux , même  en  Arithmétique , comme  on  a eu 
occasion  de  le  voir. 

4-  Pour  indiquer  l’égalité  de  deux  quantités  a et  b , par 
exemple  , on  écrit  a — b , et  on  prononce  a égale  b. 

De  ï Addition. 

5-  On  indique  l’addition  du  nombre  a avec  le  nombre  b , 
en  écrivant  a -j-  b , et  on  prononce  a plus  b. 

6.  Si  on  voulait  ajouter  ensemble  plus  de  deux  nombres , 
par  exemple  les  quatre  nombres  a , b , c et  d , on  écrirait 
a + b + c “H  d , et  on  prononcerait  a plus  b plus  c plus  d. 
On  écrit  donc  le  signe  de  l’addition  immédiatement  à gauche 
du  nombre  ou  de  la  lettre  qu’on  veut  ajouter. 

7.  Si  les  nombres  étaient  exprimés  par  la  même  lettre,  et 

par  conséquent  supposés  égaux  , on  abrégerait  l’indication  de 
leur  somme  en  cette  manière  : au  lieu  de  a -f-  a + « + * + 
b + c c , on  écrit  et  on  prononce  trois 

a plus  deux  b plus  deux  c.  On  nomme  coefficient  ce  nombre 
placé  à la  gauche  d’une  lettre , et  qui  marque  combien  de  fois 
il  faut  prendre  le  nombre  qu’elle  représente.  Le  coefficient 
est  ce  qu’on  appelle  un  multiplicateur  en  Arithmétique. 

8.  Si  on  avait  plusieurs  sommes  à réunir  en  une  seule , on 
les  écrirait  à la  suite  les  unes  des  autres , avec  le  signe  de 
l’addition.  On  ferait  ensuite  la  réduction , s’il  y avait  lieu , 
avec  les  coefficiens.  Ainsi  la  somme  des  trois  sommes  par- 
tielles %a-\-Zb-\-t\c-\-d,ÿa-\-*b-\-c-\-'\d,  et  a + 
b -J-  c serait  za-\-Zb-\-tic-\-d-\-ç)adr%b-\-c*\-'xd 

a —J—  b -j-  c » z 2 0 -j*  6 b -[■  6 c ■]-  i d. 

g.  On  écrit  les  lettres  dans  l’ordre  qu’on  veut  ; cependant  on 
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parait  s 'être  accordé  à suivre,  à cet  egard,  l’ordre  alphabétique* 

I O.  On  ne  donne  point  le  signe  de  l’addition  à la  quantité  qui 
s’écrit  la  première  à gauche  ; mais  l’on  doit  l’y  supposer  écrit. 

1 I . Le  coefficient  i ne  s’écrit  point  non  plus  , comme  étant 
jugé  inutile  ; mais  il  faut  le  remplacer  par  la  pensée  là  où 
il  devient  nécessaire, 

1 1.  On  reviendra  à l’addition,  après  avoir  exposé  la  ma- 
nière d’indiquer  la  soustraction. 

De  la  Soustraction. 

1 Z.  Pour  indiquer  la  différence  de  deux  nombres  s et  i, 
on  écrit  a — b , ou  b — a , et  on  prononce  a .moins  b , ou 
b moins  a , suivant  qu’on  retranche  b de  a , ou  a de  b. 

l4-  On  pourrait  aussi  écrire  — b -|-  a dans  le  premier 
cas  , et  — a b dans  le  second  ; mais  l'usage  de  la  première 
notation  a prévalu. 

1 5.  S’il  y avait  des  coefficiens , on  en  prendrait  la  diffé- 
rence. Ainsi  pour  retrancher  3 a de  6 et , on  écrirait  d’abord 
6 et  — 3 a ; ensuite  on  aurait  3 et  pour  différence  réduite,  cç 
qui  est  évident. 

1 6.  Si  on  voulait  retrancher  une  somme  d’une  autre  somme, 

on  mettrait  le  signe  de  la  soustraction  devant  chacun  des  nom- 
bres qu’on  se  propose  de  retrancher.  Ainsi  la  différence  de 
3«  + A + 4c,  et  de  5 -j-  2 e -{-  f , serait  3 a -{-  b 

4 c — 5 d — ic  — f , ou5rf-f-ac-f-y — 3a  — 6 — 4 c, 
selon  qu’on  soustrait  la  première  ou  la  deuxième  somme. 

17.  Si  le  même  nombre  se  trouvait  répété  dans  les  deux 

sommes,  on  prendrait  la  différence  des  coefficiens.  Ainsi  pour 
soustraire  b -^-6c  de  6a  + « b -f-  6 c , on  écrirait 

6 a -f-  8 6 -|-  6 c — 1 a — 4 b — 6 c 4 <*  + 4 6.  La  quan- 
tité c disparait  à cause  de  l’égalité  de  ses  coefficiens , dont  la 
différence  est  zéro. 

De  r Addition  et  de  la  Soustraction  , à la  fois 
employées  dans  la  même  opération. 

1 8.  On  appelle  termes  d’une  expression  algébrique , les 
quantités  dont  elle  est  composée , et  qui  sont  distingués  les 
uns  des  autres  par  le  signe  de  l’addition  ou  par  celui  de  la 
soustraction.  L’expression  algébrique  s’appelle  monome , 
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binôme , trinôme  , et  en  général  polynôme , selon  qu’elle 
renferme  un,  ou  deux , ou  trois  , ou  plusieurs  termes.  Ainsi 
a est  un  monome  , i a en  est  un  aussi  ; a -)-  t i ou  t c — 3 6 
sont  des  binômes  ; a 2 b — 3c,  ou4»  — 3 ù a c 
sont  des  trinômes. 

19.  Si  on  veut  ajouter  ensemble  plusieurs  polynômes, 
dont  les  termes  sont  affectés  indifféremment  des  signes  de 
l’addition  et  de  la  soustraction , il  faut  en  écrire  les  termes  à 
la  suite  les  uns  des  autres  , sans  rien  changer  ni  à leurs  signes 
ni  à leurs  coefficiens.  On  fait  ensuite  la  réduction  , s'il  y a 
lieu.  Il  ne  faut  pas  oublier  qu’un  terme  qui  n’a  point  de 
signe , est  censé  avoir  celui  de  l'addition,  et  qu’on  doit  sup- 
poser le  coefficient  1 par-tout  où.  il  n’y  en  a pas  d’exprimé. 

EXEMPLE. 

On  veut  ajouter  les  quatre  quantités  suivantes  : 

6 a — 3c 
3a  -f-  66  — 4c  -J-  {d 
a -f-  ib  4-  ic  — d 
5 a — b c vd  -j-  e 

Somme  6c  — 46  3c  -j-  3a  6b  — 4c  -|-  41/  -f-  a 
-J-  ai  -j-  2c  — d Sa  — b -J-  c -J-  id  -j-  e. 

Faisant  la  réduction , on  trouve  1 5 a pour  les  a , -f-  8 b 
d’une  part,  et  — 5 b de  l’autre,  et  par  conséquent  — f—  3 6 
pour  reste  ; + 6c  d’une  part , et  4 c de  l’autre , donc 
-)-  a c de  reste  ; -|-  6 et  — d ou  5 rf  pour  différence  ; enfin 
+ e.  Réunissant  ces  différens  résultats , la  somme  finale  est 
i6a-\-3b-\-2c-\-6d-\-e. 

Si  on  avait  eu  les  quatre  polynômes  : 

6a  — t\b  — 3c 
3a  — 6b  -j-  4c  — 4 à 

a 2b  — 2 c -f-  d 
5 a — b -j-  c -j-  2d  — e. 

La  somme  aurait  étc  i5  a — g b — d — e , toute  réduction 
faite,  et  c’est  la  seule  qu’on  écrive  ordinairement  pour  abré- 
ger. La  lettre  c a disparu  à cause  de  l’égalité  de  ses  cocffi- 
ciens  et  de  la  différence  de  ses  signes. 

Les  deux  exemples  précédens  offrent  un  mélange  d’addi- 
tions et  de  soustractions.  Si  l’on  avait  quelque  peine  à com- 
prendre comment  des  opérations  si  contraires  peuvent  se 
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trouver  mêlées  , on  regarderait  le  résultat  d’une  pareille  addi- 
tion comme  une  somme  de  différences. 

7.0.  On  rencontre  aussi  l’addition  dans  la  soustraction , 
lorsqu’on  se  propose  de  soustraire  des  différences. 

Soit  proposé  de  soustraire  b — ede  a , on  écrira  a — b 4-  c; 
car  la  règle  est  de  changer  le  signe  de  chacun  des  termes  du 
polynôme  qu’on  doit  ■soustraire. 

EXEMPLE. 

Qu’on  ait  2 a — 8 6 4"  4 à soustraire  de  6 a — 4 6 -f"  2 c* 
La  différence  sera  6 a — 464-20  — ia  + 8i  — 4c~4« 
4-46  — 2 0. 

2 1 . Voici  la  raison  de  cette  règle  : Reprenons  l'exemple 
où  l’on  se  proposait  de  soustraire  b — c de  a.  Si  l’on  se  con- 
tentait d’indiquer  la  différence  par  a — b , elle  serait  trop 
petite  du  nombre  c , puisqu’on  aurait  retranché  b tout  entier, 
au  lieu  de  l’excès  de  b sur  c;  il  faut  donc  y ajouter  c , et  la 
différence  véritable  est  a — b -j-  c.  Autrement  a = a + b- 
64-c-c  , et  si  nous  retranchons  de  part  et  d’autre  b — c , 
nous  aurons  pour  résultat  a — ( b — o )^sa  — 6-j-o.  La  nota- 
tion a — [b  — c)  signifie  qu’on  veut  soustraire  b — c de  a. 

De  la  Multiplication. 

22.  Pour  indiquer  la  multiplication  de  a par  b , on  écrit 
a X b > ou  a • b , ou  a b , et  on  prononce  a multiplié  par  b , 
ou  a multipliant  b , ou  simplement  a b. 

23-  Si  l’on  voulait  indiquer  le  produit  de  trois  facteurs, 
tels  que  a , b et  c , on  écrirait  a y.  b X c » ou  a . b .c , ou 
abc,  et  l’on  prononcerait  a multiplié  par  b multiplié  par  c, 
ou  a multipliant  b multipliant  c , ou  abc.  Si  les  nombres 
étaient  exprimés  en  chiffres  , on  multiplierait  d’abord  l’un 
des  trois  facteurs  par  l’un  des  deux  autres  , et  ensuite  leur 
produit  par  le  troisième  facteur.  On  écrirait,  on  prononce- 
rait et  on  calculerait  de  même  pour  un  plus  grand  nombre  de 
facteurs. 

24-  Remarquons  en  passsant  que  l’ordre  suivant  lequel  on 
doit  multiplier  les  facteurs  , est  tout  à fait  indifferent.  Ainsi 
a b z=.  b a ; et  a b c SS  a c b — b a c “ b c a~c  b a — c a b. 
La  démonstration  qu’on  pourrait  en  donner  serait  trop  longue 
à écrire  pour  ce  précis.  On  en  trouve  de  satisfaisantes  dans 
la  Théorie  des  noiïlbres  de  Legendre,  ainsi  que  dans  quelque» 
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nouveaux  traités  élémentaires  d’Algèbre.  Ce  sont  les  considé- 
rations géométriques  sur-tout  qui  donnent  à cette  sorte  de 
démonstration  une  évidence  frappante. 

25.  Si  tous  les  facteurs  étaient  représentés  par  la  même 
lettre , cette  lettre  se  trouverait  donc  écrite  dans  le  produit 
autant  de  fois  qu’il  y a de  facteurs.  Ainsi  a y a donnerait 
a a ; a a multiplié  par  a a a , donnerait  a a a a a ; a a aa  a 
multiplié  encore  par  a , donnerait  aaaaaa. 

Dans  ce  cas , on  n’écrit  cette  lettre  qu’une  fois  ; mais  on 
marque  par  un  nombre , qu’on  appelle  exposant , et  qu’on 
place  sur  la  droite  un  peu  au-dessus  de  la  lettre,  combien 
de  fois  cette  lettre  est  facteur,  ou  combien  de  fois  elle  doit 
être  écrite  de  suite  à côté  d’elle-même.  Ordinairement  l’expo- 
sant s’exprime  en  chiffres. 

Au  lieu  de  aa  , on  écrira  a1  ; au  lieu  de  a a a , on  em- 
ploiera a1.  Pareillement  au  lieu  de  a aabb  c c , on  écrira 
a3  h 1 c*.  On  prononce  a deux  , a trois  ; et  dans  le  dernier 
exemple , a trois  , b deux , c deux. 

Réciproquement  on  se  souviendra  que  a1  — a a — a y a , 
que  a1  b3  c1  — aabbbcczzaXaXbybXbXcXc. 

26.  On  nomme  puissance , tout  produit  dont  les  facteurs 
sont  tous  égaux  entre  eux  , et  la  dénomination  de  la  puis- 
sance se  tire  du  nombre  des  facteurs  ; ainsi  l’exposant  d’une 
quantité  marque  à quelle  puissance  elle  est  élevée.  Dans  a3 , 
l’exposant  3 désigne  la  troisième  puissance  de  a. 

27.  Il  ne  faut  pas  confondre  l’exposant  avec  le  coefficient , 
et  prendre  a a pour  a%  ou  a J pour  3 a.  Dans  2 a,  le  coefficient 
2 marque  l’addition  de  a avec  a,  ou  que  2 a “ a -}-  a ; dans 
a1  , l’exposant  2 marque  la  multiplication  de  a par  a , ou  que 
à1  a X a i en  sorte  que  si  a — 5 , 2 « = 10  et  a1  — 25. 

28-  Il  suit  de  ce  qui  précède,  que  pour  multiplier  deux 
quantités  monomes  qui  auraient  des  lettres  communes , on 
ajoute  les  exposans  des  lettres  semblables  du  multiplicande  et 
du  multiplicateur. 

Ainsi  pour  multiplier  a 3 par  a * , j’écris  a7  , ce  qui  est  évi- 
dent ; car  a 3 = aaa,  et  a*  —aaaa;  donc  a3  X a*  zzaaaX 
a aa  a s a a a a a a a — a7. 

Pareillement  a+b^c  multiplié  par  a3bxcd  — a^b3cld.  On 
écrit  d’abord  toutes  les  lettres  différentes  abcd;  ensuite 
on  donne  à la  première  pour  exposant  7,  somme  de  ses  expo- 
sans 4 et  3 5 à la  seconde  5 , somme  de  scs  exposans  3 et  a ; 
à la  troisième , l’exposant  a , somme  de  ses  exposans  j et  n 
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car  quoique  l’exposant  de  c ne  soit  pas  exprimé , on  doit  sous- 
entendre  qu’il  est  i , puisque  c est  facteur  une  fois.  Delà  cette 
remarque  : Toute  lettre  dont  l’exposant  n’est  point  écrit , est 
censée  avoir  i pour  exposant  ; et  réciproquement  toutes  les 
fois  qu’un  exposant  devra  être  i,  on  peut  le  supprimer  comme 
inutile.  On  le  supposera  de  nouveau  à sa  place  , tsi  on  en  a 
besoin. 

og.  Si  les  monomes  ont  des  coefficiens , il  faut  commencer 
la  multiplication  par  ces  coefficiens.  Ainsi , 

z a y.  5 b z=6  a b , el  iü  a1  b*  Y xa  a1  b=z  180  a5  b4. 

Dans  le  premier  exemple , on  multiplie  le  coefficient  a par 
le  coefficient  3 , et  l’on  a 6 pour  le  coefficient  du  produit.  Il 
en  est  de  même  du  second  exemple.  Pour  expliquer  cette 
règle , il  suffit  de  dire  que  les  coefficiens  étant  des  facteurs , 
ils  doivent  être  multipliés  comme  les  autres  facteurs. 

3o.  Passons  à la  multiplication  des  quantités  complexes, 
on  suit  le  même  procédé  qu’en  Arithmétique  pour  les  facteurs 
qui  ont  plusieurs  chiffres,  c’est-à-dire  qu’on  multiplie  succes- 
sivement chaque  terme  du  multiplicande  par  chaque  terme  du 
multiplicateur,  en  allant  de  droite  à gauche  , ou  de  gauche  à 
droite  c’est  ce  dernier  parti  qu’on  prend  ordinairement. 
Ainsi  l’opération  se  trouve  ramenée  à des  multiplications  de 
, monomes.  Si  on  désigne  par  n le  nombre  des  termes  du  mul- 
tiplicande , et  par  n1  ( prononcez  n prime  ) celui  des  termes 
du  multiplicateur , le  produit  nn!  marque  combien  on  a da 
multiplications  de  monomes. 

Nous  supposerons  d’abord  que  tous  les  termes  des  fac- 
teurs ont  le  signe  de  l’addition,  ou  sont  positifs. 

Multiplier  a -f-  b 
Par  c d 

Produit.  . . . ac  bc  -f-  ad  -J-  bd. 

On  multiplie,  i°  a par  c ; a ° b par  c ; 3°  a par  d ; 4°  b 
par  d.  Or ( n°  aa  ) a Y c- —ac;bYc  — bc;a  Y d—a  d , 
et  b Y d — b d.  I.e  produit  total  égal  à la  somme  de  ces  pro- 
duits partiels , devient  donc  ac  -\-bcJf-ad-\-bd. 

3 1 • Supposons  maintenant  que  les  facteurs  ont  des  termes 
affectés  du  signe  de  la  souatr&çtioB  , et  qu’il  s’agit  de  mufti» 
plier  des  différences  : 
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EXEMPLE  I". 

Multiplier  a — b 
Par  c 

Produit.  ...  ac  — bc. 


Le  produit  de  a par  c est  ac  , et  celui  de  b par  c est  te, 
abstraction  faite  des  signes  ; mais  au  lieu  d’ajouter  ce  second 
produit  au  premier  , je  Ven  retranche.  En  effet , ce  n’est  point 
a tout  entier  , mais  seulement  la  différence  de  a et  de  b qu’il 
faut  multiplier  par  c ; il  y a donc  une  partie  de  a représentée 
par  b , qu’il  ne  faut  point  multiplier  par  c : comme  son  pro- 
duit par  c , lequel  est  bc , se  trouve  compris  dans  ac  , il 

faut  donc  l’en  retrancher , ainsi  qu’on  a fait  ; donc  (a b ) 

multiplié  par  c — a c — b c. 

EXEMPLE  II. 

* - \ 

Multiplier  a — b 

Par  c — d 

Produit.  ...  ac  — bc  — ad  bd. 

D’abord  le  produit  de  a — b par  c est  a c — b c , comme 

on  vient  de  le  voir  ; il  faut  en  retrancher  celui  de  a b 

par  d,  lequel  est  ad  — bd.  En  effet , a — b ne  doit  point 
être  multiplié  par  la  partie  de  c équivalente  à d.  Le  produit 
ad — bd  qui  en  résulte,  se  trouve  donc  de  trop  dans  le 

produit  de  « — J par  c tout  entier,  ou  dans  ac bc  : il 

faut  donc  l’en  retrancher  , et  écrire  a c — b c — a d -\-bd 
pour  le  produit  définitif  ( j»°  ao  ). 

3a.  Le  produit  de  a — b multiplie  par  c — d , étant  ac 

b c — ad  + bd,  nous  en  conclurons  les  deux  règles  sui- 
vantes pour  les  signes  : Si  les  deux  termes  qu’on  multiplie 

ont  le  même  signe , ou  tous  deux  -{-  ou  tous  deux  , leur 

produit  aura  le  signe  -f-  ; si  au  contraire  ils  sont  de  signe; 
différens,  leur  produit  aura  toujours  le  signe  — . 


En  effet  on  a trouvé,  i°  a X c zs.  ac 

- b X c = — bc 

3°  aX  — d — — ad 

k°  — b X — d — bd,  * 

Algèbre.  Q 
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On  traduit  assez  souvent  ces  règles  en  cette  manière  : plus 
multiplié  par  plus  , et  moins  multiplié  par  moins  , donne 
plus  ; moins  multiplié  par  plus  , et  plus  multiplié  par  moins 
donne  moins  ; mais  il  faut  entendre  ces  énoncés  dans  le  sens 
qui  vient  d’étre  expliqué. 

55.  En  procédant  à la  multiplication,  on  observera  d’abord 
la  règle  des  signes , puis  celle  des  coefficiens  ; enfin  celle  des 
lettres  et  celle  des  exposans  ; faisons-en  une  application. 

EXEMPL  E. 

Multiplier  4«4 — 9 b6 

Par  16a4 — /|Oa*&3-f-  7.5b6 

Ier  Prod.  part.  64a8 — i92«663-|-i44a4^6 

IIe  Id.  — i6ort643-J-4üo<î4f/6 — 36o cfW 

IIIe  Id.  +ioo«4i<— Sooa^+aaSi1* 

Produit  total.  64 a8 — 352«*63-{-724<24i6 — ôdoa’i^-f-aaSf»11. 

Je  multiplie  tous  les  termes  du  multiplicande , x°  par 
16a4;  2°  par  boa'b*  ; 3a  par  25 b6,  pour  obtenir  les  trois 
produits  partiels  ci-dessus  exprimés  : 

Pour  le  premier,  j’ai  4“4  X t6a*  rs  64<*8  ? ensuite  — 

12 aJ&3  X i6<z4  = — 1 92a6 63  ; enfin -f- gé^X  1®^4  = tkba+b6. 

Pour  le  deuxième  produit  , j’ai  successivement  4 “4  X — 
40 a'b*  — — 160 a6b* -,  ensuite  — i2aJè3  X — 4 oa^iA  ~ 
+ lfioa*b6  ; enfin  -f-  9 b6  X — 40°’^*  ~ — 36o<zI!<9. 

Pour  le  troisième  produit,  j’ai  pareillement  4fl4  X a5 b6 
— 100  a*b6  ; puis  — i7a1bi  X a566  — 3oo alW  ; 

enfin  -|-  9 b6  X a5 b6  — aa5 4IJ. 

La  somme  de  tous  ces  produits  partiels  forme  un  produit 
total,  qui,  par  la  réduction  des  termes  semblables,  devient 
f»4a8  — 35a a6^  'j2lia*b(l  — > 6Coa -J-  225611. 

54-  Il  faut  s’exercer  beaucoup , afin  de  se  familiariser  avec 
la  pratique  de  cette  règle.  A cet  effet , voici  quelques  exem- 
ples tous  calculés  ; nous  y joindrons  aussi  quelques  re- 
marques importantes. 

EXEMPLE  Ier. 

Multiplier  a -j-  b 
Par  a -j-  b 

Ier  Produit. . a* ab  ub  -j-  b 1 ZZZ  a1  -j-  2 ab  -j-  b* 
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. Cet  . exemple  fait  voir  que  le  qtiarré  de  la  somme  « + b 
de  deux  nombres  , contient  le  quarré  a1  du  premier  nom- 
bre , plus  le  double  produit  lab  du  premier  nombre 
multiplié  par'  le  second , et  enfin  le  quarré  bx  du  deu- 
xième nombre.  Si  on  désigne  par  a les  dixaines  d’un 
nombre  , et  par  b ses  unités  , on  aura  une  démonstration 
générale  de  la  règle  relative  à la  composition  du  quarré 
d’un  nombre. 

EXEMPLE  IL 

Multiplier  a — b 
Par  a — h 

____________  * 

Produit.  ...  «* — ab  — ab  -{-  b*  — a*  — a ab  -f-  bx. 

On  voit  que  le  quarré  de  la  différence  de  deux  nom- 
bres , contient  le  quarré  du  premier  nombre , moins 
le  double  produit  a ab  du  premier  nombre  multiplié  par  le 
second , plus  le  quarré  b1  du  second. 

EXEMPLE  III. 

Multiplier  a -f-  b 
Par  a — b 

Produit.  ...  a1-}-  ab  — ab  — bx  — ax  — bx. 

On  conclut  de  cet  exemple , que  quand  on  multiplie  la 
somme  a -J-  b de  deux  nombres  par  leur  différence 
a — b,  le  produit  est  égal  à la  différence  d1  — b1 , des 
quarrés  a 1 et  b * de  ces  mêmes  nombres.  Réciproquement , au 
lieu  de  la  différence  des  quarrés  de  deux  nombres,  on  pourra 
substituer  le  produit  de  la  somme  de  ces  deux  nombres  mul- 
tipliée par  leur  différence. 

EXEMPLE  IV. 

Multiplier  a * -f-  a ab 

Par  a b 

Produit.  . . a5  -j-  a axb  -f-  ab*  -J-  a' b -{-  a ab*  -{-  & — 1 

a>  + 3 a1  b + iab*  + bK 

Le  premier  facteur  ou  le  multiplicande  étant  le  quarré  ou  la 

6* 
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deuxième  puissance  de  la  somme  a -f-  b de  deux  nombres  , 
et  le  second  facteur  étant  la  somme  de  ces  nombres , le 
produit  représente  le  cube  , ou  la  troisième  puissance  du 
binôme  a-\-b.  On  conclut  de  là  que  le  cube  d’un  binôme 
contient  quatre  termes  , savoir,  i°.  le  cube  a*  du  premier 
nombre  a ; 2°  frois  fois  le  produit  du  quarré  du  premier 
nombre  multiplié  par  le  second  ; 3°  trois  fois  le  produit  du 
premier  nombre  multiplié  par  le  quarré  du  second;  4°  enfin 
le  cube  b1  du  deuxième  nombre.  Si  on  désigne  par  a les 
dixaines  d’un  nombre,  et  par  b ses  unités,  on  aurà  la  dé- 
monstration de  la  régie  qui  a pour  objet  la  formation  du 
cube  d’un  nombre. 

Pour  indiquer  le  produit , lorsque  les  facteurs  sont  des 
polynômes  , on  renferme  chaque  facteur  entre  deux  crochets, 
et  on  écrit  l'un  des  signes  de  la  multiplication  entre  ces  fac- 
teurs , comme  s’ils  étaient  des  monomes  ; souvent  même  on 
n’emploie  aucun  signe.  Ainsi  pour  indiquer  la  multiplication 
du  polynôme  a1  -j-  a a b -[-  b2  par  le  binôme  a -J-  b,  on  écrit 

ou  même  Quelquefois  , au  lieu 

de  renfermer  les  facteurs  entre  des  crochets,  on  les  couvre 
d’un  trait  en  cette  manière  : » 

a1  -J-  2 a b ~J-  b1  X u -{-b. 


De  la  Division. 


55.  On  indique  la  division  , en  écrivant  le  diviseur  sous 
le  dividende , en  forme  de  fraction  , et  en  les  séparant  l’un 
de  l’autre  par  un  trait.  Ainsi  pour  indiquer  le  quotient  de  a 

divisé  par  b , on  écrit  , et  on  prononce  a divisé  par  b. 


Pareillement  on  écrit 


a + b 
c + d 


si  on  se  propose  de  diviser  a -}-  b 


par  c -f-  d. 

La  division  la  plus  compliquée  se  réduisant  toujours  à di- 
viser un  monome  par  un  monome , voici  les  règles  qu’on  doit 
suivre  dans  ce  dernier  cas. 


56-  Régi. k des  sigîces  : Le  quotient  est  positif  ou  négatif, 
suivant  que  le  dividende  et  le  diviseur  ont  les  mêmes  signes, 
ou  des  signes  contraires.  On  énonce  aussi  cette  règle,  en 
disant  que  4-  divisé  par  -j-  et  — divisé  par  — donnent  -{-  ; 
que  -J-  divisé  par  — , et  — divisé  par  + donnent  moins. 
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37.  Rèole  de»  coefficiehs  : On  divise  celui  du  dividende 
par  celui  du  diviseur. 

38.  Rècle  des  lettres  : On  n’écrit  point  au  quotient  les 
lettres  qui  sont  communes , ou  qui  sont  écrites  le  même 
nombre  de  fois  au  dividende  et  au  diviseur.  On  écrit  au  quo- 
tient toute  lettre  qui  se  trouve  au  dividende  sans  être  au  di» 
viseur. 

3g.  Rècle  des  exposans  : Lorsqu’une  lettre  se  trouve  au 
dividende  et  au  diviseur  avec  des  exposans  différens  , celui 
qu’elle  a dans  le  diviseur  se  retranche  de  celui  qu’elle  a dan» 
le  dividende.  Le  reste  devient  son  exposant  dans  le  quotient. 

4-0.  Toutes  ces  règles  sont  une  conséquence  de  celles  de  la 
multiplication,  et  sont  fondées  sur  le  princi  pe  que  le  produit  du 
diviseur  multiplié  par  le  quotient  doit  être  égal  au  dividende. 


EXEMPLE. 


Diviser  921 6a*  b*  c*  de  par  96 a'bcd. 

_ ....  oa  1 üafi&c'de 

Le  quotient  indique  est — — — ■ 

gba'bcd. 

Et  le  quotient  réduit  ou  effectué.  . “ 96 a'b'ce. 

Je  divise  9216  par  96  , et  le  quotient  est  96.  Par  la  règle 
des  exposans , on  doit  avoir  au  quotient  4 — a ou  2 pour 
l’exposant  de  a ; 3 — 1 ou  a pour  celui  de  b ; 2 — 1 ou  1 
pour  celui  de  c.  On  supprime  celui-ci  comme  inutile.  Enfin  , 
par  la  règle  des  lettres  , d ne  doit  point  se  trouver  au  quo- 
tient. 


-41.  Si  on  applique  la  règle  des  exposans  au  cas  où  une 
lettre  a le  même  exposant  au  dividende  et  au  diviseur , elle 
aura  zéro  pour  exposant  dans  le  quotient. 

Ainsi  à1  divisé  par  a 1 donnera  a°  pour  quotient , 


a*bc* 

o*bc‘ 


= ab*c°. 


Dans  ce  cas , on  peut  se  dispenser  d’éerire  les  lettres  qui 
ont  zéro  pour  exposant  ; car  le  facteur  de  ce  genre  est  égal  à 
l’unité , comme  étant  le  quotient  d’une  quantité  divisée  par 
elle-même.  Ainsi  a"  zzz  b°  zs  c°  sz  1 , quel  que  soit  le  nombre 
«ou  4 , oucjou,  etc. 
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Si  tous  les  facteurs  du  quotient  avaient  zéro  pour  exposant , 
on  représenterait  ce  quotient  par  i ; ainsi , 

_fü!l  = a°bec°  = i. 

afib'c 

Pareillement , si  on  appliqtie  la  règle  des  lettres  au  cas  où 
elles  sont  les  mêmes  au  dividende  et  au  diviseur  , le  quotient 
paraît  devoir  être  zéro , puisqu’il  n’y  faut  écrire  aucune 
lettre;  mais  dans  ce  cas  il  est  égal  à l’unité,  comme  étant 
celui  d’une  quantité  divisée  par  elle-même  ; ainsi , 

abc 

abc 

z^.2.  Lorsque  le  diviseur  â des  lettres  qui  ne  se  trouvent 
point  au  dividende,  ou  lorsque  les  exposans  du  diviseur  sont 
plus  grands  que  ceux  de  pareilles  lettres  du  dividende , alors 
on  ne  peut  effectuer  la  division  : on  se  contente  de  l’indiquer  ; 
cependant  on  peut  simplifier  l’expression  fractionnaire  , qui 
représente  alors  le  quotient.  On  supprime,  dans  le  dividende 
et  dans  le  diviseur,  les  lettres  qui  leur  sont  communes.  A 
l’égard  des  lettres  qui  ont  des  exposans  , on  supprime  la 
lettre  qui  a le  plus  petit  exposant , et  on  diminue  de  pareille 
quantité  le  plus  grand  exposant  de  la  meme  lettre  ; ainsi , 


a>bc~> 

0* 

ê’c  ’ 

a^b^c*  b*c 

— 

a^bc2d 

ad 

Enfin,  — - — 

a5 

t , 

Ce  dernier  exemple  fait  voir  que  quand  il  ne  reste  plus 
aucune  lettre  au  dividende , il  faut  y écrire  l’unité. 

Cette  règle  s’explique  par  la  condition  que  le  produit  du 
diviseur  multiplié  par  le  quotient , doit  toujours  être  égal  au 
dividende , ainsi  qu’on  l’a  vu  en  Arithmétique. 

43.  Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  complexes , voici 
comme  on  procédera , et  comme  on  trouvera  le  quotient  quand 
la  division  sera  possible  : 

x°  On  écrit  le  dividende  et  le  diviseur  sur  une  même 
ligne  , avec  l’attention  d’écrire  leurs  termes  , de  manière  que 
les  exposans  d’une  même  lettre  soient  toujours  décroissans. 
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Cela  s’appelle  ordonner  le  dividende  et  le  diviseur  par  rap- 
port à cette  lettre  ; 

a®  On  sépare  le  dividende  du  diviseur  par  un  trait  verti- 
cal ; on  divise  le  premier  terme  du  dividende  par  le  premier 
terme  du  diviseur , en  ayant  égard  successivement  à la  règle 
des  signes  , à celle  des  coeffîciens  , à celle  des  lettres  et  à celle 
des  exposans  ; on  écrit  le  quotient  sous  le  diviseur  ; 

3°  On  multiplie  tout  le  diviseur  par  le  quotient  qu’on 
vient  de  trouver , et  on  écrit  les  termes  du  produit  sous  le 
dividende , avec  l’attention  de  changer  leur  signe  ; 

4°.  On  souligne  le  tout , et  on  fait  la  réduction  des  termes 
semblables  du  dividende  et  de  ce  produit.  Après  cette  opé- 
ration , on  écrit  le  reste  au-dessous  , et  on  fait  une  seconde 
division  , en  prenant  pour  premier  terme  de  ce  second  divi- 
dende partiel , celui  des  termes  restans  où  la  lettre  par  rap- 
port à laquelle  on  a ordonné  , a le  plus  grand  exposant. 

EXEMPLE. 


Diviser  a*  b'  — a a b par  — b -j-  a. 


J’ordonne  les  termes  du  dividende  et  du  diviseur , par 
rapport  à la  lettre  a , par  exemple,  et  d’après  cela  je  les  écris 
ainsi  qu’il  suit  : 


Dividende  a * — a ab  -j-  b 1 
— a*  - J-  ab 


1er.  Reste.  . . — ab  -f-  b1 
+ ab  — b* 


II*.  Reste.  . . 


b.  . . . Diviseur: 
b.  . . . Quotient . 


Explicatiow  : Je  divise  d’abord  le  premier  terme  a 1 du 
dividende  par  le  premier  terme  a du  diviseur.  Par  la  règle 
des  signes  , j’ai  -J-  pour  le  signe  du  quotient  : on  le  supprime 
comme  inutile.  Par  la  règle  des  coeffieiens,  celui  du  quotient 
est  un  , on  le  supprime  aussi  par  la  même  raison.  Par  la  règle 
des  exposans , a1  divisé  par  a donne  a pour  quotient  , je 
l’écris  sous  le  diviseur.  Je  multiplie  le  diviseur  a — b parle 
quotient  a.  Le  produit  est  a*  — ab  ; j’en  change  les  signe» 
pour  faire  la  soustraction , et  j’écris  — a7  -|-  a b sous  le  di- 
vidende. Je  souligne  le  tout,  et  je  fais  la  réduction  des  termes 
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semblables.  En  vertu  de  cette  réduction , les  deux  termes  a* 
et  — a * se  détruisent  comme  étant  égaqx  et  de  signes  con- 
traires. Les  termes  — n a b e t a b se  réduisent  à — a b. 

Il  me  reste  ce  terme  — a b à côté  duquel  j’abaisse  le  terme 
restant  b1  du  dividende , et  j’ai  pour  second  dividende  — 
a b b *. 

Je  continue  la  division,  en  prenant  — a b pour  premier 
terme  du  nouveau  dividende,  parce  que  la  lettre  a s’y  trouve 
encore,  tandis  qu’elle  n’est  pas  dans  le  terme  b*.  Je  divise 
donc  — a b par  a ; le  quotient  est  — b , en  vertu  de  la  règle 
des  signes  et  de  celle  des  lettres.  J’écris  ce  quotient  à la  suite 
du  premier  quotient  a. 

Je  multiplie  de  nouveau  le  diviseur  a — - b par  le  nouveau 
quotient  — b.  Le  produit  est  — a b -j-  b1  ; je  change  les 
signes  de  ce  produit , et  j’écris  -J-  a b — b1  sous  le  second 
dividende  partiel  — a b b1.  Je  fais  la  réduction  des  termes 
semblables,  et  il  ne  reste  rien  ; les  termes  semblables  — ab,  -j- 
ab , ainsi  que  b*,  — b1  étant  égaux  et  de  signes  contraires. 

On  peut  vérifier  le  quotient  total , en  le  multipliant  par  le 
diviseur  : on  doit  trouver  le  produit  égal  au  dividende. 

On  aurait  pu  ordonner  les  termes  par  rapport  à la  lettre  b. 
Dans  ce  cas , on  aurait  divisé  b 1 — 2 a b -|-  a1  par  — b -J-  a,  et 
le  quotient  serait  devenu  — b a , c’est-à-dire  le  même  que 
a — b. 

Nous  ajouterons  quelques  exemples  de  division,  afin  qu’on 
se  familiarise  avec  cette  opération. 

EXEMPLE  1er. 

Dividende  a*  — b*  a — b.  . . . Diviseur. 

— a*  -|-  ab  11 

a -j-  b.  . . . Quotient. 

Reste.  . . + ab  — ô* 

— ab  b* 

Dernier  reste.  o 
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EXEMPLE  II. 


89 


o 


+ 


4a3A  4*  6aaA*  — ' 4aA3  4"  b 4 
2«3A  — a*  A* 


a*  — aaA  4-  b * 
a3  — 2<jA  -f-  A* 


— 2a3A  -j~  5aaA*  — 4*  A4 

-|-  2ajA  — 4 aaA * + 2aA3 

o + a*Aa  — %a A5  "i"  A4 
— aaAa  4-  2 ai3  — A4 


EXEMPLE  III. 

ïfli  _Zai*  + .;,•»  _ift>|  |fl*_ffc* 

— i a3  4.  1 aA*  

: ILü U«  + 

O 4 - h a'b  — h bi 

~-fa'b  + ±6» 


EXEMPLE  IV. 

i fl4fe  _ fl3£*4.  î Æ*èJ  4.  A ab4  _ *5 

+ % -\ab* 

o _3£aJAa4-iaaA3— A3 
+ 7T«,A*-i«*A34-A3 


a3-* 


«‘A4-;-  a». 


aA  — aA*. 


Du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres 
et  de  deux  quantités  littérales. 

44.  Quand  la  division  ne  peut  s’effectuer,  on  laisse  le 
quotient  sous  une  forme  fractionnaire  , et  on  en  simplifie 
l’erpression  en  divisant  le  dividende  et  le  diviseur  par  leur 
plus  grand  commun  diviseur. 

On  a donné  et  expliqué  en  Arithmétique  la  règle  pour 
trouver  celui  de  deux  nombres.  Voici  une  démonstration  gé- 
nérale de  cette  opération. 
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Soit  a le  plus  grand  et  b le  plus  petit  de  ces  nombres.  Dé- 
signons par  4 , q"  , q>"  , q'r ^n-J  > ?n-i  5 qn-i  ? ?n  j les 

quotiens  ; et  par  r' , r"  , r/,/ , r/,r t-"-3  , r”-1 , r"-'  , r"  , 

les  restes  de  divisions  depuis  la  première  dont  le  dividende 
est  a , le  diviseur  b , le  quotient  q ' , et  le  reste  r' , jusqu’à  la 
Tiieme  ou  dernière  , dont  le  dividende  est  rn~ * , le  diviseur 
rn~‘  , le  quotient  q"  , et  le  reste  r”  ou  zéro  ; n étant  un.  indice 
de  rang  et  non  un  exposant. 

On  aura  les  équations  : 


a=  b l'  + ^ \ b = r'  q"  + r»  ; 
r'  =z  r"  q"'  -f-  r"1  ; r11  — r'"  q'r  _|_  r ; 
r"-3  = rn~i  q *>-*  rn~l  ; 

rn  * — rn~ ' qn  Sf-  r1'  — rn_1  qn  , à cause  de  r1'  — o. 

Il  faut  prouver  que  le  dernier  reste  significatif  r11-1,  est  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  deux  nombres  a et  b. 

Pour  arriver  à ce  but , on  commence  par  établir  les  deux 
principes  suivans,  savoir  que  tout  nombre  qui  divise  exacte- 
ment le  diviseur  et  le  reste  d’une  division,  en  divise  aussi  le 
dividende,  et  que  tout  diviseur  commun  au  dividende  et  au 
diviseur,  l’est  pareillement  au  reste.  En  effet,  soit  D le  divi- 
dende, d le  diviseur  j q le  quotient,  et  rie  reste.  On  aura 

1 équation  D = dq  -j-  r j on  en  conclut  — — ^ -L  - ..y 

m m ’ m 

m étant  un  nombre  entier  quelconque.  Si  fi  et  r sont  divisibles 

, d q r D 

par  m,  alors  — et  — étant  des  nombres  entiers  , — en  sera 
m m 7 rn 

un  nécessairement , et  D se  divisera  exactement  par  m : voilà 
pour  le  premier  principe.  Pareillement  si  D et  fi  ont  m pour 

commun  diviseur , — et  seront  deux  nombres  entiers , 
m m 

r 

“n  sera  donc  aussi  un , et  r sera  divisible  par  m.  Voilà  le 

s .1 

deuxième  principe. 

Il  est  facile  maintenant  de  prouver  que  le  dernier  reste 
significatif  r"-*  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 
nombres  a et  b. 

Premièrement , il  est  commun  diviseur  de  ces  nombres  : 

en  effet , parmi  les  nombres  a , b , r1 , r"  , r1"  , r,r 

r"-4 , rrv~3 , rn_J  , r11-'  qu’on  en  prenne  -3  consécutifs , à 
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volonté,  on  pourra  considérer  le  plus  petit  comme  le  reste, 
le  moyen  comme  le  diviseur  , et  le  plus  grand  comme  le  divi- 
dende d’une  même  division  ; donc  tout  nombre  qui  divise  le 
plus  petit  et  le  moyen , divise  aussi  le  plus  grand  ; donc  le 
dernier  reste  significatif  r1’-'  se  divisant  lui-même  exacte- 
ment , et  étant , par  supposition , diviseur  de  rn~- , doit  aussi 
l’être  de  rn~}  ; par  la  même  raison  , comme  il  divise  rn_1  et 
r"-3  , il  doit  diviser  r"-4 , ainsi  que  tous  les  nombres  de  la 
série  , en  remontant  jusqu’aux  nombres  primitifs  b et  a. 

En  second  lieu,  H1- 1 est  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  ces  mêmes  nombres.  En  effet , tout  commun  diviseur  de 
a et  de  b , doit  diviser  le  premier  reste  r'  d’après  le  deuxième 
principe.  Pareillement  comme  il  divise  b et  r1  , il  divisera 
r'  ; divisant  r1  et  r11  , il  divisera  r111 , ainsi  que  tous  les 
restes  suivans  , jusqu’à  rn“I  ; donc  rn~'  étant  diviseur  de  a 
et  de  b , et  devant  se  diviser  lui-même  , il  s’ensuit  qu’il  est 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  mêmes  nombres. 

Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  quan- 
tités algébriques , il  faut  savoir  qu’après  avoir  ordonné  leurs 
termes  par  rapport  à une  même  lettre , on  entend  par  la  plus 
grande  celle  où  cette  lettre  a le  plus  grand  exposant  ; alors  on 
divise  la  plus  grande  par  la  plus  petite , et  on  continue  la  divi- 
sion jusqu’à  ce  que  cet  exposant  soit  devenu  moindre  dans  la 
première  que  dans  la  seconde  , ou  tout  au  plus  égal.  On  divise 
ensuite  la  seconde  par  le  reste  de  celte  division,  et  de  la 
même  manière  ; on  divise  après  cela  le  premier  reste  par  le 
second,  celui-ci  par  le  troisième,  ce  dernier  parle  quatrième, 
et  ainsi  de  suite , jusqu’à  ce  qu’on  soit  arrivé  à une  division 
exacte  : alors  le  dernier  reste  qu’on  aura  employé , est  le 
plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

Jusqu’ici  la  méthode  est  la  même  pour  les  nombres  ex- 
primés avec  des  chiffres  ou  avec  des  lettres  ; mais  pour 
en  faciliter  l'application  aux  quantités  algébriques  et  n’avoir 
jamais  de  quotient  fractionnaire , il  faut  y joindre  l’ol- 
servation  suivante  : On  ne  change  rien  au  plus  grand 
commun  diviseur  de  deux  quantités  , lorsqu’on  multiplie  ou 
lorsqu’on  divise  l’une  des  deux  quantités  par  une  autre 
quantité  qui  n’est  point  diviseur  de  l’autre  , et  qui  n’a  point 
de  commun  diviseur  avec  cette  autre.  Par  exemple , dans 

— . , je  vois  que  r?  est  un  facteur  commun  aux  deux 

X5  Z1  J ^ 

termes  du  diviseur,  et  qu’il  ne  l’est  pas  à ceux  du  dividende; 
il  ne  peut  donc  pas  faire  partie  du  plus  grand  commun  di- 
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viseur  que  je  cherche  ; je  supprime  donc  ce  facteur , et  par 

là  j’ai  x r = x*  4*  s*  sans  reste.  J’en  conclus  que  x1  — 

X1  — s* 

s*  est  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché.  Effectuant  les 


« T®  4*  g® 

deux  divisions  , je  trouve  — — - — pour  la  plus  simple  exprès- 
sion  du  quotient  indiqué  par 


x*  — z* 


t — x*  e» 

Appliquons  la  règle  et  la  remarqué  à quelques  exemples. 


EXEMPLE  Ier. 

Soit  proposé  de  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  6a}  — 17 alb-\-iiabx — i563 , et  de  6al-i’]ab-\-i^b\ 


Ier.  Dividende. 

6a5  — 1 7 a* b 4-  22a6*  — 1 5b 3 
6a1  -j-  17  a1  b—  1 2a6* 


Ier.  Diviseur. 
6a*— -i  ’}ab-\- 1 26* 

a...  ier  Quotient. 


I*' Reste.  o o -j-  îoab1  — i563. 


Il  faudrait  donc  diviser  6a*  — 17 ab  -f- 126’,  par  ioa6*  — 
x563  ; mais  comme  cette  dernière  quantité  a pour  facteur  56% 
qui  n’a  point  de  commun  diviseur  avec  la  première , il  suffit 
de  diviser  celle-ci  par  ia  — 36,  qu’on  trouve  en  divisant 
ioa6*  — i563  par  56*. 


2*.  Dividende.  a*.  Diviseur. 

6a*  — i*]ab  -f-  126*  2a  — 36 

~~  6a  -j-  gab 3a  — 46  Quotient. 

o — 8a6  4-  tib1 

-f  8a6  — 126* 

il  ■ ■ ■■  — » 

Reste.  . . o o 


Le  plus  grand  commun  diviseur  est  donc  2a  — 36.  Ainsi , 

6a5  — 17 n2b  4"  22<*6*  — i56J  3a1  — iab  4-  56* 

— ■ 17 ab  4*  126*  **"  3o  — 46 
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EXEMPLE  II. 


Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  de  6a * — 170*6 
aa ai*  — i5 63  et  de  10a*  a 3a6  -J-  126*. 

i*r.  Dividende.  iïr.  Diviseur. 

6a}  — 170*6  aaai*  — i563  10a*  — a3a6  -f  126*. 

Comme  on  ne  peut  diviser  6 par  10,  je  multiplie  tout  le 
dividende  par  10,  ce  qui  me  donne  : 


i**.  Dividende  bis. 
60a5  — 1 700*6+22006*  — 1 Soi5 
— 6oa5+i38a*6 — 7 206* 

o — 3aa*6-J- 14806’ — iSoi3 
ou  — 1 6a*  -f-  7 4ai  — 756* 
ou  — 160a’  -|~74oai  — 750 6* 
-j-l6oa*  — 368ai  + 1926* 


Diviseur. 

10a1  — a3ai  iai* 
6a  — j 6 Quotient . 

en  divisant  par  ai. 
en  mnltipliant  par  10. 


o -*-37306  — 5586* 

ou  -j-  aa  — 36  en  divisant  par  18 66. 


ae.  Dividende.  a*.  Diviseur. 

10 a*  — a3a6  -j-  iai*  aa  — 36. 

— 10a*  4-  i5a6  ~ ' 

5a  — 46.  Quotient  exact, 

o — 8a6  — 126* 

-f-  8a6  — 126* 

o o 

Le  plus  grand  commun  diviseur  cherché  est  donc  aa  — 36. 


Des  Fractions  Algébriques. 

45.  Pour  indiquer  une  fraction  dont  le  numérateur  est  « 

a 

et  le  dénominateur  6,  on  écrit  ~ , et  on  prononce  a divisé 
par  6.  Le  sens  de  cette  expression  est , comme  U a été  dit  en  , 
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Arithmétique  , que  l’on  conçoit  l’unité  divisée  en  b parties 
égales , et  que  l’on  prend  a de  ces  parties  pour  former  la 
fraction. 

46-  On  sait  qu’on  ne  change  point  la  valeur  d’une  frac- 
tion , quand  on  en  multiplie  les  deux  termes  par  un  même 
nombre.  Ainsi, 


a ac  aa  aa  -4-  ac 

b bc  """*  ab  ab  -4-  bc 

On  a multiplié  les  deux  termes  a et  b d’abord  par  c , en- 
suite par  a , enfin  par  a c. 

On  sait  qu’on  ne  change  pas  non  plus  la  valeur  d’une 
fraction  , quand  011  en  divise  les  deux  termes  par  un  même 
nombre.  Ainsi , 


abc 

bbc 


8a  7b  — l\abc 
I2ab~  — Sabd 


•xa  — c 
3 b — a d ' 


On  a divisé  les  deux  termes  de  la  fraction  par  b c dans  le 
premier  exemple,  et  par  4 ab  dans  le  second. 

C’est  à cette  dernière  opération  qu’on  applique  utilement 
la  règle  donnée  pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  deux  quantités. 

Pour  obtenir  l’expression  la  plus  simple  d’une  fraction  , il 
faut  en  diviser  les  deux  termes  par  leur  plus  grand  commun 
diviseur.  Ainsi, 


a ■+•  A 1 

«* — i>  a — i ' 


en  divisant  haut  et  bas  par  a -f-  b.  Pareillement, 
4 a2  — i mb  -fc  gb*  2 a — 3 .b  __  . 
4a2  — g b2  . J a a + 3 b 


On  a divisé  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  a a — 3 b. 

47-  Pour  extraire  les  entiers  contenus  dans  une  expression 
fractionnaire  , on  divise  le  numérateur  par  le  dénominateur  , 
autant  qu’il  est  possible,  en  suivant  les  règles  de  la  division. 
Ainsi , 


4 a2 — îaaé  -+■  qi1  -+•  3c  „ . . 

= la  — 3/»  + 

aa  — 3 b 


3c 


au  — 34  5 
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en  divisant  par  %a  — 3 6.  Pareillement , 

4 a2  — gb2  + 6c  . 6c 

x~.  — —n  a — 36  4-  — . 

la  -+■  3b  m + 34 

Réciproquement , pour  réduire  un  entier  et  une  fraction 
en  une  seule  fraction , il  faut  multiplier  l’entier  par  le  déno- 
minateur de  la  fraction  , ajouter  ensemble  le  produit  et  le 
numérateur  de  la  fraction  , et  conserver  le  dénominateur  pri- 
mitif. Ainsi , 


a a — 3 6 -J- 


6c 

aa  -*■  3 b 


4 a1  — g b2  + 6 c 
2a  ■+-  3 b 


48.  Pour  réduire  plusieurs  fractions  au  même  dénomina- 
teur, on  multiplie  les  deux  termes  de  chaque  fraction  par  le 
produit  des  dénominateurs  des  autres  fractions.  Ainsi , 


ace  adf  bcf 

~b~,~7'~f  b df  ’ bdf 


b de 

bdf 


En  effet,  les  nouvelles  fractions  sont  respectivement  équiva- 
lentes aux  premières  , puisqu’elles  en  sont  dérivées,  en  en  mul- 
tipliant les  deux  termes  par  un  même  nombre.  D’ailleurs 
elles  doivent  avoir  pour  dénominateur  commun  le  produit 
de  tous  les  dénominateurs  primitifs.  Pareillement , 


a-b  . aa-3c  a2-iab+bx  za2-3ac+aab-3bc 
et  —— — et- . 

a+b  a-b  a2 — b2  aJ b2 

4 Q.  L’addition  et  la  soustraction  se  font  de  cette  manière. 
On  réduit  d’abord  les  fractions  au  même  dénominateur;  en- 
suite on  prend  la  somme  du  numérateur  pour  l’addition  , 
et  la  différence  pour  la  soustraction.  On  conserve  le  dénomi- 
nateur commun.  Ainsi, 


a df  + b cf  + b dé 


bdf 


: Voilà  pour  l'addition. 


2 ta  — 3c  a — b 

a — b a •+*  b 


«—  3 ac  «f-  "lab  — — 3 bc  — a%  -f-  a ab 


tt1  ■+•  4 a b — b 1 — 3 a c 
* û*  — b*' 


3 bc  * 


Voilà  pour  la  soustraction. 


Les  dénominateurs  marquant  l’espèce , et  les  numérateurs 
Je  nombre  des  parties  de  l’unité  , dont  les  fractions  sont  com- 
posées ; il  faut  donc  que  les  premiers  soient  égaux  , pour 
qu’on  puisse  prendre  la  somme  ou  la  différence  des  seconds. 
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5o.  Pour  multiplier  une  fraction  par  un  entier  , ou  un  en- 
tier par  une  fraction , on  multiplie  le  numérateur  de  la  frac- 
tion par  l’entier,  ou  l'entier  par  le  numérateur  de  la  frac- 
tion , et  on  donne  au  produit  le  dénominateur  primitif.  Ainsi, 


a e 


et  cX- 

b 


a c 


Pour  multiplier  une  fraction  par  une  fraction  , on  multi- 
plie numérateur  par  numérateur  , et  dénominateur  par  déno» 
initiateur.  Ainsi , 


Pareillement  — — X 

a a ■+■  3 b 


c ac 

~d  — Td' 

3a  + a b 6 a*  — 5 a b — 6 A*  , 

3a  — i b 6a3  + 5ai  — • 6ia 


5 1 . A l’égard  de  la  division  des  fractions , les  règles  sont 
fondées  sur  le  principe  que  le  produit  du  diviseur  multiplié 
par  le  quotient  doit  être  égal  au  dividende.  D’après  cela  pour 
diviser  une  fraction  par  une  fraction , on  multiplie  la  fraction 
dividende  par  la  fraction  diviseur  renversée.  Ainsi  pour  divi- 
serpar  -j- , on  multiplie  — - par  et  le  résultat  est 

ad 
bc  ‘ 

Si  l’on  avait  à diviser  un  entier  par  une  fraction  , ou  une 
fraction  par  un  entier,  on  donnerait  à l’entier  pour  dénomi- 
nateur l’unité , et  ce  cas  rentrerait  dans  le  précédent. 

Si  l’on  avait  un  entier  joint  à une  fraction  , soit  au  divi- 
dende, soit  au  diviseur,  soit  dans  l’un  ou  dans  l’autre,  on 
réduirait  l’entier  en  fraction , comme  il  a été  dit. 

5a.  11  est  quelquefois  utile  de  ne  faire  qu’indiquer  la  mul- 
tiplication ou  la  division  des  fractions,  et  d’examiner  s’il  n’y 
a pas  de  facteurs  communs  au  numérateur  et  au  dénomina- 
teur , afin  de  les  supprimer.  Ainsi, 

o*  — b%  c1  — a cd  -t-  d1 (a  ■+■  b)  (a  — b)  ( c — d)  (c  — d) 

— d%  ^ a*  + * a b f b*  {a  -r-  d)  {y  -r-d)  (a  -t-  b ) (a  -t-  b) 

(a  — A)  (c  — d)  ac  — b c — ad  + bd 

(c  -t-  d)  (a  •+-  b)  a c + b c ad  bd 

On  a supprimé , ayant  la  multiplication , las  facteurs  a— b 
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et  c — d dans  le  numérateur  et  dans  le  dénominateur.  Ces 
artifices  de  calcul  s’apprennent  avec  l’usage  ; il  faut  d’abord 
se  familiariser  beaucoup  avec  les  règles  générales. 

Des  Equations. 

53.  La  notation  par  laquelle  on  indique  l’égalité  de  deux 
quantités,  se  nomme  équation.  Les  deux  quantités  peuvent 
être  monomcs  ou  polynômes.  Nous  avons  déjà  dit  que  pour 
marquer  l’égalité  des  quantités  a et  b , par  exemple,  on  écrit 
a zz  b , et  qu’on  prononce  a est  égal  à b , ou  a égale  b. 

On  donne  le  nom  de  premier  membre  de  l’équation  à la 
totalité  des  termes  de  la  quantité  placée  à la  gauche  du  signe, 
et  celui  de  deuxième  membre  de  la  même  équation  , aux 
termes  de  la  quantité  écrite  à droite  du  signe.  Ainsi  dans 
l’équation  a — b , a est  le  premier  membre , et  b est  le  second. 
Dans  celle-ci  ,3a  — 4 b a c — 6 d.  Le  premier  membre 
comprend  3 a — 4 b , et  le  deuxième  i c — 6 d. 

Les  équations  servent  à exprimer  la  relation  qui  existe 
entre  les  nombres  qui  y sont  employés.  Cette  relation , en  gé- 
néral, fournit  des  moyens  pour  connaître  les  nombres  incon- 
nus à l’aide  de  ceux  qui  sont  connus.  C’est  l’usage  des  équa- 
tions qui  a donné  à l’Algèbre  une  supériorité  décidée  sur 
l’Arithmétique  ; les  anciens  qui  en  étaient  privés  , n’ont  pu 
pousser  la  science  de  l’analyse  aussi  loin  que  les  modernes. 

Former  et  résoudre  des  équations  , voilà  le  bût  des  Ma-, 
thématiques.  Le  calculateur  qui  fait  une  addition  , ou  une 
soustraction  , ou  une  multiplication  , ou  une  division  , forme 
et  résojit  une  équation  entre  les  nombres  donnés  et  la  somme, 
ou  la  différence  , ou  le  produit , ou  le  quotient , qui  sont  les 
nombres  cherchés.  L’astronome  qui  veut  calculer  une  éclipse, 
doit  aussi  former  et  résoudre  une  équation  entre  le  nombre 
inconnu  qui  donne  l’époque  du  phénomène  , et  les  nombres 
connus  qui  dépendent  des  mouveinens  des  corps  célestes. 
Quand  l’illustre  auteur  de  la  mécanique  céleste  a déterminé  la 
parallaxe  du  soleil  par  le  calcul , il  a formé  et  résolu  une 
équation  entre  le  nombre  qui  l'exprime  et  d’autres  nombres 
connus  , ayant  avec  le  premier  un  rapport  rigoureux.  Même 
dans  la  science  conjecturale  de  prévoiries  événemens  futurs, 
le  profond  politique  forme  et  résout  une  équation  entre  les 
chances  favorables  et  les  chances  défavorables , exprimées  en 
nombres , les  unes  et  les  autres.  Former  et  résoudre  une  équa- 
tion entre  cc  que  l’on  connaît  et  ce  que  l’on  cherche , est  donc  le 
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bot  général , quand  on  se  propose  de  faire  une  découverte. 
Voyons  comment  on  sait  l’atteindre. 

Les  auteurs  classiques  les  plus  estimés  n’ont  point  encore 
pu  donner  des  règles  toujours  sûres  et  faciles  à pratiquer 
pour  former  une  équation.  Voici  ce  qu'ils  ont  dit  de  plus 
direct  à ce  sujet  : 

i°.  Exprimer  avec  des  lettres  le  nombre  ou  les  nombres 
qu’on  cherche.  On  destine  a cet  usage  les  dernières  lettres  j-, 
'y , z , etc.  de  l’alphabet  ; 

a°.  Exprimer  de  même  , ou  en  chiffres  , les  nombres  don- 
nés. Si  on  emploie  des  lettres  , on  prend  les  premières  de 
l’alphabet , a , b , c , etc.  ; 

3°.  Examiner  de  quels  nombres  il  faut  indiquer , ou  la 
somme,  ou  la  différence,  ou  le  produit , ou  le  quotient,  ou 
une  puissance  , ou  une  racine , etc.  Faire  une  indication  avec 
les  signes  convenables; 

l\°.  Déterminer  deux  expressions  équivalentes  d’nne  même 
quantité,  en  fonction  des  nombres  cherchés  , c'est-à-dire  con- 
tenant ces  nombres  d’une  manière  quelconque  ; mettre  enfin 
le  signe  de  l’égalité  entre  ces  deux  expressions  , et  l’on  aura 
l’équation  demandée. 

On  formera  de  même  d’autres  équations , s’il  y a lieu. 

La  quantité  dont  on  détermine  deux  expressions  équiva- 
lentes pour  former  l’équation  , peut  être  simplement  ou  un 
nombre,  ou  une  somme,  ou  une  différence , ou  un  produit, 
ou  un  quotient , ou  etc.  Elle  peut  être  aussi  composée  de 
ces  différentes  fonctions  à la  fois. 

Ce  qne  ces  règles  ont  d’abstrait , s’éclaircira  et  deviendra 
intelligible  par  des  exemples;  mais  il  nous  a semblé  utile  d« 
les  énoncer. 

On  a partagé  les  équations  en  différons  degrés.  Une  équa- 
tion est  du  premier  degré , lorsque  les  nombres  inconnus  n’y 
sont  multipliés  ni  par  eux-mêmes , ni  entre  eux.  Nous  com- 
mencerons par  cette  espèce  d’équations. 

Des  Equations  du  ier  degré  à une  seule  inconnue , 

54-  Résoudre  une  équation  du  premier  degré  à une  seule 
inconnue,  c’est  faire  en  sorte  que  la  lettre  qui  représente  la 
quantité  inconnue  soit  seule  dans  un  membre  de  l’équation, 
tandis  que  l’autre  membre  ne  renferme  qne  des  quantités  con- 
nues. C’est  ordinairement  dans  le  premier  membre  que  la 
lettre  ou  la  quantité  inconnue  doit  se  trouver  seule. 

Les  règles  pour  réfoudre  cette  sorte  d’équations  se  réduisent 1 
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& trois,  suivant  que  la  quantité  inconnue,  ou  simplement 
l’inconnue  fait  partie  d’une  somme  ou  d’une  différence  , ou 
d’un  produit , ou  d’un  quotient , ou  d’une  combinaison  de  ces 
fonctions. 

55.  Pour  dégager  l’inconnue , lorsqu’elle  se  trouve  méléc 
avec  des  quantités  connues  par  voie  d’addition  ou  de  sous- 
traction , c’est-à-diTe  quand  elle  entre  dans  une  somme  ou 
dans  une  différence , on  fait  passer  dans  le  premier  membre 
tous  les  termes  où  se  trouve  l’inconnue , et  dans  le  deuxième 
membre  tous  les  termes  composés  des  nombres  donnés.  Cela 
se  fait  en  supprimant  chaque  terme  dans  le  membre  où  il  est., 
•et  en  l’écrivant  dans  l’autre  avec  un  signe  contraire.  Ainsi 
l’équation  6x-\-i— 5x~{-io  devient  6 x—  5 x—  io  — 4, 
ou  en  réduisant,  on  ax=:6. 

Pareillement  l’équation  t±x  — io=  14  — sæ,  devieqt 

x - j-  a * = 14  + io,  ou6  xs  a4-  On  dira  bientôt  com- 
ment on  trouvera  qu’ ici  .r  rs  4-  . t 

Il  est  facile  de  se  rendre  raison  de  cette  règle.  En  effet , soit 
l’équation  x -f-  b = a.  Si  de  deux  quantités  égales , on  re- 
tranche le  même  nombre,  les  restes  sont  égaux.  .Retranchons 
donc  b de  part  et  d’autre,  nous  aurons  * -|-  h — b — a — b; 
mais  x -J-  b — se  réduit  à x , donc  x — a — b.  Ce  résultat 
fait  voir  que  pour  faire  passer  un  terme  positif  du  premier 
membre  dans  le  second,  il  faut  le  supprimer  dans  le  premier, 
et  l’écrire  dans  le  second  avec  le  signe  de  la  soustraction. 

Pareillement  l’équation  a — b -j-  c devient  a — c~b-\-c 

— c,  ou  a — c — b.  On  retranche  d’abord  la  quantité  c du 
premier  et  du  deuxième  membre  de  l’équation  ; ce  qui  donne 
les  différences  égales , a — c — b-\-c  — c.  On  réduit  en- 
suite le  deuxième  membre,  et  on  a a — c ~ b.  Concluons 
de  là  qu’il  est  permis  de  supprimer  un  terme  positif  dans 
le  second  membre,  pourvu  qu’on  l’écrive  dans  le  premier 
avec  un  signe  contraire. 

De  môme  si  l’on  a a — c ’ZZ  b , on  en  conclura  a — c -f-  c 
~ b -j-  c , ou  a :=  b -f-  c.  On  peut  donc  supprimer  aussi  un 
terme  négatif  dans  un  nombre  , et  l’écrire  dans  l’autre  avec 
un  signe  contraire.  Dans  ce  dernier  exemple,  on  ajoute  une 
même  quantité  à des  quantités  égales , et  il  en  résulte  des 
sommes  égales. 

Si  après  celle  transposition,  ce  qui  reste  des.*,  avait  le  signe 

— , on  changerait  le  signe  de  chaque  terme  de  l’équation  : 
soit  l’équation  ix  — 4 — 3 * — 6.  On  en  conclut  2 x — B r 

— — 6 -J-  4 j et  en  réduisant  il  vient  — x — a ; enfin 
x 2 a.  En  effet,  on  pouvait  transposer  les  x dans  le  second 
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membre  , et  les  nombres  connus  dans  le  premier.  Alors  o* 
aurait  obtenu  l’équation  — 4-|-6=3x— -ax,  et  en  réduisant 
on  aurait  eu  a — x,oux=a. 

56.  Soit  maintenant  l’équation  4 x — 6 ~ la  — ax.  On 
en  conclut  d’abord  4x-|-ax  ia-f-6,  ou6x  — 18  ; et 

enfin  x n:  y = 3.  Si  donc  après  la  transposition  des  x dans 
le  premier  membre,  et  des  nombres  connus  dans  le  second, 
x a un  coefficient , il  faut  le  supprimer  , écrire  x seule  , et 
diviser  le  second  membre  par  ce  même  coefficient.  Ainsi  de 
l’équation  io  x — a4  = 3a  a x , on  obtient  successivement 
10 x — a x~  3a  -f-  a4  , puis  S x~56.  Enfin  x — j = 7. 

En  effet,  soit  l’équation  bx  = a.  On  peut  regarder  a 
.*  comme  un  produit  dont  les  facteurs  sont  x et  b ; donc  le  fac- 
teur x est  égal  au  produit  a divisé  par  le  facteur  b ; donc  si 


bx-zza  , on  doit  avoir  x — — ; ce  qui  démontre  générale- 


ment la  règle  donnée. 

Si  les  nombres  connus  étaient  exprimés  par  des  lettres , et 
qu’après  la  transposition  il  y eût  plusieurs  termes  affectés  de 
l’inconnue  , la  règle  serait  la  même.  Soit  l’équation  a x - {- 
bc  — cxzzl  a c — b t.  On  a d’abord  a x-\-bx  — cx~ac  — bc  ; 
ensuite  comme  ax  + bx  — ex  — ( « + b-c).  x,  on  a x rs 

ac  ? c — . Ainsi  il  faut  laisser  x seule  , et  diviser  le  second 

a -h  b — c 

membre  par  la  totalité  de  a -j-  b — c , quantité  qu’on  peut 
regarder  comme  le  coefficient  de  l’inconnue. 

Si  l’on  avait  x -j-  ax  — T b -|-  ex,  on  en  conclurait 

successivement  x + ax  — cx'ZZ  ab  -j - b c ; ensuite  x ( 1 -}-  a 

— c ) a £ -f-  &c  ; enfin  x — ob  + />c  . ^ faut  Je  rappeier 

1 •+■  a — c 


que  le  coefficient  du  terme  x est  1 . 

57.  Pour  dégager  l’inconnue  d’un  diviseur  ou  d’un  déno- 
minateur, il  faut  multiplier  les  autres  termes  par  ce  dénomi- 


nateur. Ainsi  de  l'équation  — = 6 , on  tire  celle-ci , x=  6.4 

4 


ss:  »4.  En  effet , soit  — — — a.  On  peut  regarder  x comme  le 


dividende  , b comme  le  diviseur  , et  a comme  le  quotient 
d’une  même  division.  Or  le  dividende  étant  égal  au  produit 
du  diviseur  multiplié  par  le  quotient , on  doit  avoir 
ce  qui  démontre  la  règle.  » 
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Si  on  roulait  faire  évanouir  à la  fois  plusieurs  dénomina- 
teurs , on  multiplierait  chaque  terme  par  le  produit  des  dé- 
nominateurs des  autres  termes;  on  donnerait  l’unité  pour 
dénominateur  aux  termes  qui  n’en  auraient  point. 

Soit  l’équation  : 


3i  , ai  , 4* 

— + a=-r  + i°~ 

On  aura  l’équation , 

3.r.3.5-|-2.4-3.5:=:ax.4.5-|-io.4.3.5  — 4 r . 4 . 3 ; 
ou  45  x + 1 20  — 40  x -J-  600  — 48  x ; 

ou  45  x — 40  x 48  x 600  — 120; 

ou  bien  53  x — 480  ; 

enfin  x r=  — = o — . 

53  y SS 


Voici  la  raison  de  cette  règle  : Après  avoir  donné  l’unité 
pour  dénominateur , aux  termes  qui  n’en  ont  point , on  peut 
considérer  tous  les  termes  de  l’équation  comme  des  fractions. 
Si  on  voulait  réduire  ces  fractions  au  même  dénominateur  , 
on  multiplierait  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  chacune 
d’elles  par  le  produit  des  dénominateurs  de  toutes  les  autres , 
cela  ne  changerait  rien  à l’équation.  On  pourrait  réduire 
toutes  les  fractions  du  premier  membre  à une  seule  , par  la  règle 
de  l’addition  des  fractions,  et  opérer  de  même  pour  les  fractions 
du  deuxième  membre  ; alors  l'équation  exprimerait  l’égalité  de 
deux  fractions.  Si  ensuite  on  supprimait  les  dénominateurs  , 
égaux  par  supposition , il  resterait  encore  une  équation  entre 
les  numérateurs,  puisque  deux  fractions  égales  ne  peuvent 
manquer  d’avoir  leurs  numérateurs  égaux  , quand  leurs  dé- 
nominateurs le  sont.  Or , c’est  ce  que  nous  avons  fait , et  ce 
que  nous  prescrivons  de  faire  : la  règle  est  donc  rigoureuse. 

Reprenons  l’équation  précédente , et  laissons  les  dénomina- 
teurs jusqu'à  la  fin. 

3 X , 21 

h 1 =:  -r- 

4 ‘ 3 


Premier  changement , en  donnant  l’unité  pour  dénomina- 
teur aux  nombres  entiers  a et  10  : 


3i  , 2 21  - 10  \x 

4 +-  = T +T-~ 5 
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Deuxième  changement,  en  réduisant  au  même  dénominateur  : 

3 x . 3 . 5 ! a . 4 - 3 . 5 ax. 4 .5  j 10.4. 3. 5 4-r  *4.3 

4.3.5  "*  4-3.5  3.4.5"  * 4-3.5  5.4-3  ' 

Troisième  changement , en  rétmissant  en  une  seule  fraction 
celle  du  premier  membre  d’une  part , et  celle  du  second  de 
l’autre , et  faisant  en  outre  les  multiplications  indiquées  : 

45x  -f-  lao  4ox  -+-  600  — 48x 

60  60 

Quatrième  changement , en  supprimant  les  deux  dénomi- 
nateurs , 

45*  -{-  xao  = \ox  -j-  600  — 48*; 

Le  reste  de  l’opération  s’exécute  d’après  les  régies  données 
et  expliquées  ci-dessus. 

58.  Si  les  termes  étaient  des  quantités  littérales  , on  sui- 
vrait la  même  marche.  Soit!  l’équation  : 


t 


a x 
~b 


mx 

n 


d. 


On  aura  successivement , 

ax.  n — b.c.n  “ mx.b  -f-  d.b.n  ; 
anx  — ben  — mbx  -f-  bnd  ; 
anx  — mbx  — bnd  -f-  ben  ; 

X (an  — brn)  — brnd  -j-  ben  j 


enfin 


x — 


bmd  -+-  ben 
an  — brn 


Soit  encore  l’équation  : 


ax 

a — b 


+ 4 b — 


ex 

Sa  + b 


On  aura  successivement  , i°.  en  indiquant  les  calculs  : 

a*  (3a  -f  b)  +4*  X («  — 4)  (3« + *)=f* (a—*]î 

2°.  en  faisant  les  calculs  : 3 cfx  4“  a&x  "h  — iiab 9 

4-  4ai*  — 4 b3  = aex  — bcx  ; 

3°.  en  réduisant  : 3a*je  -J-  abx  -j-  x 2a* b — 8 ai1  — 4^5  SS 
aex  — bcx  ; 

4°.  en  transpossant  : Za'x-\-abx  — aex  -f-  bcx  ~ 8 ah' 

4iJ  — i 

5°.  en  divisant  par  la  totalité  des  coefficiens  de  x : 

8 ab*  4é5  — lào’i 

yc  22Z  

3a3  •+•  ab  — ac  + be 
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■Applications  des principes précédens  à la  résolu- 
tion de  quelques  questions  ou  problèmes. 

5g.  Tout  problème  est  une  sorte  d’énigme  à deviner.  Pour 
le  résoudre , il  faut  qu’il  y ait  des  rapports  bien  déterminés 
entre  ce  que  l’on  cherche , et  ce  que  l’on  connaît.  On  exprime 
ces  rapports  par  des  équations  ; et  la  résolution  des  équations 
donne  celle  du  problème. 

Ier  PROBLÈME  : Deux  piles  de  boulets  contiennent  en- 
semble 344  boulets  : il  y en  a G4  de  plus  dans  l’une  que  dan* 
l’autre , combien  chaque  pile  en  renferme-t-elle  ? 

Appliquons  les  règles  données  pour  mettre  le  problème  en 
équation.  D’abord  nous  avons  quatre  nombres  à employer , 
savoir  chacun  des  nombres  cherchés , la  somme  344  et  leur 
différence  64.  Représentons  le  plus  petit  par  x ; le  plus  grand 
sera  évidemment  x -}-  64.  Nous  avons  sans  peine  deux  ex- 
pressions équivalentes  de  leur  somme  , savoir  le  nombre  tout 
connu  344  et  x -1-  x -f-  64  ; donc  l’équation  sera 

a a;  -J-  64  =344. 

Maintenant  pour  la  résoudre,  il  faut,  i°.  transposer  64 
du  premier  membre  dans  le  second  , ce  qui  donne  2 x 
344  — 64  — 280  ; 2°.  diviser  le  second  membre  par  a,  coeffi- 
cient de  l’inconnue  x , ce  qui  donne  x — 1 40.  Le  plus 

petit  nombre  étant  140 , le  plus  grand  , ou  .r  -+-  64  sera  140 
•+•  64  ou  204.  En  effet,  la  somme  de  ces  deux  nombres  est 
344,  et  leur  différence  est  64.  Il  y avait  donc  204  boulets 
dans  une  pile  , et  140  dans  l’autre. 

Le  problème  précédent  n’est  qu’un  cas  particulier  de  cette 
question  générale  : Trouver  deux  nombres  , dont  on  connaît 
la  somme  et  la  différence.  Voici  comme  on  la  résout  généra- 
lement : 

Soit  s , leur  somme  , d leur  différence , et  x le  plus  petit  ; 
le  plus  grand  sera  x -J-  d.  Leur  somme  x -\-x-\-d,  ou  ix  -\~d 

— s ; donc  a x — s — d , et  x — *- ; c’est  la  valeur  du 


plus  petit.  Le  plus  grand  = 


+ d = 


s — d a d 


De  ces  deux  valeurs  des  nombres  cherchés , on  tire  cette 

% 

règle  générale  : Ajoutez  ensemble  la  somme  et  la  différence 
des  nombres  cherchés  ; prenez  la  moitié , et  ce  sera  le  plus 


Digitized  by  Google 


104  COURS  DJ!  MATHÉMATIQUES, 

grand  ; de  la  somme  des  nombres  , retranchez  leur  différence , 
«t  prenez  la  moitié,  ce  sera  le  plus  petit.  Ou  donne  cett« 
même  règle  de  cette  autre  manière  : Ajoutez  ensemble  la  moitié 
de  la  somme  et  la  moitié  de  la  différence , et  vous  aurez  le 
plus  grand  ; de  la  demi-somme  ôtez  la  demi-différence  , et 
vous  aurez  le  plus  petit.  Cette  seconde  règle  est  évidente  aussi , 

. s + d s d s — d s d 

puisque  — — -4-  — , et  que  — — 

a a a a a a 

Ces  deux  règles  font  voir  l’avantage  qu’on  retire  d’expri- 
mer les  nombres  par  des  lettres  ; alors  les  résultats  qu’on  ob- 
tient appartiennent  à tous  les  cas  semblables , qui  ne  dif- 
fèrent que  par  la  valeur  des  nombres.  Voici  un  autre  avan- 
tage qu'on  sentira  mieux  par  la  suite. 

_ ,,,  . s — d 

Dans  1 équation  x zz  , ou  a x zz  s — d , on  peut 

2 

trouver  s , si  on  connaît  x et  rf;  ou  d , si  l’on  sait  la  valeur 
de  s et  de  x.  De  même  si  l’on  désigne  le  plus  grand  nombre 

par  x' , l’équation  x 1 zz  , ou  ix'  zz  s -)-  d , fait  voir 

qu’on  aura  la  valeur  de  s par  celle  de  x1  et  par  celle  de 
d , ou  la  valeur  de  d par  celle  de  s et  par  celle  de  x1.  U suffit 
alors  de  résoudre  l’équation  , par  rapport  à la  lettre  que  l’on 
regarde  comme  inconnue.  C’est  en  ce  sens  que  nous  avons  dit 
qu’une  équation  exprime  une  relation  nécessaire  entre  les 
nombres  qui  y sont  employés. 

IIe  PROBLEME  : Trois  bombes , la  première  de  ia  pouces, 
la  deuxième  de  io  pouces,  et  la  troisième  de  8,  pèsent  ers* 
semble  ij)3  kilogrammes.  La  bombe  de  îa  pouces  pèse  aa 
"kilogr.  de  plus  que  celle  de  io  pouces  , et  celle-ci  29  kilogr. 
de  plus  que  celle  de  8 pouces.  Quel  est  donc  le  poids  de 
chaque  bombe  ? 

Je  représente  le  poids  de  la  bombe  de  8 pouces  par  x ; celui 
de  la  bombe  de  10  pouces  sera  x -J-  29  ; et  celui  de  la  bombe 
de  1 2 pouces  sera  x -4-  29  -f-  22 , ou  x -|-  5 1 : tous  ces  poids 
sont  évalués  en  kilogrammes.  Voilà  donc  les  nombres  cher- 
chés qui  sont  exprimés.  Maintenant , pour  former  l’équation , 
il  «st  facile  d’avoir  deux  expressions  équivalentes  de  la  somme 
de  tons  les  poids;  l’une  est  le  nombre  tout  connu  i43,  l’autre 
«st  ix  -j-  80,  en  réunissant  ensemble  les  trois  poids  x , x 
-J-  29  , et  x -f-  5i.  Donc  on  a l’équation  : 

3 x -J-  80  zz  i43. 
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Pour  la  résoudre  , je  transpose  le  terme  connu  80  du  pre- 
mier membre  dans  le  second  , et  j’ai  3 x ” 1 43  — 80  = 63  , 
en  faisant  la  réduction  ; je  divise  par  le  coefficient  3 de  l’in- 
connue , et  j’obtiens  = ai. 

On  a donc  pour  le  poids  de  la  bombe  de  8 ponces,  ai  kilo- 
grammes; pour  celui  de  la  bombe  de  io  pouces,  ai  -j-  29,00 
5o  kilogr.  ; enfin  5o  -f-  2a  ou  7a,  pour  celui  de  la  bombe  de 
ia  pouces.  Effectivement  ces  trois  poids  réunis  font  i43  , ce 
qui  vérifie  complètement  le  calcul. 

Si  l’on  prenait  x pour  désigner  le  poids  de  la  bombe  de 
12  pouces  , celui  de  la  bombe  de  10  pouces , serait  a?  — 22,  et 
celui  de  la  troisième  bombe  serait  x — 22  — 29 , ou  x — 5i. 
L’équation  deviendrait  3 x — 73  zz  1 4 3 , et  on  en  tirerait 
successivement  ix  — 1 43  -j-  73  = 216  et  a:  zr  îjî  — 72  ; 
donc  x — aa  — 5o,  et  a?  — 5i  zz  ai.  Ou  obtient  donc  les 
mêmes  poids  qu’on  a déjà  trouvés. 

Il  en  serait  de  même , si  l’on  désignait  par  x le  poids  de 
la  bombe  de  10  pouces  ; alors  on  aurait  x -f-  22  pour  celui  de 
la  bombe  de  12  pouces,  et  x— *29  pour  celui  de  la  bombe  de 
8 pouces.  La  somme  des  trois  poids  serait  x x -j-  22  -j-  x 
— 29 , ou  3 x — 7 ; donc  3x  — 7"  i43  ; d’où  l’on  conclut 
3 x — i43  -4-7  i5o,  et  x — zr  5o.  Ayant  le  poids  de 
la  bombe  de  10  pouces  , on  aurait , d’après  l’énoncé  du  pro- 
blème , 5o  -j-  22 , ou  72  pour  celui  de  la  bombe  de  12  pouces, 
et  5o  — « ■ 29,  ou  21  pour  celui  de  la  bombe  de  8 pouces.  La 
somme  des  trois  poids  est  effectivement  14  3. 

Si  l’on  représentait  par  des  lettres  les  nombres  donnés , on 
obtiendrait  des  résultats  qu’on  pourrait  transformer  en  règles 
pour  résoudre  tous  les  problèmes  du  même  genre. 

IIIe  PROBLÈME  : Partager  2i375  cartouches  de  fusil  à 
trois  détacliemens  dont  les  forces  sont  proportionnelles  aux 
nombres  3 , 5 et  1 1 ; c’est-à-dire , dont  le  premier  est  les  j 
du  second  et  les  L du  troisième. 

Soit  3x  le  nombre  de  cartouches  que  doit  avoir  le  premier 
détachement  ; on  aura  5*  pour  le  second  détachement , et  1 iac 
pour  le  troisième.  En  effet  3x  est  les  \ de  5ar,  et  les  - de 
11*.  On  a été  guidé  dans  le  choix  de  ces  nombres  par  la 
double  condition  qu’ils  fussent  proportionnels  aux  nombres 
3 , 5 et  1 1 , et  qu’ils  restassent  inconnus  ou  indéterminés. 

L’autre  condition  est  que  leur  somme  soit  égale  à ai 37 5 ; 
donc  l’équation  est, 

3x-J-5x-f-iix  — 2i375.  - 
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On  en  conclut  19*  zz  ai'i'jS  ; ensuite  x zz  al3,  **  zz  1 11 5, 

>9 

On  aura  donc  pour  le  premier  détachement  3x  zz  3375; 
pour  le  second,  Sx  zz  56a 5 ; pour  le  troisième  , nx  zz 
ia375.  En  effet  leur  sopime  zzz  21375. 

Si  on  fait  x égale  au  nombre  que  doit  avoir  le  premier 

détachement,  on  aura  — pour  le  second,  et  î-j-  pour  le 
troisième  ; donc , 

x ~T  ■+*  ~T~  = ai375- 

Faisant  évanouir  les  dénominateurs,  et  réduisant  les  termes 
semblables  du  icr  membre,  on  a 19*=  64ia5. 

De  là  x zz  — i— — = 3375  ; voilà  pour  le  premier 

détachement.  On  en  conclura  ~ zz  ~-3-3-Z?  =3  l63îf  = 56a5 , 

pour  le  second;  enfin  ~ = Z1'33-7-!  = l7  — = la375  ; 

comme  par  le  premier  calcul. 

Pareillement  si  l’on  prend  x pour  désigner  le  nombre  de 

cartouches  du  second  détachement  , on  aura  — pour  le 

5 

• 1 jj? 

premier , et  pour  le  troisième.  La  somme  de  ces  nombres 
5 

étant  égale  à 31375,  on  a l’équation 

— + * + — = ai375, 

De  laquelle  on  tire  pour  le  second  détachement.  . . . 

xzzl^H  = 5635. 

>9 

. „ j 3a:  3.56*5  16875 

On  aura  donc  — — — - — — — ^ — 3375  pour  le  pre^ 

. 11a:  ti.56a5  61875 

mier;  et  -j-  ZZ  — ^ — — — - — =:i a375  pour  le  troisième; 
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tou  jours  comme  par  le  premier  calcul.  On  parviendrait  encore 
aux  mêmes  résultats  , en  prenant  pour  inconnue  le  nombre  de 
cartouches  du  troisième  détachement. 

Cette  question  rentre  dans  ce  qu’on  nomme  la  règle  de 
société , en  arithmétique , laquelle  consiste  à partager  un 
nombre  donné  en  parties  proportionnelles  à des  nombres 
donnés.  On  n’a  point  employé  les  proportions , à l’instar 
des  anciens  , pour  former  des  équations,  parce  que  l’Algèbre 
remplit  mieux  cet  objet  et  plus  directement. 

Si  l’on  représente  par  a le  nombre  qu’on  se  propose  de 
partager,  et  par  m,  n et  p,  les  nombres  auxquels  les  parties 
doivent  être  proportionnelles  , on  pourra  désigner  ces  parties 
par  mx , nx  et  px , quantités  évidemment  proportionnelles 
aux  nombres  rn , n et  p.  ; pour  lors  l’équation  sera  : 

m x nx  p x — a -,  ou  x (m  n p)  ~ 

TV  a 

Donc,  x — * 

m -h  n p 

Ainsi  mx  — — , pour  la  première  partie  ; 

m — n.  p 

nx  = — — — — — - — , pour  la  deuxième! 
va  4 

et  px  zr  — ; — , pour  la  troisième. 

m -J-  n -J-  p 

Delà  cette  règle  générale.  Multipliez  le  nombre  h partager 
par  le  nombre  auquel  est  proportionnelle  , la  partie  que 
vous  voulez  avoir  ; et  divisez  le  produit  par  la  somme  des 
nombres  proportionnels  , vous  aurez  cette  partie. 

1V°  PROBLEME  : Deux  courriers  partent,  l’un  de  Paris, 
l'autre  de  Fontainebleau  ; tous  deux  vont  à Lyon  et  suivent 
la  même  route.  Le  premier  part  3 heures  avant  le  second. 
Celui-ci  fait  9 kilomètres  à l’heure,  et  celui-là  en  fait  12.  Après 
combien  d’heures  et  à quelle  distance  de  Fontainebleau  se 
rejoindront-ils?  On  suppose  que  la  distance  de  Fontainebleàu 
à Paris  est  de  60  kilomètres. 

Représentons  la  route  par  la  ligne  ci-jointe. 


Désignons  Paris  par  P , Fontainebleau  par  F,  et  le 
point  de  rencontre  par  R. 
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II  est  évident  que  la  distance  P R , parcourue  par  le 
courrier  de  Paris  est  égale  à la  somme  des  distances  P F 
et  F R. 

Soit  x le  nombre  d’heures  que  le  courrier  de  Paris  est 
en  route,  on  aura  — 3 pour  celui  de  Fontainebleau.  Le 
premier  parcourra  ta.x  ou  12  x kilomètres,  et  celui  de 
Fontainebleau  9 y (*  — 3)  ou  9 x — 37  kilomètres  ; d’un 
autre  côté  PF  zr  60  kilomètres.  On  aura  donc  l’équation  : 

la  x — 60  -|-  9 x — 37. 


On  en  conclut  12  x — gx  zz  60  — - 27  ; ensuite  3 x 
33 

zz  33  ; et  x = — zz  11  k;  c’est  le  tems  employé  parle 

courrier  de  Paris.  Celui  du  courrier  de  Fontainebleau  sera 
égal  à 8 heures.  En  effet,  le  premier  aura  parcouru  1 1.1  a 
ZZ  i3a  kilomètres,  et  le  second  8 . 9 zz  7a  kilom.  Or  7a  et 
60  font  i3a  ; ainsi  le  point  de  rencontre  est  à i32  kilomètres 
de  Paris  et  à 7a  de  Fontainebleau. 

On  a formé  l’équation  entre  deux  expressions  équivalentes 
de  l’espace  parcouru  par  le  courrier  de  Paris.  On  aurait  pu 
employer  celui  du  courrier  de  Fontainebleau. 

Voici  une  autre  solution  , en  prenant  la  distance  P R 
pour  l’inconnue. 

Désignons  l’intervalle  P R , par  x ; on  aura  x — 60 
pour  F R. 

Pour  former  l’équation  , cherchons  deux  expressions 
du  même  terns,  de  celui  du  courrier  de  Paris  , par 
exemple;  ce  tems  est  évidemment  exprimé  en  heures  par 

, puisque  le  courrier  fait  îa  kilomètres  par  heure.  Pa- 
reillement celui  du  courrier  de  Fontainebleau  sera  donné 


en  heures  par  — — — ; mais  il  est  plus  petit  de  3 heures  que 


le  précédent , celui-ci  est  donc  encore  représenté  par 

9 

-f-  3.  Ainsi  on  aura  l’équation  : 

+ 3 = _1. 

9 >a 


Faisant  disparaître  les  dénominateurs  , on  a , 
ta  (x  — 60)  -f-  ï.9,1»  zz  x.9;  ou  lax  720  3a/|  zz  gx. 
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Transposant,  il  vient , 12X  — gx  = 720  — 3a 4.  Rédui- 
sant , on  trouve , 3x  3gG.  Enfin  divisant  par  3 , ou 

obtient,  * = — — i3a. 

3 

Voilà  pour  PR,  ou  le  chemin  fait  par  le  premier  courrier. 
Celui  du  second  sera  x — 60=  i3a  — 60  = 72,  comme 
par  le  calcul  précédent. 

Ve  PROBLÈME  : Supposons  que  les  deux  courriers  vont 
en  sens  contraire.  L’un  part  de  Fontainebleau  pour  Paris, 
et  l’autre  de  Paris  pour  Fontainebleau;  celui-ci  2 heures  après 
l’autre.  Où  et  après  combien  de  tems  se  rencontreront-ils  ? 

Représentons  encore  le  chemin  par  une  ligne  et  soit  toujours 
R le  point  de  rencontre. 

P jR  ' F 

Si  nous  désignons  par  x le  tems  en  heures  qu’emploie  le 
courrier  de  Paris  ; on  aura  ar+a  pour  celui  de  l’autre  courrier; 
l’espace  P R parcouru  par  le  premier,  sera  x . 12  ~ 12X , 
■et  l’espace  F R parcouru  par  le  second,  sera  g (x  -f-  2)  ou 
9 x+18. 

Pour  former  l’équation,  nous  prendrons  deux  expressions 
équivalentes  de  l’intervalle  P F.  L’un  est  le  nombre  tout 
connu  60  kilomètres  , l’autre  se  trouve  en  ajoutant  P R 
avec  FR,  ou  nx  avec  9 x -(-  18,  ce  qui  donne  t 

12*  -j-  gx  -j-  18  — 60. 

On  en  tire  21  x — Go  — 18  zz  42  ; ensuite  x — — — 2. 

ai 

Ainsi  le  courrier  de  Paris  court  pendant  uh , et  celui  de 
Fontainebleau  pendant  4h  • Le  point  de  rencontre  se  trouve  à 
une  distance  de  Paris  , représentée  par  P R =:  24  kiloin. , et  à 
une  distance  FR  r:  36  kilom.  de  Fontainebleau.  On  pourra 
s’exercer  à résoudre  cette  question,  en  prenant  l’intervalle  P R 
pour  l’inconnue. 

Si  on  veut  la  résoudre  d’une  manière  générale  , voici 
comme  on  peut  procéder  : - • 

Supposons  d’abord  que  les  courriers  vont  dans  le  même 
sens , et  que  A R soit  la  ligne  qu’ils  parcourent. 

A |B  |R 
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Soit  A B — a , l'intervalle  des  points  de  départ  ; R , le  point 
de  réunion  ; b , le  nombre  d’heures  ou  d’unités  de  tems 
dont  le  départ  d’un  courrier  diffère  de  celui  de  l’autre; 
<-  et  d leurs  vitesses  respectives  , c étant  > d ; x l’inter- 
valle A R.  On  aura  par  conséquent  l’intervalle  BR  rz  x — a. 
. Nous  formerons  l’équation  entre  deux  expressions  du  tem* 
employé  par  le  même  courrier.  Celui  du  courrier  parti  de  A 

est  — , et  celui  de  l’autre  est  Si,  comme  dans  l’exemple 

C fl 

. ' » 

précédent , ce  dernier  est  plus  petit , on  aura  —j—  -f-  4 pour 
seconde  valeur  du  premier.  Donc  , 


+ b = 


X 

c 


Faisant  évanouir  les  dénominateurs  , on  a : 
c ( x — a) b . c . d ,=z  x . d on  c x — ac  -f-  b c d — d x-, 
Transposant , il  vient  car  — dx  zr  a c — b c d ; 

Décomposant  en  facteurs , et  divisant , on  trouve  x — — — — ; 

c’est  la  valeur  de  A R. 

Celle  de  B R est x — a “ rJjL — ££2  — «zi 

c — d , 

c(a — bd) — a(c — d ) ac — bcd ■ — oc+ad  ad — bcd  d{a — bc) 

c — d c — d c — d c — d 

Soit  a zz:  60  ; b zz  a;  c ~ l'i  ; d ~ g , on  aura  x ~ 

ix  (60  — x.o)  720  — aif*  5o4  

— : — — — — — — 1 o8'™o«ff. , et  x — a 

12  — 9 3 3 

r=  168  — 60“  io8kUon>-  F.ffectivement  le  tems  employé  sera 
^ “ 14 b pour  l’un,  et  iiî  ou  i»h  pour  l’autre.  Fa  différence 
de  tems  est  donc  1 , comme  on  l’a  supposé. 

Si  le  courrier  parti  du  point  A sc  mettait  le  dernier  en  route  , 
il  suffirait  de  changer  le  signe  du  terme  où  b est  facteur , pour 
exprimer  cette  condition  ; parce  que  la  seconde  expression 

• -,  , x — a 

du  tems  employé  par  ce  courrier  serait  —y b , au  lieu 


d’être 


. , .....  ,,  . _ cla  + bd) 

-J-  b ; ainsi  1-  intervalle  A R ou  a:  et  - — , 


. — d 


.un  _ + bcj 

et  B R , ou.r  — a ~ — . 

c — d 
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Soit  a — 6o  lc.il.  b — 2h  ; c Z3  ia*a-;  d zr  g ; alors  x — 

>J.(6o*».o)  12.78  . » ... 

■ — — — ; — = 4.78=  3i2*“i.  : ensuite.?;  — 

13—9  3 

a = 3ia  — 60  ==  a5a  : le  tems  employé  est  — 26  pour 
l’un , et  1=  28  pour  l’autre.  Différence  2. 

Passons  au  cas  où  les  courriers  vont  en  sens  contraire. 
Soit  A B = a , l’intervalle  des  points  de  départ , A et  B ; 

A.  I R.  B. 


R le  point  de  rencontre  ; b la  différence  des  tems  employés  ; 
c et  d les  vitesses  respectives,  égales  ou  inégales  indifférem- 
ment ; c celle  du  courrier  parti  de  A,  et  d celle  de  l’autre;  x 
l'intervalle  A R , et  <7  — x l’intervalle  BR. 

On  formera  toujours  l’équation  entre  deux  expressions  du 


même  tems  ; l’un  sera  — , et  l’autre 

C 

lui-ci  le  plus  grand  , on  aura  ; 


-.  Supposons  ce- 


— b. 


Donc  x . d — c (a — x')  — b.c.d , ou  d x s:  a c — ex  — bcd. 
Ensuite  cx-j-dx  — ac  — bcd. 


■—  r ac  — bcd 

Enfin , x — ■ 


c (a  — bd) 


et  a ■ 


d(a  -t-  b c) 


,.8t 


c + d c + d c -b  d 

Soit  a — 6oka-;  b — 2h  ; c = i2kU<  ; d — 9 ; donc  x — 

12.(60 — 2.9)  13.43  , . - 

■ — — = 12 . 2 — 24  ; et  a — x ~6o 

13+9  31 

. -w.  , . , 9.(60  + 2.13)  9. 

— 24  “ 36  , ou  bien  a — x~x'  — — — — 

13  + 9 31 

= 9 . 4 — 36.  Les  tems  sont  ^ — »h  , et  - 4h  1 dont  la 
différence  est  2. 

Si  le  courrier  parti  de  A se  mettait  le  premier  en  route,  il 
suffirait  de  changer  le  signe  du  terme  où  b est  facteur,  ce  qui 

, . c(a-bbd)  , d(a  — bc)  _ . 

donnerait  x ~ — , et  a — x ou  x == ; — . Ceci 

C-bd  C -b  d 

est  fondé  sur  ce  que  la  seconde  expression  du  tems  — , serait 


-J-  b , au  lieu  d’être  b. 
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Soit  a — 6okil-  ; b — ah  ; c—  iakil-  j d ~ B'1*1-  ; d’où  x — 

ia(6o  + a.8)  ia.76  91a  ......  „ , 

— ! — — = — — 45“- , 6.  et  a — * ou  x' 

12  + 8 20  20 


. c 6 

— 60  — 45,6  ~ i4ki1, , 4*  Les  tems  sont  — — — 3>>  , 8 et 

ia 

t ih  8;  différence  — ah  ; ce  qui  rend  la  vérification 

o 

complète. 

Les  deux  dernières  questions  se  rapportent  directement  à 
la  partie  de  la  mécanique  qui  traite  du  mouvement  uniforme. 
L’exemple  le  plus  simple  et  le  plus  familier  de  ce  mouvement , 
se  rencontre  dans  les  machines  qui  mesurent  le  tems  , telles 
que  les  montres  , pendules  , ou  horloges.  Soit  donc  proposée 
cette  question  : 

VIe  PROBLÈME  : Trouver  tous  les  instans  où  l’aiguille 
des  minutes  d’une  montre  et  celle  des  heures  répondent  au. 
même  point. 

Il  est  d’abord  évident  qu’une  pareille  rencontre  se  fait  à 
midi  : cherchons  les  suivantes. 

Soit  a la  circonférence  entière  ; x l'espace  parcouru  par 
l’aiguille  des  heures  , depuis  midi  jusqu’au  point  de  rencontre 
qui  suit  immédiatement.  11  x sera  l’espace  parcouru  par  l’ai- 
guille des  minutes  dans  le  même  tems.  Le  même  espace  em- 
brasseaussi  la  circonférence  entière,  et  le  chemin  parcouru  par 
l’aiguille  des  heures  : ainsi  on  aura  l’équation  îaafrrrt-j-jc; 

a 

d’où  l’on  conclut  1 1 x~  a , et  x — — . Mais  l’aiguille  des 

heures  emploie  ia  heures  à parcourir  la  circonférence  entière  ; 
il  s’écoulera  donc  h , ou  une  heure  et  un  onzième  entre 
deux  rencontres  consécutives  ; ainsi  les  rencontres  se  feront 

à midi , à ih  ^ , à ah  ~ , à 3h  L à ioh  , et  à 1 ih  , 

ou  à 1 a1»  , ou  à midi  et  à minuit. 

Si  le  mouvement  des  planètes  autour  du  soleil  était  uni- 
forme, le  calcul  des  éclipses  se  réduirait  à ce  qui  précède  ; 
mais  il  en  est  autrement. 

Voici  quelques  questions  simples  pour  exercer  les  commen- 
çans.  On  se  contentera  d'en  donner  les  résultats  pour  servir 
à vérifier  les  solutions  qu’on  en  trouvera. 

Trouver  un  nombre  qui  étant  successivement  ajouté  à 1 3 et 
à 17  , donne  deux  sommes  qui  soient  l’une  à l’autre ^ comme 

4 est  à 5. ... . Itép.  3. 
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Un  père  a 8 fois  l’âge  de  son  fils , et  la  somme  des  deux 
âges  est  égide  à 36.  Quel  est  tdge  du  fils  P quel  est  celui  du 
père  ? . . . . Rép.  3a  et  4* 

On  donne  par  jour  une  gratification  de  1 f ao  c à un  jeune 
écolier  y quand  il  remplit  bien  son  devoir.  Il  paie  , au  con- 
traire , une  amende  de  76e  quand  il  y manque.  Au  bout  de 
3o  jours  , il  lui  reste  un  bénéfice  de  6f  76e  . Combien  y a-t-il 

de  jours  de  travail , et  combien  de  jours  de  paresse  ? 

Rép.  1 5 joncs  de  chaque  espèce. 

La  somme  des  diamètres  des  boulets  de  36  et  de  a 4 , est 
de  3 1 5 millim.  ; leur  différence  est  de  11  millimètres.  Quel 
est  donc  chaque  diamètre  P . . . Rép.  168  et  147- 

Un  entrepreneur  achète  des  bois  , qu’il  revend  ensuite 
2000  fr.  de  plus  qu’il  ne  les  a.  achetés.  A ce  marché  , il  gagne 
10  pour  cent  du  prix  qu’il  les  vend.  Combien  les  avait-il 
achetés  ? Rép.  18000  fr. 

On  a une  composition  d'artifice  , qui  , sur  1 5 kilogr.  de  sal- 
pêtre , contient  a kilogr.  de  soufre.  Combien  faudrait-il  y 
ajouter  de  salpêtre  , pour  que  sur  17  kilogr.  du  mélange  , il 
n’y  eût  plus  qu'un  demi-kilogramme  de  soufre  ? Rép.  5i  kilo- 
grammes. 

Des  Equations  du  premier  degré  à plusieurs 
inconnues. 

60.  Nous  supposerons  d’abord  d'eux  équations  et  deux  in- 
connues. c 

Soient  donc  les  deux  équations. 

ix  -f-  3 y 70,;  et  4*  -f-  5*  = i3o.i 

Résoudre  ces  équations , c’est  trouver  deux  nombres  qu’on 
puisse  y mettre,  l’un  à la  place  dfe  * , et  l’autre  à celle  d ey. 
Voici  une  règle  pour  arriver  à ce  but  : 

i°.  Onu  résout  chaque  équation  par  rapport  à l'iinv  des  in- 
connues ; a°.  avec  les  deux  valeurs  qui  en  résultent  pour 
cette  inconnue , on  forme  une  nouvelle  équation  ; 3°.  on  ré- 
sout celle-ci  par  rapport  à l’inconnue  qui  s’y  trouve  , ce  qui 
la  fait  connaître  entièrement  ; 4“-  oïl  en  substitue  la  valeur 
dans  l’une  des  expressions  qui  représentent  la  première  in- 
connue , ce  qui  la  fait  aussi  entièrement  connaître. 

Algèbre.  S 
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EXEMPLE  Ier. 


Appliquons  cette  règle  aux  deux  équations  précédentes  , 
que  nous  résoudrons  d’abord  par  rapport  à x. 

De  la  première,  on  tire,  en  transposant  : 2 X = 70  — 3/; 

. 70 — 3 y 

et  en  divisant , x zr 

2 

De  la  deuxième,  on  tire  pareillement,  d’abord,  4 * ~ i3o 


i3o  — • 5 y 

— 5/;  ensuite  x = — ■ 


De  ces  deux  équations  on  conclut  celle-ci  : 


i3o  — Sjr 
4 


t—  70  Fai  sant  évanouir  les  dénominateurs  on  a ( 1 3o — 5/) . 

a 

n ” (70  — 3.x  ) 4-  Effectuant  les  multiplications  , il  vient 
a6o — 10/ z =280 — ia/  ; transposant,  on  a 12 y — 10 y 

— a8o  — 260  ; réduisant , on  trouve  a y zr  ao  ; d’où , y zz  7 

— 10.  C’est  la  valeur  de  y. 

Substituant  10  pour  y dans  l’une  des  expressions  qui  re- 
présentent x dans  la  première  ; par  exemple  , on  trouve  x 

- ?°  3 ' If.  — 7.°  ~ 3°  s — r 20,  Telle  est  la  valeur 

2 a a 

de  x. 

En  effet , ax-j-  3_y  zr  a . ao  -f-  3 . 10  s=  40  ■+•  3o  = 70 ; 
et  4*  -J-  5 y zr  4 • a°  + 5 . 10  z:  80  -f-  5o  = i3o. 

Cet  résultats  sont  une  vérification  complète  du  calcul. 


EXEMPLE  II. 


Soit  encore  proposé  de  résoudre  les  deux  équations. 


5 x 


64’  etir  + if  =77* 


Faisons  d’abord  évanouir  les  dénominateurs.  On  obtient 
Liquation , 

5. a*  •+*  3.4/  = 3.5.64; 
ou  10  x + il  y = 960  , à la  place  de  la  ite  ; 
et  l’équation  io.5  x -+■  6.97  =3  6.10.77; 
ou  5ox  ■+•  54/  = 4Sao,  à la  place  de  la  a'. 
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Nous  avons  maintenant  des  équations  de  la  même  forme 
que  celles  du  premier  exemple.  Si  on  les  résout  par  rapport 

à y , la  première  donnera  y — — , et  la  deuxième/ 


4620 — 5ox  _ , 060 — 10*  4620 — 5ox 

— On  en  conclut  , 

54  ia  64 

puisque  deux  quantités  égales  à une  troisième,  sont  égales 
entre  elles.  Faisant  disparaître  les  dénominateurs  , et  trans- 
posant , on  a 600  x — 5^0  x — 554ÀO  — 5i84o  , par  con- 
séquent x — — 60.  C’est  la  valeur  de  x. 

On  aura  celle  dey , en  mettant  60  pour  x , dans  l’une  des 
équations  précédentes  ; ce  qui  donne  : 


960 — 10.60  960 — 600  36o  ^ 

^ ta  1a  12  * 


ou 


y = 


4620  — 5o  . 60  4620  — 3oo  o 


54 


54 


1620  j 

"54“'  — °‘ 


C’est  toujours  3o  pour  y.  Mettons  donc  60  pour  x,  et  3o 
pour  / , dans  chacune  des  équations  primitives. 


La  première  devient 


a. 60  4.3o  120  120 

-r  + — = + — =/i0 


+ 24  = 64. 

La  ae  devient  pareillement  4- 

= 5o  27  = 77.  Donc  la  vérification  est  complète. 

Si  les  équations  étaient  entièrement  littérales  , on  em- 
ploierait un  procédé  semblable, 

Qu’on  ait  donc  à résoudre  les  deux  équations  : 

dx-j-iy— c,  et  a’  x b'  y c' . 


On  prononce  a prime  , b prime  , c prime. 

Si  on  résout  ces  équations  d’abord  par  rapport  à x , on  aura  : 

c — . by  c'  — br  y 

x = — , et  x r±. 


Egalant  ees  deux  expressions  d’une  même  inconnue  , On  a ‘ 
c 4r_  _ ^ Faisant  évanouir  les  deux  dénominateurs 

a a1 

il  vient  a1  X(c  — by)*=«X(V  — b' y).  Effectuant  les 

8* 
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multiplications , on  obtient  a'  c — a'  by  — ac'  — ab'  y. 
Transposant,  on  a ab'y  — a!  by—acf  — afc.  Enfin  divisant, 

on  trouve  y zz  ~ Telle  est  la  valeur  générale  de  y. 

ab'  — a'  b 

Au  lieu  de  la  substituer  pour  y , dans  l’une  des  expressions 
qui  représentent  je , nous  reprendrons  les  équations  primi- 
tives , et  nous  en  déduirons  immédiatement  la  valeur  de  l’in- 
connue x , comme  on  a eu  celle  dey. 

On  a d abord  y zz  — , ety  = — - — . 

O O' 

_ , _ c' — af  x c — ax 

On  en  conclut  — — — zz  — 

b o 


Ensuite  Zi  (c1  — a 


et  par  la  transposition  ah'  x — a!  bxzz  b'  c — bc'. 

t f r /s 


Enfin 


_ b'c—bc '] 
ab‘  — a' b 


Telle  est  la  valeur  générale  de  x.  On  pourra  s’exercera 
vérifier  ces  valeurs , et  à s’assurer  qu’elles  satisfont  aux  équa- 
tions primitives. 

Si  les  deux  inconnues  ne  se  trouvaient  point  toutes  deux 
dans  chaque  équation , le  calcul  en  serait  plus  facile. 

Far  exemple  , soient  les  deux  équations  : 

7 axzzl\b , et  acx  -f-  Zdy  = tye. 

On  prendrait  d’abord  la  valeur  de  L’inconnue  x,  dans  la  pre- 
mière équation , ce  qui  donnerait  x zz 

la 

On  prendrait  ^ensuite  la  valeur  de  la  même  inconnue  dans 
la  deuxième  équation , ce  qui  donnerait  encore  x zz 

ac 


Egalant  ces  deux  valeurs  on  aurait  

Eliminant  les  dénominateurs,  l\b.*c  = 7 
Sbc  — 2&ae  — ai  ady. 

Transposant  , ai  ady  — 28  ae  — 8bc. 


— 3 dy 

ac 

a ( 4e  — 3 dy  ) ou 


Enfin 


a8  ae  — 8 bc 
liad 
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Des  Equations  du  premier  degré  qui  renferment 
plus  de  deux  inconnues. 


6 1 . Supposons  d’abord  trois  équations  et  trois  inconnues  ; 
par  exemple  celles-ci  : 

ax  •+•  3y  -{-  4*  — i6p  ; 

5x  — 6y  + 72  ==  ioo  > 

8x  — Qy  -J-  10ZZ2  160. 

En  suivant  le  procédé  dont  nous  avons  fait  usage,  dans 
le  cas  de  deux  équations  et  de  deux  inconnues  , nous  résou- 
drons d’abord  chaque  équation  par  rapport  à la  même  in- 
connue. Que  ce  soit  par  rapport  à x , on  aura , 


par  la  lre.  équation 
par  la  II®. 

(t  par  la  III*. 


x — 


160  — 3y  — 4 z 


100  + 6y  — 7* 


X — 


160  -4-  gy  — loz 


Formons  deux  nouvelles  équations,  l’une  entre  la  ite  et 
la  ae  de  ces  valeurs  de  x,  et  l’autre  entre  la  ite  et  la  3*,  ou 
entre  la  a*  et  la  3e. 


nous  anrons 


«x»  4.  6y  — 7g, 

5 


et 


*6°  — — 4 s »6o  4*  W «“ios 

a - 


Voilà  donc  la  difficulté  ramenée  au  cas  où  il  y a deux 
équations  et  deux  inconnues  ; il  faut  donc  résoudre  ces  deux 
équations  par  rapport  à une  même  inconnue.  Que  ce  soit 
par  rapport  à y,  on  aura , 


par  la  première  équation , y — — — on  y — 890 . 71 

»7  9 

en  divisant  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  3. 
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Par  la  seconde  équation,  y zs  — il,  toutes  réductions 

7 

faites  ; donc  égalant  ces  valeurs  de  y , on  a , 

îo»  — az  160  — ae 

9 7 

Equation  par  laquelle  on  trouve  z = io;  ensuite  y — io, 
et  r =:  3o.  En  substituant  io  pour  z dans  Tune  de* 
équations  entre  y etz;  puis  xo  pour  z et  20  pour  y dans  l’uno 
des  trois  équations  entre  x,  y et  z. 

Enfin , si  dans  les  équations  primitives  on  emploie  3o  pour 
x,  20  pour  y et  10  pour  z,  elles  se  vérifient  complètement. 

Si  toutes  les  inconnues  n’entraient  pas  à la  fois  dans  chaque 
équation , le  calcul  serait  plus  simple.  Soient  par  exemple 
les  trois  équations  : 

iox  — qy  55o  ; Sx  — 73  — 6a5  ; et  6y  — 5z  175. 


On  tire  de  la  i,e. 


5*°  4-  9.T  . 

— j 


et  de  la  a*. 


x 


6a5  -J-  7* 
8 


»,  1 . j , j 55o  4-  or  6a5  4-  7 s 

Egalant  ces  deux  valeurs  de  x,  on  a — — — 4 — ' — * 

Celte  équation  , et  la  3e  des  équations  primitives  étant 
résolues  par  rapport  a y , on  trouve  y — 4 — ! par  1 une. 


et  J = 


i85o  -|-  70* 
7* 


par  l’autre. 


Enfin  l’équation  formée  entre  ces  deux  valeurs  de  y , donne 
z n:  2 5.  On  en  conclut  y z=  5o , et  x — 100  ; en  substituant 
2J  pour  z et  5o  pour  j-  dans  les  équations  dérivées.  Les  équa- 
tions primitives  se  vérifient  complètement,  en  y mettant  100 
pour  x,  5o  pour  y ét  a5  pour  z. 

Supposons  quatre  équations  et  quatre  inconnues;  qu’on  ait 
par  exemple  , à résoudre  les  quatre  équations , 

x -f-  iy  —J-  3z  — 4«  ~ 20  ; 

5x  — 6y  -}-  72  — 8 u zz  8; 

rfx  — 10 y — iiz  -f-  iau  = — 4; 

*3x  + 1 Ky  — i5z  — i6«  48, 
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On  prend  la  valeur  de  x dans  chaque  équation , ee  qui 
donne , 

i°.  x zzi  20  — ay  — 3 z — l\u  ; 

8 + ^r-  — 7*  + 8“  . - 

s , x — - , 


3°.  x = 


ioy  -J-  il*  — ia«  — 4 


# 48  — 14 y + l8*  -J-  i6« 

4 . x = . 

Egalant  la  ire  de  ces  valeurs  de  x,  successivement  avec 
chacune  des  trois  autres,  on  n’aura  plus  que  3 équations  et 
3 inconnues,  ce  qui  fera  rentrer  ce  cas  dans  le  précédent. 

Si  on  continue  le  calcul , les  trois  équations  entre  y , z et  u , 
résolues  par  rapport  à y , donneront , 

o ga  — 8*  — a8«  a3  — az  — 71* 

1 ■ y — rs 4 1 

o 184  — 38*  — a4«  ga  — igz  — iau 

y - 71 5 


aia  — 54z  — 68a  106  — inz  — 34« 

3*.  y = =3  . 

ia  6 

Egalant  la  première  de  ces  valeurs  avec  chacune  des  deux 
autres  , on  aura  deux  équations  entre  z et  «.  Si  on  les  résout 
par  rapport  à z , on  trouve  , 

.0 *3  + a5“  . i43  — 4î«* . 

i 0 Z 1 0 JL  0 Z m mm  ■'  “ ““  « 

a4  48 


toutes  réductions  faites  ; de  là  l’équation  , 

a3  -f-  a 5u  i43  — 47»  1 

24  — 48  ’ 

entre  les  deux  valeurs  de  z , donnera  u ZZ  1 ; d’où  l’on 
conclura  enfin  z — 1 , y — 3,  et  x zx  4. 

S’il  y a n équations , il  faudra , 

i°.  Résoudre  chaque  équation  primitive , par  rapport  à 
l’une  des  inconnues  ; ce  qui  donnera  n , expressions  ou  va- 
leurs équivalentes  de  cette  inconnue; 

2°.  Egaler  la  première  valeur  avec  chacune  des  n — * 
autres  ; ce  qui  réduira  à n — 1 le  nombre  des  équations  et 
celui  des  inconnues  ; 
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3°.  Traiter  ces  équations  dérivées  comme  on  a traité  les 
équations  primitives , ce  qui  réduira  an  — a le  nombre  des 
équations  et  des  inconnues.  Par  la  même  réduction , on  aura 
pour  le  nombre  des  équations  et  celui  des  inconnues , succes- 
sivement n—  3 , « — 4-  • • n — (t*  — t) , et  la  dernière  équa- 
tion fera  connaître  la  seule  inconnue  qui  s'y  trouve.  Il  sera 
facile  ensuite  d’obtenir  la  valeur  des  autres  inconnues. 

La  méthode  que  nous  venons  d’exposer,  consiste  donc  à faire 
disparaître  successivement  chaque  inconnue  , jusqu’à  ce  qu’il 
n’en  reste  plus  qu’une.  Cela  s'appelle  éliminer  les  inconnues. 
On  suit  au  reste,  dans  cette  élimination , l’ordre  qui  parait 
devoir  rendre  le-ealcul  plus  simple,  sinon  on  suit  l’ordre 
qu’on  veut. 

fin,.  Il  y a d’autres  moyens  pour  résoudre  les  équations  du 
premier  degré  à plusieurs  inconnues.  En  voici  un  qu’il  est 
utile  de  connaître  et  commode  d’employer. 

Soit  proposé  de  résoudre  les  deux  équations  : 

4*  + 5v  = et  fi*  -f-  7 y — q63. 

Pour  éliminer  *,  je  multiplie  tous  les  termes  de  la  première 
par  6 , coefficient  de  x dans  la  deuxième , et  ceux  de  la 
seconde  par  4 i coefficient  de  la  même  inconnue  dans  la  pre- 
mière , ce  qui  me  donne  les  deux  équations  dérivées 

24*  -J-  3oy  = 3g54  . et  a4«  -f-  a8y  “ 385a  ; 
je  retranche  la  seconde  de  la  première,  et  j’obtiens  pour 
troisième  équation  dérivée; 

24*  -j-  3oy  — 24*  — a8y  — 3g54  — 385a  ; 
réduisant,  on  a ay~  10a  ; donc  y — 5i. 

Pour  éliminer  y , je  multiplie  la  première  équation  par  7 , 
et  la  seconde  par  5 : ce  sont  les  coefficiens  de  y.  Il  en  résulte 
pour  équations  dérivées  , 

28*  -j-  35y  = 46i3  , et  3o*  •+■  35y  = 48i5; 
soustrayant  la  première  de  la  seconde , et  supprimant  tout 
de  suite  les  y qui  se  détruisent,  il  vient 
. * 3o*  — a8x=48i5 — 4*>t3; 

ensuite  ?.x  = ao*  , et  *“  10 1. 

Soient  encore  les  équations  : 

n*  — iay  = 1 j;  et  i3*  —liy  ZS  1 J. 

Pour  éliminer  *,  je  multiplie  la  première  par  i3  , et  la 
seconde  par  o , puis  prenant  leur  différence  , il  vient  , 
i56y  — i54 y = ao  t-  — 19  j ; 
donc  ay  = i = f , et  y — i. 
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Pour  éliminer  y , je  multiplie  la  première  équation  primi- 
tive par  14,  et  la  seconde  par  12 , et  après  les  avoir  soustraits 
l’une  de  l’autre,  il  reste  i56a:  — i54.r  = 2a — ai;  ensuite 
air  — 1 et  x — i. 

S’il  y avait  trois  équations  et  trois  inconnues  , on  em- 
ploierait cette  méthode  avec  le  même  succès  et  la  même  facilité. 

Soit  proposé  de  résoudre  les  3 équations  : 

6*  — 4y  + 5z  = a£; 

4*  -f  3y  — 72  = 1 j; 
lare  — 6 y — 3z  =:  3 j. 

Pour  éliminer  x , je  multiplie,  i°.  la  première  équation  par 
48,  produit  des  coefS ciens  4 et  1a  , de  x dans  la  seconde  et 
la  troisième  équation  ; a°.  la  seconde  équation  par  7a  , pro- 
duit des  coefficiens  6 et  1 a de  la  même  inconnue  ; 3°.  la  troi- 
sième équation  par  >4  , produit  de  6 et  de  4 , coefficiens  de  x 
dans  la  première  et  dans  la  seconde  équation.  Ces  calculs 
donnent  les  trois  équations  dérivées  : 

a88x  — 192/  a4oz  ru  14 o; 
a88x  + ai6y  — 5o4z  r=  90  ; 
a88x  — i44j  — 72z  = 7®* 

Je  soustrais  successivement  la  a*  et  la  3e  équation  dé 
la  ire;  il  en  résulte  les  deux  nouvelles  équations  dérivées  : 

— 4o8y  -J-  744*  = 5o;  et  — 48/  -f-  3iaz  zz  6a. 

Pour  en  éliminer  y,  je  multiplie  la  première  par  48  , et  la 
seconde  par  408  , ce  qui  donne,  pour  troisième  transfor- 
mation , les  deux  équations  , 

— 19584/  -f-  357I2Z  rr  a4oo, 

Et-—  ig584y  -f-  i27296z  — a5ag6. 

Je  soustrais  la  première  de  la  deuxième , et  j’obtiens 
pour  quatrième  transformation,  l’équation, 

91 584z  =r  22896  ; d’où  l’on  conclut  z ==  j. 

Pour  obtenir  la  valeur  de  y , je  reprens  l’une  des  deux 
équations  entre  y et  z , et  j’y  substitue  j pour  z , ce  qui  me 
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donne,  — 48y  -j-  3ia.j  = 6a  ; ou  48j  = 78  — 8a; 


Enfin  , pour  avoir  * , je  substitue  j pour  y , et  j pour'z 
dans  l’une  des  équations  primitives,  dans  la  ire  par  exemple; 

il  en  résulte  6x  — j-f-J^a^;  d’où  x = j. 

Ainsi , pour  éliminer  une  inconnue  par  cette  méthode , il 
faut  qu’elle  ait  le  même  coefficient  dans  les  équations  déri  - 
vées.  On  atteint  ce  but , en  multipliant  chaque  équation  par 
le  produit  des  coefficiens  de  cette  inconnue  dans  les  autres  équa- 
tions ; par  ce  moyen , le  coefficient  commun  de  cette  inconnue 
dans  le*  équations  dérivées , est  le  produit  de  tous  ses  coeffi- 
ciens dans  les  équations  primitives.  Ensuite  on  prend  la  dif- 
férence ou  la  somme  de  l’une  des  équations  dérivées , et  de 
chacune  des  autres , suivant  que  l’inconnue  qui  a déjà  le 
meme  coefficient , a ou  n’a  pas  le  même  signe. 

Lorsque  les  coefficiens  primitifs  ne  sont  pas  premiers  entre 
eux , on  peut  en  trouver  un  multiple  commun  plus  petit  que 
leur  produit  : il  suffit  alors  de  multiplier  chaque  équation 
par  le  quotient  de  ce  multiple  divisé  par  le  coefficient  de  l’in- 
connue^ qu’on  élimine.  Ainsi  dans  le  dernier  exemple , on 
voit  facilement  que  1 2 est  un  multiple  commun  des  coefficiens 
primitifs  6 , 4 et  ia  de  x.  Il  suffit  donc  de  multiplier  la  pre- 
mière équation  par  2,  quotient  de  12,  divisé  par  6 , et  la 
seconde  par  3 , quotient  de  ta,  divisé  par  4 , sans  rien  chan- 
ger à la  troisième.  Les  équations  de  la  première  transforma- 
tion deviennent 

12*  — 8y  ioz  = 5 |; 

12*  -\-gy  — aiz  =:  3 
et  lax  — 6y  — 3z  = 3 j. 

La  différence  de  la  première  et  de  la  seconde  donne  — 17 y 
-f-  3 is  = 2 A ; la  différence  de  la  première  et  de  la  troisième 
donne  — ay  -j-  i3z  = 2 

Pour  éliminer  ensuite  y , on  suivrait  la  règle  générale , 
parce  que  les  coefficiens  17  et  2 sont  des  nombres  premiers. 
Il  en  serait  de  même  si  on  voulait  éliminer  z , dont  les  coef- 
ficiens 3 1 et  1 3 sont  aussi  des  nombres  premiers. 

Cette  méthode  s’applique  avec  succès  à la  résolution  géné- 
rale des  équations  du  premier  degré  ; on  peut  consulter  l’Al- 
gèbre de  Lacroix.  Voici  le  précis  de  cette  théorie. 
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Formules  pour  la  Résolution  des  équations  du 
premier  degré. 

63.  Supposons,  i°.  une  équation  et  une  inconnue;  a0,  deux 
équations  et  deux  inconnues  ; 3°.  trois  équations  et  trois  in- 
connues. 

i°.  Soit  l’équation  : axzz  b.  On  en  conclut  tout  de  suit* 
b 

x — — > et  c’est  la  formule  pour  ce  cas , ce  qui  est  évident; 

a et  b sont  des  nombres  quelconques. 
a°.  Soient  les  deux  équations, 

ax  -f-  by  — c ; et  a' x -f-  b'y  zz  c. 

a,  a1,  b,  b',  cet  c'  sont  des  nombres  quelconques. 
Voici  les  formules  : 

' x _ b'c  — bd  ~ „cl  _ a'c 

ab'  — a' b ? ~~  ab‘ a' b' 

i°.  Soient  les  trois  équations  : 

ax  + by  -f-  CZ  = d\ 
ofx  -j-  Vy  c'z  zz  df  ; 

a"  x -f-  b"y  c^z  Z3  d)K 

On  en  conclura  les  formules  suivantes  : 

* ==  l'c"d  ~ b"c'd  + h"cd'  ~ hc"d'  + bc'd"  ~ b'cjn 

ab'c"  — ab"c'  4 a'b"c  — a'bc"  4 a"bc'  — a"b'c  * 

„ ac"d'  — ac'd"  4.  a'cd"  — a'c"d  + a"c'd  — a"cd' 

* ab'c"  — ab"c'  -f-  a'b»c  — a'bc"  + a" bd  — a"b'c  ’ 

_ ab'J"  — ab"d'  + a'b"d  — a' bd"  4 a"bd'  — a"b'd 

ab'c"  — ab"c'  -J-  a'b"c  — a'bc"  4 a" bd  — a" b'* 

Vérification  de  ces  formules. 

Soient  1°.  les  deux  équations, 

3*  — * a/  ss  40;  et  ix  — 3y  zz  10. 

Si  on  les  résout  par  les  règles  données , on  trouve , 
x zz  20,  et  y ZZ.  xo.  Voyons  si  les  formules  générales  don- 
neront les  mêmes  résultats.Dans  cet  exemple,  a — 3;  />— « 2. 

f = 4o  ; a'zz  a ; b'  =:  — 3 3 et  d zz  10.  Ainsi , 

— 3 x 40  •—  10  x — a — 130  + 20  — 100 

X ” 3 x — 3 — 2 x — a — 9 -*■  4 — 5 20* 
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3.10  — 9.40  3o  — 80  — 5 o 


— 9 + 4 


3 — 3 — a.  — a 

Ce  sont  les  mêmes  valeurs. 

Soient  ensuite  le*  trois  équations  : 


— 5 


— 10. 


x — V + 3®  ==  3; 

2*  — Zy  — gz  = 1 ; 

3x  — 5 y — ss  6. 

Ici  a — 1;  a;  aw  — 3;  b~  — 2;  b’~ — 3;  b"zz  — 5; 
c=  3;  c'  = -9;  c"  = — 4;  d = 3;  d>  = 1 cl  d"  — 6. 

Après  avoir  calculé  les  différens  produits  qui  composent 
le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  valeur  de  chaque 
inconnue , on  trouve  : 


— 36 

— 

i35 

— 1 5 — 

- 8 

±_ 

108 

54  _ 

40 

- - - — » 20* 

1a 

— 

44 

— 3o  — 

- l6 

+ 

54 

+ 

*7 

a. 

— Z± 

+_ 

54 

+ 36  4 

-a* 

— 

81 

— 

9_  . 

ao 

* — 10. 

il 

— 

4S 

— 3o  — 

- 16 

+ 

17 

+ 

37 

a 

— 1 

+ 

5 

— 3o  + 34 

— 

6 

+ 

«7  _ 

a 

ia  — 45  — 3o  — 16  + *4  + 37  a 


Ces  valeurs  satisfont  aux  trois  équations  ; ce  qu’on  peut 
regarder  comme  une  vérification  de  ces  formules. 

Démonstration  de  ces  formules . 


Soient  les  deux  équations  : 

ax  -J-  by  ss  c ; et  a'x  + Wj  — 

Multiplions  la  1"  par  m,  nombre  quelconque,  nous  aurons: 
amx  + bmy  ~ cm, 

et  retranchons  la  ae  équation  ; la  différence  sera  : 

x ( am  — a'  ) -+  y ( bm  — b1)  — cm  — d . 

Soit  d’abord  am  — a'  ZZZ  O-j 

*•  cm — cr  a'c — oc * ad  — o'o 

donc  « =3  - «JT  = 5 ou 
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Soit  ensuite  bm  — b'  = o; 


donc  m — 


b ' 


et  x 


Ve  — bc' 
ab'  — a' b 


Ce  sont  les  valeurs  qu’on  a rapportées  dans  le  tableau 
précédent. 

Soient  ensuite  les  trois  équations  : 

ax  •+•  by  + cz  — d 

a'x  -J-  b' y -f.  c'z  — (t 

a"x  -f-  b11  y -f-  c"z  — d". 

Multiplions  la  ir#  par  m , et  la  a*  par  n,  nous  aurons  : 

amx  -f-  brny  -f-  cmz  zz.  dm  ; 
alnx  -f-  b'ny  -J-  c'nz  ZZ  tin. 


De  la  somme  de  ces  deux  équations  dérivées,  retranchons 
la  3e  équation  primitive , la  différence  sera  l’équation 

x ( am+a'n — a")  + y ( bm+b'n — b")  •+•  z (cm+c'n — c")  = d/n+d'n — d" . 

Egalons  à zéro  le  coefficient  de  y et  celui  de  z , nous 
aurons  les  trois  nouvelles  équations  : 


x ( arn  -J-  a'n  — a"  ) zz  dm  -{-  d'n  — • d " ; 

bm  b'n  — b11  zz  o ; 

cm  c'n  — c 11  zz  o. 


Donc 


d/n+d'n — d”  b'c"—b»d  _ b»c—hc” 

am+a'n — a*  ’ b'c — bc'  ’ b'c — bc'  * 


Donc  enfin 


_ b'c"d — b"dd  4 V'cdf  — bc"â " + bc'd"  — bc'd " 
X ab'c " — ab"cf  + a'buc — a'bc"  + a"bc' — a"  b’c 


Egalons  à zéro  le  coefficient  de  x et  celui  de  z , alors  les 
trois  équations  de  condition  deviennent  ; 

arn  -f-  afn  — a 11  zz  o; 

y ( bm  -{-  b'n  — b"  ) = dm  -f-  d'n  — d"  ; 

cm  -f-  cfn  — c"  zz  o. 


On  en  conclut 


m 


a"c'  aUd*  a" c — ne" 

i / | M mm<m  - 1 

ac'  — afc  a'c  — me* 
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^ _ dm+d'n-d"_acJ’d‘ — ac'd"-ha'cd'1 — atc"d+a"c'd — a cd 

^ bm+b‘n—b"~"ab'c" — ab"c'+a'b"c — a'bc" +allbc'—a"b,c 

Egalons  enfin  à zéro  le  coefficient  de  x et  celui  de  y , nous 
trouverons  successivement  : 

am  -j-  a'n  — a.11  ZS  o.  bm  -j-  b,n  — bllZSo^ 

Et  s ( cm  -f-  c'n  — c11  ) — dm  -j-  cïn  — ef1  j 

a"b'  — a'bn  ab"  —a"  b 

m — ; n — : 

ab'  — a' b ab'  — a' b 

•jr  dm+d’n-d?’ ab'd" — ab"d'+a'b"d—a'bd"+a,bd' a‘'b'd 

cm  + c’n.-c"~~ab,c" — ab"c'  -ha'b»c — a'bc"  +a"bc' a"b'c 

Nous  avons  supprimé  quelques  détails  de  calcul  et  quel- 
ques remarques  assez  intéressantes  ; les  bornes  de  ce  précis 
ne  nous  permettent  point  de  nous  étendre  davantage. 

Application  des  règles  précédentes  à la  résolution 
de  quelques  questions  qui  renferment  plus  d'une 
inconnue. 


64*  lre  question  : la  obus  dits  de  8 pouces,  avec  18 de  6 
pouces , pesent  ensemble  960  livres  anciennes  ou  469kii-,g5,5  ; 
et  ao  de  8 pouces  avec  i5  de  6 pouces,  pesent  1240  livres, 
ou  ôofi'ûSgi^.  Quel  est  le  poids  de  chaque  obus  ? 

Représentons  par  x le  poids  de  l’obus  de  8 pouces,  et 
par  j celui  de  l’obus  de  6 pouces.  Que  a;  et  y soient  d’abord 
évalués  en  livres  anciennes , on  aura  , 

iïx  + 1 8y  — 960;  et  aox  -f-  i5y  xa4o. 


La  première  équation  donne  x — 


960  — i9y 


îa 


» 


et  la  seconde,  x — 1^2. 

ao 

Donc  1840  ~ '*>  — 960-18 y 

ao  12 


Faisons  évanouir  les  dénominateurs  , transposons  , rédui-  ’ 
sons  et  divisons  ; nous  aurons  successivement , 
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14880  — i8oy  =3  19200  — 36oy; 

36oy  — i8oy  = 19200  — 14880;.  i8oy  = 43ao. 


la  J 


Enfin, 


43>o 

y = Ti7  = a<- 


Substituant  24  pour  y x dans  la  première  valeur  de  x on 
trouve , 

x _ 96o  — 43a  _ 5s8  

12  12 

Ces  nombres  satisfont  au  problème;  en  effet, 

iax  + i8y  = 528  + 43a  = 960; 
et  20*  4-  i5 y = 880  4-  36o  = 1240  ; 

comme  on  l’a  supposé  dans  l’énoncé  de  la  question. 

Evaluons  x et  y en  kilogrammmes.  Les  deux  équations 
seront, 

12*  + i8y  =5  469,925;  et  iox  4-  i5 y =r  606,987. 
Eliminons  y pour  avoir  x ; nous  aurons  , 


y — 


469,925  — iax 


18 


pour  la  première  équation; 


et 


606,987  — 20a: 

y = , pour  la  seconde. 


Nous  en  conclurons,  ^69,925  121  — 606,987  ?oX 

18  — TE 

Ensuite,  7048,875  — i8ox  r=  10925,766  — 36ox. 

Puis,  36ox  — 180#  = 10925,766  — 7048,875. 

Enfin , 


= = 21^,538. 

180 


On  néglige  ici  une  petite  fraction  de  gramme. 

Pour  avoir  y , substituons  la  vraie  valeur  de  x dans  la 
première  de  y , et  nous  trouverons  , 

12  X 3876,891 


469,925  — 


y = 


18 


180 469,925  — 258,45g 


18 


= «tk,748. 
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On  a de  nouveau  négligé  une  petite  fraction  de  gramme. 
Si  on  voulait  vérifier  cette  seconde  solution,  il  faudrait  mettre 


3876,831 

180 


469,935  — 


pour  * , et 


ta  X 3876,891 

l8o 


l8 


, ou  simplement 


2 1 1 4,656 
180 


pour  y,  dans  les  équations  primitives.  On  trouve 


en  effet, 


, _ 3876,891x124-2114,656x18  84586,500  „ 

,2*+i8y= — _-___-469,925; 


, 20x3876,891  + i5x2i i4,656  100257,660  . _ _ 

et  20*+ i5j= — -5—^606,987; 


180 


ce  qui  vérifie  complètement  le  calcul  de  cette  seconde 
solution. 

Si  on  substitue  seulement  21,638  pour  x , et  11,748  pour 
y,  on  trouve  tax  + i8y  = 469,920 , au  lieu  de  469,925,  et 
aox  4"  lty  — 606,980,  au  lieu  de  606,987.  Ces  erreurs 
Tiennent  de  ce  que  les  valeurs  de  * et  dey  sont  trop  petites, 
comme  on  l’a  indiqué. 

Il  résulte  enfin  de  tout  ce  calcul , que  l'obus  de  8 pouces 
pèse  44  livres,  on  ; et  l’obus  de  6 pouces,  24  liv. , 

ou  11^,748  : c’est  le  maximum  du  poids  de  ces  projectiles, 
suivant  l’ Aide-Mémoire. 


IIe  Question  : Une  pièce  de  16,  composée  de  cuivre  et 
d’étain , pèse  2oiowl64o  , ou  2010640  grammes  , et  contient 
un  volume  de  223  décimètres  cubes  ; on  suppose  que  le  déci- 
mètre cube  de  cuivre  pèse  9a5o  grammes,  et  que  le  décimètre 
cube  d’étain  pèse  7320  grammes.  Comment  peut-on  détermi- 
ner Ia  quantité  de  cuivre  et  celle  d’étain  ?** 

Désignons  par  x les  décimètres  cubes  de  cuivre,  et  par  y 
ceux  d’étain.  L’équation  des  volumes  sera 

x~\-yzz.  223  ; 

et  celle  des  poids 

qiSox  4-  ’j'ivoy  = 2010640. 

On  tire  de  la  première  équation  x — 223  — y ; 

et  de  la  seconde , xZZ  ~ ; 
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S 

_ , . 2010O40 — 73aoy  ~ 

On  en  conclut  — - = aa3  — y j 

ga5o 

..  5ano 

et  par  suite  y—  - “ 37. 

1930 

Il  y a donc  a 7 décimètres  cubes  d’étain , et  par  conséquent 
aa3  ■—  37  , ou  196  décimètres  cubes  de  cuivre. 

Nous  trouverons  le  poids  du  cuivre , en  multipliant 
ga5o  grammes  par  196»  et  celui  de  l’étain,  en  multipliant 
73ao  grammes  par  37.  Le  premier  est  donc  de  i8i3ooo  gr. , 
et  le  second  de  197640 grammes.  Leur  somme  2010640  achève 
de  compléter  la  vérification  de  tout  le  calcul. 

IIIe  Question  r La  poudre  à canon  est  composée  de  sal- 
pêtre , de  soufre  et  de  charbon.  Le  mélange  est  tel , que  sur 
100  kilogrammes,  le  triple  du  poids  du  salpêtre  employé  est 
égal  à treize  fois  celui  du  charbon  , plus  cinq  fois  celui  du 
soufre  , ou  que  -cinq  fois  le  poids  du  salpêtre  vaut  trente-sept 
fois  le  poids  du  soufre , moins  sept  fois  celui  du  charbon. 
Dans  quelle  proportion  se  fait  donc  ce  mélange  ? 

Soit  x le  poids  du  salpêtre , y celui  du  soufre , et  z celui 
du  charbon  : x , y et  z sont  évalués  en  kilogrammes. 

La  première  condition  donne  l’équation 

x -{-y  -{-  z — ioo; 

La  seconde , 3x  33  5y  + i3z  ; 

et  la  troisième,  5x  33  3jy  — 7 z. 

On  tire  de  la  première  équation  x — 100  — y — z ; 


de  la  seconde , 


x 


Sy  -+-  i3z  _ 
3 ’ 


et  de  la  troisième  , x = — if. 

5 

Egalant  d’abord  la  première  et  la  seconde  valeur  de  x , et 
ensuite  la  première  et  la  troisième  , 


on  trouve 


et 


Sy  + i3a 

S3  100 


y — *; 


Vr—  7s  


100  — y — z. 


Faisant  évanouir  les  dénominateurs  , transposant , rédui- 
sant et  divisant  par  le  coefficient  dey,  ou  a successivement , 

Algèbre.  . 9 
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5 y -f-  i3z 

~ 3oo 

— 3y  — 3z  ; 

et 

37^  — 73 

— 5oo 

— 5y  — 5s; 

ensuite 

8y  ~ 3oo 

— 16s , 

et  4ay  = 5 00 

3oo  — t6z 

5oo  h-  az 

puis  y 

— 8 ’ 

eiy=  - 

4» 

Egalant  ces  deux  valeurs  de  y , on  obtient  une  équation  en 
s , de  laquelle  on  tire  z == 


Substituant  12  j pour  z dans  la  première  valeur  de  y , 11 

. 3oo  — aoo  , 

vient  y = = 12  -. 


Mettant  enfin  i a ^ pour  y et  pour  s , dans  la  première  va- 
leur de  x,  on  trouve  x r:  100  — a5  = 70. 

Il  y a donc  75  kil.  de  salpêtre,  12  \ kil.  tant  de  soufre  que 
de  charbon,  sur  100  kilog.  de  poudre;  ainsi  dans  la  compo- 
sition de  la  poudre  à canon , le  salpêtre  forme  les  \ du  mé- 
lange ; le  soufre  et  le  charbon  y entrent  chacun  pour  un 
huitième. 


Voici  l’énoncé  de  quelques  questions  semblables  : 

Faire  319  francs  avec  60  pièces  , lès  unes  de  $ francs  et 
les  autres'  de  a francs. 

Réponse  : Il  faut  33  pièces  de  5 fr.  et  37  de  a fr. 

Une  voiture  est  chargée  de  5o  bombes , les  unes  de  11 
pouces  et  les  autres  de  10  pouces  ; chacune  des  premières 
pèse  7a  kilogram. , et  chacune  des  secondes  5o.  Le  poids  des 
5o  bombes  est  de  3698  kilogr.  Combien  y a t-il  de  bombes  de 
chaque  espèce  ? 

Rép.  9 de  13,  41  de  10. 

600  élèves  occupent  4 étages  dans  le  même  bâtiment  d’une 
maison  et  instruction.  Il  y a au  premier  deux  fois  autant 
d’élèves  qu’au  quatrième  ; le  nombre  des  élèves  du  second  et 
du  troisième  réunis , est  égal  à celui  des  élèves  du  premier  et 
du  quatrième  réunis  aussi , et  il  y a au  troisième  les  | du 
second.  Combien  y a-t-il  d’élèves  dans  chaque  étage  ? 

Rép.  Au  premier  200,  au  second  175,  au  troisième  125  , 
au  quatrième  100. 

Dans  un  magasin  militaire  , il  y a 3 espèces  de  grains.  Sur 
100  kilogrammes  , la  première  espèce  contient  80  kilogr.  de 
froment,  12  de  seigle  et  8 d’orge  ; la  seconde , 7 5 de  fro~ 
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ment , 1 5 de  seigle  et  i o d’orge  ; et  la  troisième , 60  de  froment, 
a o de  seigle  et  10  d’orge.  Combien  faut-il  prendre  de  chaque 
espèce  de  grains , pour  que  sur  100  hilogr.  il  y ait  73  lilogr. 
de  froment , 1 5 de  seigle  et  11  d'orge  P 

Rép.  5o  kilogr.  de  la  première  espèce  , ao  de  la  seconde  , 
et  3o  de  la  troisième. 


Des  cas  où  le  Problème  proposé  est  indéterminé 
ou  impossible  ; Comment  le  calcul  le  fait  con~ 

naître  ; Des  notations  — et  — . 

OO 

65-  Quoiqu’on  ait  autant  d’équations  que  d’inconnues,  le 
problème , cependant , est  quelquefois  indéterminé  ou  im- 
possible ; c’est-à-dire  qu’on  peut  assigner  une  infinité  de 
nombres  pour  y satisfaire  , ou  qu’on  ne  peut  en  assigner 
aucun.  . 

Dans  le  premier  cas  , quelques  conditions  du  problème 
sont  au  fond  les  mêmes,  quoique  énoncées  différemment,  et 
les  équations  qui  en  résultent  sont  dérivées  les  unes  des 
autres.  Dans  le  cas  d'impossibilité , il  y a des  conditions  con- 
tradictoires. 

Voici  un  exemple  du  premier  cas.  Supposons  que  pour  ré- 
soudre un  problème  du  premier  degré  , on  ait  à satisfaire  aux 
deux  équations , 


ajc  — 3r  100  et  3*  — — — i5o. 
J 1 


Si  on  élimine  x , l’équation  finale  en  y sera  , 

i5o  4-  

ioo -j-  3y  2 


a 3 

ou  3oo  -}-  gy  — 3oo  -}-  gy. 


Il  est  évident  qu’on  satisfait  à cette  équation , en  prenant 
pour  y un  nombre  quelconque  , entier  ou  fractionnaire  , po- 
sitif ou  négatif  * etc.  La  raison  de  ce  fait  résulte  de  ce  que  la 
seconde  des  équations  primitives  est  dérivée  de  la  première, 
en  y multipliant  chaque  terme  par  i.  Ainsi  elle  n’introduit 
point  de  nouvelle  condition  dans  le  problème. 

9* 
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Prenon*ponr  second  exemple  du  même  cas  les  trois  équations, 
ax  — 3jy  - j-  Itz  — 100; 

3*  -|"  — as  — i5o; 

et  x — ioy  4-  102  zz:  5o. 

Celle-ci  se  forme  en  retranchant  le  double  de  la  seconde  du 
quadruple  de  la  première. 

Si  on  élimine  successivement  * et  y , on  trouve  pour  l’équa- 
tion finale  en  2, 

i6z  483 

— rz:  — — , ou  z zzz  3. 

17  5i 

On  pourra  donc  prendre  un  nombre  quelconque  pour  2.  Il 
en  serait  de  même  pour  x et  y ; ceci  pourtant  doit  s’entendre 
dans  le  sens  , qu 'après  avoir  pris  arbitrairement  x , ou  y , 
ou  z,  on  calculera  les  autres  d’après  cette  supposition,  et  les 
équations  données.  On  reconnaît  donc  que  le  problème  reste 
indéterminé,  lorsqu’on  peut  satisfaire  à l’équation  finale  d’une 
infinité  de  manières. 

On  reconnaît  que  le  problème  est  impossible , lorsque 
l’équation  finale  renferme  quelque  absurdité,  comme  l’égalité 
de  deux  nombres  inégaux. 

En  voici  des  exemples  : Qu’on  ait  à satisfaire  aux  deux 
équations  : 

6*  — 8y  — 9;  et  9*  — ny  zr:  i3. 


Eliminons  x , nous  aurons 


9 + 8.T  »3  + njr 

6 _ 9 


Ensuite,  81  4"  7 *y  — 78  4“  7 ay. 
Puis  7 iy  — -7  •xy  =78  — 81. 

Enfin , o — 3 ; ce  qui  est  absurde. 


On  peut  donc  assurer  qu’il  est  impossible  de  satisfaire  à la 
fois  aux  deux  équations  primitives , quelques  nombres  qu’on 
prenne  pour  x et  pour  y.  La  seconde  équation  a été  formée 
en  multipliant  le  premier  membre  de  la  première  par  \ , et  le 
second  membre  par  '■£  ; ce  qui  détruit  l’égalité  supposée.  11  j 
a donc  contradiction  à la  supposer  de  nouveau*. 

C’est  encore  une  sorte  d’impossibilité , lorsque  le  calcul 
donne  des  nombres  fractionnaires  ou  négatifs  , et  que  le  pro- 


1 
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blême  ne  peut  êtré  résolu  qu’avec  des  nombres  entiers  ou  po- 
sitifs ; mais  dans  ce  cas  on  peut  satisfaire  aux  équations.  Par 
exemple,  si  l’on  disait , il  y a 180  élèves  dans  les  deux  sec- 
tions d’une  classe,  et  il  y en  a i5  de  plus  dans  l’une  que  dans 
l’autre;  on  trouverait  97^  pour  l’une,  et  8a  j pour  l’autre. 
Ces  deux  nombres  satisfont  bien  aux  conditions  numériques, 
puisque  leur  somme  est  180,  et  que  leur  différence  est  i5; 
mais  il  est  évident  qu’ils  ne  satisfont  point  au  problème,  qui 
exige  des  nombres  entiers , et  qu’il  est  impossible  qu’on  ait 
à la  fois  180  pour  la  somme,  et  i5  pour  la  différence  des 
élèves  des  deux  sections. 

Pareillement,  si  l’on  supposait  que  a piles  de  boulets  sont 
telles  , qu’on  trouve  100,  en  prenant  les  J de  la  première,  et 
la  de  îa  seconde;  et  qu’on  ait  no  en  prenant  les  y de  la 
première,  et  les  | de  la  seconde;  on  trouverait  200  et  — 100; 
ces  nombres  satisfont  bien  aux  équations , mais  non  au  pro- 
blème , puisqu’il  ne  peut  être  résolu  avec  des  uombres  né- 
gatifs. ' 

Expliquons  maintenant  ce  qu’on  doit  entendre  par— , et  par 

a t > 

-jj-,  a étant  un  nombre  fini  quelconque. 

D’abord,  — est  en  général  le  symbole  d’une  quantité  in- 
déterminée. En  effet , qu’on  fasse  — — b,  on  en  conclut, 

o — b % o — o.  Ce  qui  se  vérifie  tant  que  b est  un 
nombre  fini. 

Ensuite,  — est  la  notation  de  l’infini.  En  effet,  soit 

O 

-jj-  =:  b ; donc,  a - — o X équation  à laquelle  on  ne 

peut  satisfaire , tant  que  a et  b sont  des  nombres  finis. 

Qu’on  applique  les  formules  générales  des  équations  du 
premier  degré  aux  exemples  précédens , on  trouve , 

0 0 o , , 

X — , et  z — — , dans  ceux  du  premier  cas  ; 

4 3 

* — — , et  y zz  — , dans  l’exemple  du  second  cas. 
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«elui  de  ïo  = (ïo)*  = io*  ==  io  X 10  100; 

celui  de  a ~ (a)’  ~ a X a — aa  — a%  5 
pareillement,  celpi  de  a fi,  est  ( a -j-  b)1, 
ou  ( a -J-  fi )*  (a  -f-  fi)  (a  -j-  fi)r=a*-f-  aafi  -f-  fi’. 
De  même , 

(a  — b y — (fl  — fi)  (a  — fi)  = fl1  — ÿflfi  -4-  fi1; 


De  t extraction  de  la  Racine  quarrée. 

68-  La  racine  quarrée  d’un  nombre,  est  le  nombre  quf, 
multiplié  par  lui-même,  donne  uu  produit  égal  à ce  nombre. 

a 4 

Ainsi,  ïo  est  la  racine  quarrée  de  ioo;  — celle  de  — ; a 

s 9 

celle  de  a1  ; a -j-  fi  celle  de  a1  -f-  iab  -f-  fi1  ; a — fi  celle  de 

a cl 2 

a1  — 2flfi  + fi2;  — celle  de  En  effet,  ïo  X 

s a 4 

= ioo;  — x J-  = — ; «x*^  ; etc 

On  indique  la  racine  quarrée  par  ce  signe  \/r  qu’on  nomme 
signe  radical,  ou  simplement  radical.  Ainsi,  pour  indiquer 
la  racine  quarrée  d’un  nombre  quelconque  a,  on  écrit  \/ a, 
et  on  prononce  racine  quarrée  de  a,  ou  simplement  racine  a, 
quand  il  n’y  a point  d’équivoque  sur  l’espèce  de  la  racine. 

L'extraction  de  la  racine  quarrée  embrasse  deux  cas,  sui- 
vant que  le  nombre  est  exprimé  par  des  chiffres  ou  par  des 
lettres  ; commençons  par  le  premier. 

Celui-ci  peut  admettre  deux  sous-divisions,  selon  que  le 
nombre  proposé  est  ou  n’est  pas  un  quarré  parfait , c’est-à- 
dire  tel  qu’on  peut  ou  qu’on  ne  peut  pas  en  extraire  exac- 
tement la  racine  quarrée. 

Supposons  qu’il  s’agit  d’un  quarré  parfait.  Il  faut  savoir 
d’abord  de  mémoire  la  racine  des  quarrés  qui  ne  passent 
point  îoo.  En  voici  le  tableau  : 
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Quarrés.  ...  i.  4.  9.  16.  25.  36.  4g.  64.  81.  100. 
Racines  quarrées.  f.  a.  3.  4-  5.  6.  7.  8.  9.  io. 

Si  le  quarré  donné  est  plus  grand  que  100,  il  faut  une 
règle  particulière , dépendante  de  la  formation  du  quarré  des 
nombres  plus  grands  que  10,  ou  composés  de  dixaines  et 
d’unités. 

Désignons  un  nombre  quelconque  par  a b;  a exprimant 
les  dixaines , et  b les  unités  de  ce  nombre.  On  aura  pour  le 
quarré , 

( a + Vy  = a1  -f-  lab  -|-  b*. 

Ainsi , le  quarré  d’un  nombre  composé  de  dixaines  et 
d’unités , contient  3 parties , savoir  : a1,  ou  le  quarré  des 
dixaines;  iab , ou  a a y.  b,  ou  le  produit  du  double  des 
dixaines,  multiplié  par  les  unités;  et  b1,  ou  le  quarré  des 
unités. 

Soit  a4  le  nombre  proposé  : a vaudra  2 dixaines  ou  20 
unités  , et  b égalera  4 unités  ; le  quarré  comprendra  donc, 


a 1 ou  (20)* 400 

2 ab  ou  2«  X b ou  40 . 4 ou-  160 
b1  ou  (4)*  ou • . 16 

et  a 1 2 ab  4-  b1  ou  (24)’  s= 576 


Ce  résultat  s’accorde  avec  le  produit  de  24  , multiplié  par 
24  , qu’on  trouve  être  égal  à 676. 

Si  le  nombre  renfermait  des  centaines,  ou  des  mille,  ou  etc. , 
on  réduirait  ces  centaines  , ou  ces  mille  , etc. , en  dixaines. 
Soit,  par  exemple,  lenombre  125,  dont  on  demande  le  quarré; 
«vaudra  12  dixaines  ou  120  unités,  et  Régalera  5 unités. 
On  aura  pour  le  quarré , 

a1  — (120)* 14400 

a ab  =2  2 a . b zn  240  . 5.  . , 1200 

b 1 = (5)» a5 

•t  «*  4-  2 ab  + b%  zz.  (126)*, . i5625 


Soit  encore  ioao3  le  nombre  proposé.  Ici , a sst  loaq 
dixaines  ou  joaoo  unités , et  b = 3 unités.  Donc , 
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Après  avoir  vu  comment  on  forme  le  quarré , ou  comment 
on  va  de  la  racine  au  quarré;  voyons  comment  on  extrait  la 
racine  quarrée,  ou  comment  on  revient  du  quarré  à la  racine. 
Exposons  et  appliquons  la  règle  en  mème-tems;  nous  la  dé- 
montrerons ensuite  : c’est  le  moyen  de  la  faire  mieux  com- 
prendre. 

EXEMPLE  I". 

Soit  proposé  d’extraire  la  racine  quarrée  de  576. 

Quarré  donné . . . 5,76  Racine  demandée. 

Quarré  des  dixaines. . 4 — 

44 

176 

o 

Exposition  de  la  Règle.  Ecrive*  576;  tirez  une  ligne  ver- 
ticale à la  droite  de  ce  nombre , comme  si  vous  vouliez  faire 
une  division;  décomposez  ce  nombre  en  deux  tranches  , allant 
de  droite  à gauche,  et  en  prenant  deux  chiffres  pour  la  pre- 
mière. On  indique  la  séparation  des  tranches  par  une  virgule, 
comme  on  l’a  fait  ici,  ou  par  un  trait  vertical.  La  première 
tranche,  dans  notre  exemple,  est  76,  et  la  seconde,  5. 

Extrayez  la  racine  quarrée  de  4 » qui  est  le  plus  grand 
quarré  contenu  dans  5;  cette  racine  est  2.  Ecrivez-la  à la 
droite  de  076 , et  vous  aurez  les  dixaines  de  la  racine  cher- 
chée. Otez  4 de  5 ; à côté  du  reste  1 , écrivez  76  ou  la  pre- 
mière tranche,  ce  qui  donne  176.  Faites  pour  un  moment 
abstraction  du  chiffre  des  unités,  6.  A la  droite  de  176,  écri- 
vez 4>  double  des  dixaines  de  la  racine;  divisez  17  par  4- 
Ecrivez  le  quotient  4 à la  droite  des  deux  dixaines  de  la  ra- 
cine; ce  sera  le  chiffre  des  unités.  Pour  le  vérifier  , ccrives- 
>e  aussi  à la  droite  de  4 •>  ou  du  diviseur  dont  on  vient  de 
parler.  Multipliez  44  par  4»  Ie  produit  176  étant  retran- 
ché du  reste  précédent  1 76 , il  ne  reste  rien  ; d’où  l’on  con- 
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a 1 ou  (10200)*.  . 
= 2 ab  ou  20400  X 

b * ou  (3 )* . . . . 


104040000 

61200 


Et  (io2o3)*  = . . . 104101209 
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dut  que  576  a 24  pour  racine  quarrée  exacte.  On  vérifie? 
cette  conclusion,  en  calculant  le  quarré  de  24,  qu’on  trouve 
être  égal  à 576. 

Démonstration  de  la  Règle.  Le  nombre  donné' 576  étant 
plus  grand  que  100,  sa  racine  est  plus  grande  que  10.  Elle 
est  donc  composée  de  dixaines  et  d’unités;  ainsi,  576  con- 
tient le  quarré  des  dixaines , plus  le  produit  du  double  des 
dixaines  par  les  unités,  plus,  enfin,  le  quarré  des  unités  de 
cette  racine.  Pour  retrouver  le  quarré  de  ces  dixaines  dans 
576  , observons  qu’il  ne  peut  être  que  l’un  des  nombres  sui- 
vans  : 100,  4oo,  900,  etc.,  quarrés  de  1,  de  2,dc3,  etc., 
dixaines,  ou  de  10,  de  20 , de  3o , etc.,  unités.  En  géné- 
ral, un  quarré  de  dixaines,  évalué  en  unités,  est  terminé 
par  deux  zéros.  D’après  cela , si  l’on  fait  abstraction  de  ces 
zéros , le  quarré  du  chiffre  des  dixaines  ne  peut  se  trouver 
que  dans  le  chiffre  5 qui  exprime  des  centaines.  Voilà  pour- 
quoi on  a mis  deux  chiffres  dans  la  première  tranche  76. 

Le  plus  grand  quarré  contenu  dans  5 , étant  4 , dont  la 
racine  est  a , on  a 2 pour  le  chiffre  des  dixaines  de  la  racine 
de  576. 

Pour  trouver  ensuite  le  chiffre  des  unités , le  produit  du 
double  des  dixaines,  multiplié  par  les  unités,  se  divise  par 
le  double  des  dixaines.  11  faut  donc  avoir  ce  produit;  or,  il  ne 
peut  être  compris  que  dans  les  17  dixaines  du  reste  176, 
puisque  le  produit  d’un  nombre  de  dixaines , multiplié  par 
des  unités,  est  nécessairement  terminé  par  un  zéro.  Voilà 
pourquoi  on  a fait  abstraction  du  chiffre  6 des  unités , on 
a pris  17  pour  le  produit  du  double  des  dixaines  par  les 
unités , et  pourquoi  on  a divisé  1 7 par  4 , double  des  dixaines. 
Le  quotient  4 étant  le  chiffre  des  unités,  on  doit  l’écrire  à 
droite  du  chiffre  2 des  dixaines.  Pour  le  vérifier,  011  l’écrit 
aussi  à côté  du  diviseur  4 , ou  du  double  des  dixaines  ; il  est 
évident  que  44  qui  en  résulte , contient  le  double  des  dixaines, 
plus  les  unités;  donc,  en  multipliant  ce  nombre  par  les  uni- 
tés , ou  par  4 » on  obtient  le  produit  du  double  des  dixaines 
par  les  unités,  plus  le  quarré  des  unités  , c’est-à-dire  les  deux 
dernières  parties  du  quarré  de  24  ; en  les  retranchant  du  reste 
176,  on  épuise  le  quarré  de  24,  puisqu’on  a déjà  retranché 
la  première  partie,  ou  le  cyiarré  des  dixaines. 
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EXEMPLE  II. 

Soit  proposé  d’extraire  Ja  racine  quarrée  de  9116. 

OPE  RATIOÏf. 

Quarré  donné.  . . 92,16  gg  Racine  demandée. 

Quarré  des  dixaines.  81  

ni, 6 186 

ni  6 

o 

Le  plus  grand  quarré  contenu  dans  93,  est  81.  C’est  celui 
des  dixaines.  Il  y en  a donc  9.  On  les  écrit  à la  racine.  On 
retranche  81  de  93  ; et  à côté  du  reste  11 , on  abaisse  16.  On 
fait  abstraction  du  chiffre  6.  On  considère  n 1 comme  le  pro- 
duit du  double  des  dixaines , multiplié  par  les  unités , sauf 
un  reste  dont  on  parlera  plus  bas.  On  divise  11 1 par  18, 
double  des  dixaines  de  la  racine  demandée.  Le  quotient  6 
est  le  chiffre  des  unités  de  la  même  racine.  Pour  le  vérifier, 
on  l’écrit  à côté  de  18 , et  on  le  multiplie  par  le  nombre  186  ; 
on  retranche  le  produit  1 1 16  du  même  nombre  1 1 16  qui  res- 
tait du  quarré  donné  9216,  après  la  soustraction  de  81  cen- 
taines, ou  du  quarré  des  dixaines.  Le  reste  final  étant  zéro , 
on  en  conclut  que  96  est  la  racine  quarrée  exacte  de  9216. 

Ces  exemples  suffisent  pour  le  cas  où  le  quarré  donné  est 
plus  petit  que  10000.  Voyons  comment  la  même  règle  s’étend 
aux  quarrés  qui  sont  plus  grands  que  1 0000 , et  qui  se  dé- 
composent en  plus  de  deux  tranches. 

EXEMPLE  I". 

Extraire  la  racine  quarrée  de  i5625. 

Quarré  donné.  . . 1,56,25  ï25  Racine  demandée. 

1 - 

o5,6  22 

44  245 

122,5 

122  5 

o 
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Divisez  i50a5  en  tranches,  en  allant  de  droite  à gauche  y x 
composez  chaque  tranche  de  a chiffres , à l’exception  de  la 
dernière  vers  la  gauche , qui  n’en  aura  qu’un.  Extrayez  la 
racine  quarréc  du  plus  grand  quarré  contenu  dans  cette 
tranche  ; ici  c’est  i , dont  la  racine  est  i . Ecrivez 1 ce  chiffre 
à la  racine.  De  la  tranche  1 , ôtez  le  plus  grand  quarré  1 
qu’elle  contient;  il  ne  reste  rien.  Abaissez  la  tranche  sui- 
vante 56  ; faites  abstraction  du  chiffre  6 des  unités  ; divi- 
sez les  5 dixaines  restantes  par  2,  double  du  chiffre  r déjà 
mis  à la  racine.  Le  quotient  2 s’écrit  à la  droite  du  chiffre  x 
de  la  racine,  ainsi  qu’à  la  suite  du  diviseur  2,  qu’on  sup- 
pose déjà  écrit  sur  la  même  ligne  que  le  dividende  56. 
Multipliez  22  par  le  quotient  2;  écrivez  le  produit  44  sous 
la  tranche  56.  Faites  la  soustraction;  à côté  du  reste  12, 
abaissez  la  tranche  25  ; il  en  résulte  1225.  Faites-y  abstrac- 
tion du  chiffre  5 des  unités;  divisez  les  122  dixaines  res- 
tantes par  24  , double  du  nombre  12,  déjà  écrit  à la  racine. 
Ecrivez  le  quotient  5 à la  droite  de  12  , et  à celle  du  diviseur 
a4*  Multipliez  245  par  5,  et  retranchez-en  le  produit  de 
1225.  Comme  il  ne  reste  rien,  on  en  conclut  que  ia5  estla 
racine  quarrée  exacte  de  1 5625. 

EXEMPLE  II. 

Extraire  la  racine  quarrée  de  104101209. 


1,04,10,12,09 

10203 

I 

. 04,1,0 

202 

40  4 

61,20,9 

2o4o3 

• 61  20  9 

o 

Dans  eet  exemple  on  a 5 tranches  ; les  4 premières  de  2 
chiffres , et  la  dernière  d’un  chiffre , vers  la  gauche.  On  ex- 
trait la  racine  quarrée  de  1 , qui  est  le  plus  grand  quarré  con- 
tenu dans  cette  tranche.  On  écrit  1 à la  racine;  on  ôte  le 
quarré  1 de  la  tranche  1 ; il  ne  reste  rien.  On  abaisse  la 
tranche  suivante  04.  On  y fait  abstraction  du  chiffre  4 de* 
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fini  lés.  Comme  alors  il  n’y  aurait  rien  à diviser,  on  écrit 
o à la  suite  du  chiffre  i de  la  racine.  On  abaisse  la  tranche 

10  à côté  de  4 » d en  résulte  4m.  On  fait  abstraction  du 
chiffre  o des  unités;  et  on  divise  les  4>  dizaines  par  20, 
double  de  10,  déjà  mis  à la  racine.  Lg  quotient  2 s’écrit 
à la  droite  du  diviseur  20 , et  à la  suite  de  10,  à la  racine. 
On  multiplie  202  par  2.  Le  produit  4«4  se  retranche  de  410. 
A côté  du  reste  6 , on  abaisse  la  tranche  1 2 ; il  en  résulte 
612.  Comme  en  y faisant  abstraction  du  chiffre  2 des  uni- 
tés, le  nombre  restant  61  ne  pourrait  se  diviser  par  204, 
double  de  102 , déjà  écrit  à la  racine.  On  met  o à la  racine, 
et  on  abaisse  la  tranche  09  à côté  de  612;  il  en  résulte 
61209.  0 11  continue  à y faire  abstraction  du  chiffre  9 des 
unités,  et  on  divise  6120  par  2040,  double  de  1020,  déjà 
trouvé  pour  la  racine.  I.e  quotient  3 s’écrit  à la  racine , qui 
devient  io2o3,  et  à la  droite  du  diviseur  2040.  Ce  qui 
donne  2o4o3.  On  multiplie  2©4o3  par  3,  et  le  produit  61209 
étant  retranché  de  61209,  *1  nc  reste  rien;  d’où  l’on  conclut 
que  10203  est  la  racine  quarrée  exacte  de  104101209. 

Démontrons  la  règle  qu’on  a suivie  dans  ces  deux  exem- 
ples ; elle  est  une  extension  de  celle  qu’on  a déjà  exposée  et 
démontrée. 

Reprenons  i56a5.  Ce  nombre  étant  plus  grand  que  100, 
sa  racine  est  plus  grande  que-10.  Elle  est  donc  composée  da 
dizaines  et  d’unités;  et  i562Ü  contient  les  3 parties  ordi- 
naires, le  quarré  des  dixaines,  le  produit  du  double  des 
dixaines  multiplié  par  les  unités,  et  le  quarré  des  unités. 

Pour  avoir  le  quarré  des  dixaines , il  faut  d’abord  faire 
abstraction  du  chiffre  5 des  unités , et  de  celui  des  dixaines 
2.  Voilà  la  première  tranche  26.  Ce  quarré  est  donc  compris 
dans  i56.  Ce  nombre  étant  plus  grand  que  100,  la  racine 
du  plus  grand  quarré  qui  y est  contenu,  est  elle-même  plus 
grande  que  10.  Elle  est  donc  aussi  composée  de  dixaines  et 
d’unités.  Pour  avoir  le  quarré  de  ces  nouvelles  dixaines, 

11  faut  de  nouveau  faire  abstraction  du  chiffre  6 des  uni- 
tés, et  du  chiffre  5 des  dixaines.  Voilà  donc  la  seconde 
tranche  56.  On  trouvera  par  la  méthode  déjà  démontrée, 
que  la  racine  du  plus  grand  quarré  dans  i56,  est  12.  Pour 
trouver  le  troisième  chiffre  5,  celui  des  unités,  on  retranche 
x 44 , quarré  de  12,  de  i56.  A côté  du  reste  12,  011  abaisse 
25;  il  en  résulte  1225.  On  divise  les  122  dixaines  de  cè 
nombre  par  24,  double  des  12  dixaines  de  la  racine,  ainsi 
qu’on  l’a  expliqué. 

Reprenons  aussi  104101209.  En  raisonnant  comme  on 
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vient  de  faire,  on  séparera  d’abord  deux  tranches  , en  allant 
de  droite  à gauche;  il  restera  10410,  dont  il  faudra  extraire 
la  racine  quarrée,  ou  du  moins  celle  du  plus  grand  quarré 
qui  y est  contenu.  Par  le  même  raisonnement , on  aura  de 
nouveau  3 tranches,  et  on  trouvera  102  pour  racine,  avec 
le  reste  6.  On  regardera  102  comme  les  dixaines  de  la  ra- 
cine du  plus  grand  quarré  contenu  dans  1041012.  On  trou- 
vera o pour  les  unités.  Ou  considérera  io?,o  comme  les 
dixaines  de  la  racine  quarrée  du  quarré  donné , et  on  trou- 
vera 3 pour  les  unités,  en  employant  toujours  les  mêmes  rai- 
sonnemens. 

On  peut  donc  généraliser  la  règle  de  cette  manière  : Di- 
visez le  quarré  donné  en  tranches  de  deu.r  chiffres , en  allant 
de  droite  à gauche.  La  tranche  la  plus s avancée,  vers  la  gauche 
pourra  n’avoir  qu’un  chiffre.  Cela  arrivera  toutes  les  fois 
•pie  le  quarré  aura  un  nombre  impair  de  chiffres.  Extrayez 
la  racine  du  plus  grand  quarré  contenu  dans  cette  tranche;  ce 
sera  le  premier  chiffre  de  la  racine  ; retranchez-cn  le  quarré 
de  la  tranche  dont  nous  venons  de  parler.  A côté  du  reste  , 
abaissez  la  tranche  suivante  ; faites-y  abstraction  du  chiffre 
des  unités  ; divisez  le  nombre  restant  par  le  double  des  chiffres 
déjà  mis  à la  racine.  Le  quotient  sera  le- second  chiffre  de  la 
racine  ; on  l'écrira  à droite  du  premier.  Pour  le  vérifier , on 
récrira  aussi  à droite  du  diviseur  précédent  ; on  multipliera 
le  nombre  qui  en  résulte  par  ce  meme  quotient  ; le  produit 
se  retranchera  du  nombre  total , où  l'on  avait  fait  abstrac- 
tion du  chiffre  des  unités.  Si  le  produit  était  trop  grand,  on 
diminuerait  le  quotient  jusqu'à  ce  que  la  soustraction  pût 
s'effectuer.  A côté  du  reste  , on  abaisserait  une  nouvelle  tran- 
che, et  on  trouverait  le  troisième  chiffre  de  la  racine,  ainsi  que 
les  suivons , comme  on  a trouvé  le  second. 

La  crainte  de  prendre  un  quotient  trop  grand,  en  fait  quel- 
quefois employer  un  trop  petit;  on  reconnaît  cette  erreur  de 
cette  manière  : on  ajoute  1 au  double  du  nombre  déjà  écrit 
à la  racine  ; si  le  reste  est  le  même , ou  plus  grand  que  la 
somme  , il  faut  augmenter  le  quotient  ; mais  il  est  rare  que 
l’on  tombe  dans  cette  faute.  Voici  la  raison  de  celte  règle  : 
Soit  a le  nombre  déjà  mis  à la  racine;  son  quarré  sera  a1; 
celui  de  a 1 , est  a1  -|-  o.a  -f-  1 . La  différence  de  ces 
quarrés  est  xa  -f-  1.  Donc,  si  le  reste  vaut  xa  1 , ou  même 
est  > xa  -f-  1 , la  racine  a est  trop  petite,  et  il  faut  l’aug- 
menter au  moins  d’une  unité. 

Le  moyen  le  plus  commode  pour  sc  familiariser  avec  la 
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pratique  de  l’extraction,  de  la  racine  quarrée  , c’est  de  former 
des  quarrés  , d’en  extraire  ensuite  la  racine. 

On  abrège  aussi  les  calculs , en  faisant  les  soustractions  en 
mêine-tems  que  les  multiplications  ; mais  ceci  tient  aux  règles 
de  calcul  données  dans  l’Arithmétique. 

Si  le  quarré  donné  pouvait  se  diviser  par  4 , ou  par  9 , ou 
para5,  enfin  par  un  quarré,  on  gagnerait  à le  faire.  On 
extrairait  ensuite  la  racine  quarrée  du  quotient,  et  on  la  mul- 
tiplierait par  a , ou  par  3 , ou  par  5 ; enfin  par  la  racine  du 
quarré  diviseur.  On  la  multiplierait  par  le  produit  des  racines, 
si  on  avait  divisé  successivement  par  plusieurs  qnarrés.  Soit 
proposé  d’extraire  la  racine  quarrée  de  36864  , je  divise  par 
4 , le  quotient  est  9216  ; je  divise  de  nouveau  par  4,  il  vient 
a3o4  au  quotient  ; je  divise  enfin  par  9 , et  le  quotient  est 
a56  , dont  la  racine  est  16  ; je  multiplie  16  par  12  , produit 
des  3 racines  a , a et  3 , et  j’ai  19a  pour  racine  quarrée  exacte  1. 
de  36864. 

Voici  la  raison  de  cette  règle  : Désignons  par  a1,  b1,  c\  etc. 
les  quarrés  diviseurs  ; le  nombre  donné  est  donc  de  la  forme 
a 1 bx  c1  ml  y bi1  étant  le  quotient  final. 

On  a évidemment  ~ abern  ; 

Puisque  ( ahem )*  = abern  X abern  — a?b'lcLrriL. 

Au  surplus  ceci  est  plus  curieux  qu’utile. 

On  doit  rapporter  au  cas  actuel  celui  où  le  nombre  donné, 
quoique  renfermant  des  parties  décimales , est  toujours  un 
quarré  parfait , c’est-à-dire  le  produit  d’un  nombre  multiplié 
par  lui-méme.  La  multiplication  des  parties  décimales  fait 
voir  que  le  quarré  d’un  nombre  qui  en  contient , doit  avoir 
a fois  autant  de  chiffres  décimaux  qu’il  y en  a dans  ce  nom- 
bre ; et  réciproquement  qu’il  y a à la  racine  moins  de  chiffres 
décimaux  qu’au  quarré.  Ainsi  supposons  qu’il  y en  ait  n dans 
l’une,  il  y en  aura  nécessairement  2 n dans  l’autre.  D’après  cela, 
on  extrait  d’abord  la  racine  quarrée  comme  si  tout  le  nombre 
était  entier;  ensuite  on  y indique,  en  allant  de  droite  à 
gauche , le  nombre  convenable  de  chiffres  décimaux  ; n par 
exemple , s’il  y en  a a n au  quarré  donné. 

EXEMPLES. 

^1999^4  = 1732;  donc,  ^19998,24  — i73,a; 
y/ 1 99,9** a 4 = 17,3a;  \/ 1,9998' 2 4 ==  1,732; 
1/0,01999824  = o,i73a  ; 1/0,0001999824  — 0,0173a. 
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6q.  Examinons  màintenant  le  cas  où  la  racine  quarrée  né 
peut  s’extraire  exactement.  Ce  qui  arrive  toutes  les  fois  que 
le  nombre  donné  n’est  point  un  quarré  parfait , ou  le  produit 
d’un  nombre  multiplié  par  lui-même. 

Alors  on  extrait  la  racine  du  plus  grand  quarré  contenu 
dans  ce  nombre.  Ainsi  la  racine  quarrée  de  12345  , est  m , 
à moins  d’une  unité , et  même  à moins  d’une  demi-unité.  En 
général , soit  a zz.  b1  -)-  c ; a étant  le  nombre  donné  , b1  le 
plus  grand  quarré  qui  y soit  contenu  , et  c leur  différence. 
On  prendra  b pour  la  racine  quarrée  de  a. 

Quelquefois , au  lieu  de  la  racine  du  quarré  immédiate- 
ment plus  petit  que  le  nombre  donné  , on  prend  celle  du 
quarré  immédiatement  plus  grand  : cela  se  fait  lorsque  ce 
dernier  diffère  moins  que  le  premier  de  ce  nombre  donné. 
Ainsi  la  racine  quarrée  de  1 56i  5 , est  plus  proche  de  xa5  que 
de  134  ; on  a par  ce  moyen  la  racine  quarrée  à moins  d’une 
demi-unité.  Il  en  serait  de  même  si  le  nombre  renfermait  des 
parties  décimales  ; on  vient  de  voir  que  la  racine  quarrée  de 
12345  est  111 , à moins  d’une  demi-anité.  Ainsi  on  prendra  , 

11,1  pour  ^123,45  ; 1,1 1 pour  1,2345  , et  0,1 11  pour 
V^o, 012345.  De  même  aulieu  de  i56,i5,ou  de  V' i,56i5, 
ou  de  \/ o, o 1 50 1 5,  on  emploierait  ou  i,56iù, 

ou  V/o,‘>i5é>25,  et  par  conséquent  12, 5,  ou  i,25,  ouo,i25. 

On  a par  ce  moyen  la  racine  à moins  d’une  demi-unité 
décimale  de  l’ordre  n,  s’il  y a 2 n chiffres  décimaux  au  quarré, 
et  par  conséquent  « à la  racine. 

On  suppose  toujours  que  les  chiffres  décimaux  sont  en 
nombre  pair,  au  nombre  dont  on  propose  d’extraire  la  racine 
quarrée;  autrement  le  plus  grand  quarré  qu’on  y trouve, 
abstraction  faite  de  la  virgule  , n’en  serait  plus  un  lorsqu’on 
y remettrait  la  virgule,  puisqu’ayant  un  nombre  impair  de 
chiffres  décimaux  , il  ne  serait  point  le  produit  d’un  nombre 
multiplié  par  lui  - même.  Dans  ce  cas  , on  écrit  1 ou  3 , ou 
5 zéros  à la  droite  du  nombre  donné;  mais  nous  y reviendrons. 

Pour  obtenir  la  racine  quarrée  avec  une  plus  grande  ap- 
proximation , voici  la  règle  qu’on  suit  ordinairement. 

S’il  s'agit  de  prendre  la  racine  quarrée  d'un  nombre  entier, 
on  écrit  à la  droite  de  ce  nombre  deux  fois  autant  de  zéros 
qu’on  veut  avoir  de  chiffres  décimaux  à la  racine  ; on  extrait 
ensuite  la  racine  quarrée  du  plus  grand  quarré  contenu  dan*. 
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le  nouveau  nombre.  On  sépare  dans  cette  racine  , en  allant 
de  droite  à gauche  , le  nombre  convenu  de  chiffres  décimaux \ 

EXEMPLE. 


Extraire  la  racine  quarrée  de  a,  à moins  d’un  millième. 


2,000000 
■ , 10,0 

40.0 

1190.0 

604 


1,414 

24' 

28x 

2824 


On  écrit  donc  6 zéros  à la  droite  du  nombre  donné  2 , parce 
qu’on  veut  avoir  3 chiffres  décimaux  à la  racine  quarrée.  On 
trouve  i4i4  pour  \/ 2.000000 , avec  un  reste  G04  qu’on  né- 
glige. On  a donc  i,4i4  pour  a , à moins  d’un  millième.  En 
effet  ( 1,4 14  )*  = 1,99936  , et.  ( i,4i5  )J  = 2,002225.  Ainsi 
l/a  > i,4i4,  et  < i,4 1 5 , plus  proche  du  premier  nombre 
que  du  second. 

Voilà  la  règle  : en  voici  la  démonstration.  On  veut  que  la 
racine  ait  n chiffres  décimaux  ; il  faut  donc  employer  un 
quarré  qui  en  ait  2 n.  Dans  cette  vue,  on  écrit  2 fois/i  zéros  à 
la  droite  du  nombre  donné,  et  on  considère  ces  an  zéros 
comme  des  chiffres  décimaux.  Le  plus  grand  quarré  contenu 
dans  le  nombre  ainsi  transformé  en  parties  décimales  , a né-, 
cessairement  2 fois  n chiffres  décimaux , comme  on  le  suppose. 
On  donnera  une  seconde  démonstration  , lorsqu’Oh  aura  expli- 
qué  l’extraction  de  la  racine  quarrée  des  fractions  ordinaires. 

S’il  s’agit  d’extraire  la  racine  quarrée  d’un  nèmbre  qui 
renferme  déjà  des  parties  décimales,  et  qu’on  veuille  toujours 
n chiffres  décimaux  à la  racine,  ou  écrit  à la  droite  du 
nombre  donné  autant  de  zéros  qu’il  en  faut  pour  qu’il  ait  2 n 
chiffres  décimaux,,  les  zéros  étant  comptés  comme  des  chiffre* 
de  cette  espèce.  - 

EXEMPLE  I“. 

Extraire  la  racine  quarrée  de  1,25,  à moins  d’uu  millième. 

, ,i,a5oooo 

a, 5 

40.0 

1790.0 
7 6 

Algèbre.  » 10 
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« 'LC . > r . ; 1.' 

ta 

221 

2228. 
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On  a écrit  4 zéros,  pour  compléter  les  6 chiffres  décimaux 
qu’on  doit  avoir  au  quarré , puisqu’on  en  veut  3 à la  racine. 

On  trouve  1118  pour  \/ 1260000 ; on  a donc,  i,uS 


pour  V'ii»»&oo0°’  ou 

En  effet  (i,n8)*  = i, *499*4,  et  (1,119)’  = i,*5ai6i. 
Donc,  > 1,118  et  < 1,119. 


EXEMPLE  II. 


Extraire  la  racine  quarrée  de  12, 5 , à moins  d’un  millième: 


ia,5o,oo,oo 
35,o 
a5o,o 
3910,0 
377  5 


3,535 

65 

yo3 

7065 


' On  a écrit  5 zéros  , pour  qu’en  les  comptant  il  y ait  ff 
chiffres  décimaux  au  nombre  donné  , ou  plutôt  au  plus  grand 
quarré  qui  v est  contenu.  ______ 

Ainsi  avant  trouvé  3535  pour  K 12600000,  on  a 3,5a5  pour 
|/ia,5ooooo,  ou  plus  simplement  pour  lé  1 2,5. 

En  effet  ( 3,535  )*  = 3496225 , et  (3,536)*  = ia,5o3a96. 
D’où  l’on  conclut  ^12,5  > 3,535 , et  < 3,536. 

Le  premier  nombre  est  un  peu  plus  approché. 


Quarré  et  Racine  quarrée  des  Fractions. 


tj o.  Soit  une  fraction  quelconque , on  aura. 


Le  quarré  d’une  fraction  se  trouve  donc  en  formant  sépa- 
rément le  quarré  du  numérateur  et  celui  du  dénominateur. 
Réciproquement  pour  avoir  la  racine  quarrée  d’une  fraction, 
il  faut  extraire  séparément  la  racine  quarrée  du  numérateur 
«t  «elle  du  dénominateur.  Ainsi , 
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Passant  aux  nombres  exprimés  en  chiffres , on  aura  suc- 
cessivement, ]/  ; 3 . 

Y 9 Y9  3 ’ 

et  l/^16  = _ g6 

ioaot  y'ioioi  toi ' 

Si  le  dénominateur  seul  était  un  qüarré  parfait,  on  extrai- 
rait celle  du  numérateur  par  approximation;  et  on  la  divise- 
Tait  par  celle  du  dénominateur.  Ainsi , 

i/^i.  5-  y3  _ i-73a  _ . of.R 

V 4 “ 1/4  “ ~ — °’866- 

De  même  j/* a _ Va  1,414  

9 V9  3 

à moins  d’un  millième. 

On  jiousse  l’approximation  aussi  loin  qu’on  le  juge  conve- 
nable. On  réduit  la  racine  entièrement  en  parties  décimales 
pour  n avoir  pas  une  fraction  de  fraction.  ’ 

Si  le  dénominateur  n’est  pas  un  quarré  parfait , on  trans- 
forme la  fraction  en  une  autre  qui  soit  dans  ce  cas  • cela 
se  fait  en  général  en  multipliant  les  deux  termes  de  la 
fraction  par  le  dénominateur.  On  opère  ensuite  comme  il  vient 
d être  dit.  Il  resuite  de  là  que 

\/~  = = - “-“s  _ « , 

V 3 v 9 - ^9 3 o,8!6. 

Onsuit  cette  règle  même  dans  le  cas  où  le  numérateur  est  un 
Ainsi e Parfait’  pourTU  Ie  dénominateur  n’en  soit  pas  un. 


l/-L  _ 1/^  - Y*  _ 

a 4 Vh  ~~ 


1.414 

“7-  = 0,707. 


11  *er“‘t  P0ssi^le  d’extraire  par  approximation  la  racine 
Par1erxempleen0minateUr’  bien  q“€  CelIe  du  "'Orateur. 

l/lfL  — Y*  1.414  _ 1414  „ . 

3 - ^3  “ TÏT*  — °’Sl6- 

Mais  le  calcul  serait  plus  long,  et  sur-tout  plus  compliqué. 

Quand  le  numérateur  est.  un  quarré  parfait,  on  pourrait 
»usst  laisser  la  fraction  telle  qu’elle  est , et  extraire  par  ap- 
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proximation  la  racine  quarrée  du  dénominaieur  en  cette  ma- 
nière , 


Ï/J_  - J^L  — _JL_  — 
r ~ \s*  ~ ’ 


ii4»4 


U>7U7> 


mais  le  calcul  serait  encore  moins  simple. 

Enfin  on  pourrait  transformer  la  fraction  donnée  en  parties 
décimales  , et  extraire  ensuite  la  racine  quarrée  du  nombre 
qui  en  résulte.  Ainsi , 


2=  I/O,  5 = 0,707. 


De  même  = 1/0,666667  0,816. 


* Ce  dernier  procédé  parait  aussi  simple  que  celui  qu’on  suit 
ordinairement. 

Résolution  des  équations  du  deuxième  degré  à 
deux  termes. 


7 I . Nous  pouvons  maintenant  résondre  les  équations  du 
second  degré  de  la  forme  x1  — q.  Il  suffit  pour  cela  d’extraire 
la  racine  quarrée  du  nombre  q supposé  connu. 

Comme  le  quarré  de  — a est  -f-  a1  aussi  bien  que  celui  de 
+ u , il  s’ensuit  que  le  même  nombre  admet  deux  racines 
quarrées , égales  en  grandeur  , mais  de  sigues  différens.  Pour 
indiquer  cette  double  racine , on  donne  le  double  signe  rt , 
soit  à la  racine  extraite,  soit  à la  racine  indiquée  , ou  au 
radical.  Ainsi  de  l'équation  x1  — q , on  conclut  celle-ci, 
x=z±S  q-  , , 

Soit  q — a5 , on  aura  5=  a5  j 
ensuite  x — tt  1/  a5  ” rfc  6. 

Cela  veut  dire  qu’on  satisfait  à l’équation  primitive  ** 
— iS  , en  prenant  x ==  5 , ouxz  — 5. 

Si  le  nombre  q n'est  pas  un  quarré  parfait , on  en  extraira 
la  racine  par  approximation.  Ainsi  de  l'équation  , 

, x1  — a , on  tire  x ~ ± / a = ± i,4x4o. 

On  pousse  l’approximation  aussi  loin  qn’on  le  juge  conve- 
nable. ' 

Si  le  quarré  de  l’inconnue , au  lieu  d’étce  isolé  dans  le  pre- 
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Huer  membre  , y formait , avec  des  nombres  connus , une 
Somme  , ou  une  différence,  on  un  produit , ou  un  quotient , 
on  le  dégagerait , comme  il  a été  prescrit  pour  la  première 
puissance  de  l’inconnue  dans  les  équations  du  premier  degré. 

Soit,  par  exemple,  l’équation; 


Chassant  les  dénominateurs , transposant , réduisant , divi- 
sant , et  extrayant  la  racine  quarrée , on  a successivement , 
8x>  + 33  = 41  ; Sx1  = 41  — 33  = 8 ; 
xl=z\zzi,  x — dkzv'i  = ± 1 . 

Applications. 

Ir*  Question  : Les  corps  en  tombant  librement , et  abstrac- 
tion faite  de  la  résistance  de  l’atmosphère , parcourent  des 
espaces  proportionnels  aux  quarrés  des  teins  , pendant  les- 
quels ils  tombent.  Ce  principe  est  prouvé  en  physique  par 
l’expérience , et  démontré  en  mécanique  par  des  raisonnemens 
rigoureux.  Les  teins  et  les  espaces  se  comptent  depuis  le  com- 
mencement du  mouvement.  On  a observé  que  l’espace  corres- 
pondant à la  première  seconde  de  teins , est  de  4n\9°45. 
D’après  cela,  combien  de  secondes  emploiera  un  corps  à 
tomber  d’une  hauteur  de  i32m,5347  ( 4p8  pieds  ) ? laquelle 
est  celle  du  sommet  de  la  croix  de  Saint-Pierre  de  Rome. 

Soit  t le  nombre  de  secondes  ; on  aura  cette  proportion  : 

4”, 9045  : i3i",5347  ::  1 : t1  ; 

1 3i,3347  i3a5347 

y-  — - — 27,02. 

4,9045  49°45 

t — ± ± 5,2. 

Ces  deux  valeurs  de  t peuvent  également  résoudre  l’équa- 
tion / 1 “ 27,02.  La  valeur  positive  5,2  résout  seule  le  pro- 
blème. Ainsi  un  corps  n’emploierait  que  5W,2  à tomber  de 
cette  grande  élévation. 

IIe  Question  : Les  saucissons  employés  au  revêtement 
d’une  batterie  , peuvent  être  considérés  comme  des  cylindres 
droits.  Avec  des  matériaux  suffisans  pour  en  faire  a5  de  325 
millimètres  (12  pouces  ) de  diamètre  , on  voudrait  en  faire 
36  de  même  longueur.  Quel  doit  être  le  diamètre  de  ces  der- 
nier* ? 


donc 

et 
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On  démontre  en  Géométrie  que  les  volumes  des  cylindre* 
droits  de  même  longueur , sont  proportionnels  aux  quarrés 
des  diamètres.  Soit  x le  diamètre  cherché.  Désignons  par  m 


le  volume  des  matériaux.  Nous  aurons 


pour  celui  d’un 


cylindre  de  la  première  espèce , et  pour  celui  d’un  cy- 
lindre de  la  seconde  espèce.  Le  principe  de  Géométrie  don- 
nera la  proportion , 


m m 

Ô5  # 36 


(3a5)*  : x*  ; ou  36  : a5  ::  io56a5  : x*; 


donc 


, __  io56a5  X *5  a64o6a5 


36 


36 


. , . ./a64o6a5 ,1/3640635 . 1625 , 

et  x=±V-i<r-=z±-viïr--^r  ± 7 ' 


Ainsi  le  diamètre  demandé  est  de  371  millimètres  (10 
pouces  ). 


IIIe  Question  : La  chambre  d’un  mortier  est  un  cylindre 
droit.  Celle  du  mortier  de  ta  pouces  ( 3a5  millim.  ) , et  celle 
du  mortier  de  8 pouces  (217  millim.  ) ont  la  môme  profon- 
deur. Le  diamètre  de  la  première  est  de  126  millimètres 
( '4  pouces  8 lig.  ) : on  demande  celui  de  la  seconde.  On  sup- 
pose en  outre  que  la  première  contient  i6g3  grammes  de 
poudre  ( 3'i,r  7°°*  | ) , et  que  la  seconde  en  contient  635 
grammes  ( 2o°nc  ^ ). 

La  capacité  des  cylindres  de  même  longueur  est  proportion- 
nelle au  quarré  du  diamètre.  D’un  autre  côté , le  poids  de  la 
poudre  que  peut  contenir  chaque  chambre  ’,  est  évidemment 
proportionnel  à sa  capacité.  Ainsi  le  poids  est  ici  proportion- 
nel au  quarré  du  diamètre.  Désignons  donc  par  x le  diamètre 
cherché , nous  aurons  la  proportion  , 


i6g3  : 635  ::  (12 6)1  : x*; 

de  cette  proportion  on  tire , entre  les  racines  quarrées  de  ses 
termes,  cette  autre  proportion  , 


donc 


: |/635  ::  126  : x; 

126  x t/635 

x t/1693  5 


oux 


= I2«xl/“= 

^ Y 1693 


ia6. 1/0,375074=126  XO}6i2KP77j 


1 
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• Ainsi  le  diamètre  de  la  chambre  de  8 ponces  est  77  milliin. 
pouces  lolig.  ). 

IVe  Question  : Supposons  que  la  hauteur  du  talus  d'une 
batterie  est  de  am,274  ( 7 pieds  ) à l’intérieur,  et  que  la  base 
est  de  om,758  ( aP»  4P®  ) , ou  le  tiers  de  la  hauteur.  Calculer 
la  longueur  de  ce  même  talus. 

On  démontre  en  Géométrie  que  le  quarré  de  la  longnenr 
de  ce  talus  , est  égal  à la  somme  des  quarrés  de  sa  hauteur 
et  de  sa  base.  D'après  ce  principe  , soit  x la  longueur , 
on  aura , 

x1  = ( a, 274  )»  + ( o,758  )*  ; 
ou  x1  = 5,74564o  ; 
et  x = ± |/5,74564o  = ± 2,397. 

Donc  la  longueur  du  talus  est  de  am,3g7. 

Si  on  trouvait  un  nombre  négatif  pour  la  valeur  du  quarré 
de  l’inconnue , ce  serait  une  preuve  que  la  question  proposée 
renferme  une  absurdité , et  qu’elle  ne  peut  être  résolue.  En 
effet , un  nombre  négatif  ne  peut  jamais  être  le  produit  d’un 
nombre  multiplié  par  lui-méme.  La  valeur  de  l’inconnue 
serait  donc  alors  la  racine  quarrée  d’nne  quantité  négative. 
Ces  sortes  de  racines  s’appellent  imaginaires , parce  qu’on 
ne  peut  les  représenter  par  aucun  nombre  positif  ou  négatif, 
soit  exactement , soit  par  approximation.  Par  exemple  , soit 

3x’  + 75  = 48  ; donc  3x*  rr  48  — 75  = — 37  ; 
et  x*  = — y — — 9 ; enfin  x = ± 9. 

Expression  impossible  , puisqu’aucun  nombre  réel  multiplié 
par  lui-méme  ne  peut  donner  — 9 pour  produit. 

Résolution  des  équations  complètes  du  deuxième 
degré  à une  inconnue. 

<73.  Ces  équations  sont  de  la  forme  x*  -f-  px  — q\  p et 
q étant  des  nombres  quelconques , supposés  connus.  Voici 
comment  on  les  résout.  On  ajoute  aux  deux  membres  de 
l’équation  ();)',  ou  j px  ; c’est-à-dire  le  quarré  de  la 
moitié  du  coefficient  p , qui  multiplie  la  première  puissance 
de  l’inconnue  , et  l’équation  devient , 

+ px  4-  ( \p  y = q 4-  H p*  ; 

0“  ( x 4-  \ P Y =5  ± p'  + q ; 

en  effet , ( x 4-  ; p ) X ( X 4*  j p ) = x1  4-  px  + ± p*. 
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On  extrait  la  racine  quarrée  du  premier  membre,  laquelle 
est  x + j p.  On  indique  celle  du  second  , et  on  a l’équation 
du  premier  degré , 

x + k P — j p1  -f  g-, 

d’où  on  tire  , x SZ  — j p ± y/  i p1  q. 

L’inconnue  a donc  deux  valeurs  , savoir  : 

— ip  + v TP~+  q » <*  — j p — ^ i p1  ■+■  ?• 

On  met  aussi  ces  valeurs  sous  cette  forme , 

— “ — ^ T 4<î'  Pour  *'une  » et  — F — -4  - pour  l’autre. 

Cette  règle  se  démontre  d’elle-méme.  Donnons-en  quelques 
exemples , avec  des  nombres  exprimés  en  chiffres. 

EXEMPLE  Ier. 

Résoudrel’équation  x*  4*  6x  ~ t6o.  Ici  p ZZ  6,  et  q — 160; 
donc  j p — 3. 

Complétons  d’abord  le  quarré  du  premier  membre , 
extrayons  ensuite  la  racine  quarrée , et  transposons , nous 
aurons  successivement  , 

x1  -j-  6x  + ( 3 Y — 160  -f-  9 = 169  ; 
x + 3 = ± ^169  = ± i3;x—  — 3 ± i3. 

Les  deux  valeurs  de  l’inconnue  sont  donc  , 

— 3-4“  i3 , ou  10 , et  — 3 — r3 , ou  — 16 
Ces  deux  valeurs  satisfont  en  effet  à l’équation  proposée , 
x1  + 6x  =:  160. 

D'abord  si  on  suppose  x “ 10  , on  a 

x!  + 6x  = ( 10  y + 6 X 10  = 100  -f  60  = 160  ; 
ensuite  si  on  prend  x z=.  — 16  , cm  trouve , 

**=:(— i6y=t  — ifi  X — i6=256;6x  = 6x*—  ï6  = — 96; 
. ' 
donc  x1  + 6x  ==  a56  — 96  ==.  160. 

EXEMPLE  IL  _ . 

Résoudre  l'équationx1  — 5x~  5o.  Ici  p = — 5,  et  q zz  5o  ; 
donc  - p — — ï ; et  on  aura  successivement , 

1 * ■ •'  a-  «i 
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x'  - 5x+  (f)2  = 5o  + ^ = iiî; 

* - i = ± v’-ï  = ± V5  ; 

x = 3-± 

Désignons  la  première  valeur  par  x' , et  la  seconde  par  x". 
( On  prononce  x prime  , et  x seconde  ) , et  nous  aurons , 

= r + T = 10  ; et  x»  = | — as  — 5. 

Ces  valeurs  satisfont  à l’équation.  D’abord  soit  ■ 

donc  æ1  — Sx  ~ xoo  — 5o  ss  5o. 

Soit  ensuite  x — — 5 ; donc 

x%  — Sx  z^z  ( — 5)1  — 5 x — 5 = a5  -}-  a5  — 5o. 

EXEMPLE  III. 

Résoudre  l’équation  x1 — jx  rz — 6.  Ici/»— —7,  et  <7  == 6 ; 

donc  x*  — > 7*  -j-  ( j )*  — — 6 -j-  r~  aS  . 

4 4 4 

* — ï = ± 1/7  = ± ; ; et  x ■=  1 ± f; 
donc  a:'  = 6,  et  x"  = 1. 

En  effet , ar*  — 7*  — ( 6 )2  — 7 X 6 = 36  — 4a  = — 6 ; 
et  ( O1  — 7 . 1 = 1 — 7 - — 6. 

EXEMPLE  IV. 

Résoudre  l’équation  a:2  — gx  — — a5.  Ici/»  — — 9, 
et  q — — a5  ; 

donc  a:2  — 9x+(î)2=  — a5  + ^ = — ~10°  = _ 12.  ; 

x — ï = — ^ — ; I * = ’ ± Ÿ — j. 

Dans  cet  exemple  les  valeurs  de  x sont  imaginaires  : il  y a 
dpnc  impossibilité  de  satisfaire  à l’équation  proposée. 

Si  l’équation  primitive  n’était  pas  de  la  forme  a:1  -f- px  —q> 
on  l’y  ramènerait  aisément.  Soit,  par  exemple , l’équation 

Sx1  — liX  4-  i9  — Sx1  — nar  -j-  »5* 

On  aura  successivement , 

la:2  — 4x—  5*!  uxs:  a5—  19 i — a*2  -|-  737  = 6; 
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axl  — qx  xx  — 6 -,  xl  — — = — 3 ; 

a 

**-:*  + (î),“-3  + a=i£=Ü  = i5 


Soit  encore 


x' 

3Æ* 


—H  l/JL 

— v 

— 

i ; x — 

1 i . 

« 4 » 

= a; 

— 

3* 

+ 

5 

II*» 

-v  + 

V 

6 

~ xa 

On  aura  successivement , 


Sx1  — gx  10  — na:1  — 6x  + 4» 

8x*  — 1 ix1  — 9 x 6x  — h — 10; 

— 3x*  — 3x  — — 6 ; 3xl  ■+-  3x  zz  6 ; 

**  + I=  l;l‘-|T  + (;)*  = l + ;=  |i 

* + i = ±$î*  = -ï±Si 
donc  x1  = 1 , et  x11  rr  — a. 

Remettons  à la  fois  sous  les  yeux  toutes  les  règles  qui 
servent  à résoudre  l’équation  complète  du  second  degré  à 
une  inconnue. 

i°.  Faire  passer  , dans  le  premier  membre  de  F équation  , 
tous  les  termes  affectés  de  x , et  les  quantités  connues  dans 
F autre  ; a°.  examiner  si  le  terme  qui  contient  xx  est  positif  ; 
s’il  avait  le  signe  — , on  changerait  tous  les  signes  de  F équa- 
tion ; 30.  faire  disparaitre  le  coefficient  et  le  diviseur  du  premier 
terme  s’il  y en  a : ce  qui  se  fait , en  divisant  tous  les  termes 
'de  Féquation  par  le  coefficient  , et  en  les  multipliant  par  le 
diviseur  ; 4°.  compléter  le  quarré , en  ajoutant  à chaque  membre 
le  quarré  de  la  moitié  de  la  quantité  connue  qui  multiplie  la 
première  puissance  de  x ; 5°.  tirer  la  racine  quarrée  de 
chaque  membre  , et  donner  à celle  du  second  membre  le  double 
signe  L’équation  sera  réduite  au  premier  degré. 


'Application  de  ces  règles  à la  résolution  de  quelques 
questions  du  second  degré. 

* . . > •»  - • «* 

Ire  Question  : Trouver  un  nombre  tel , que  si  l’on  ajoute 
i3a  à son  quarré  , la  somme  soit  égale  à a3  fois  ce  nombre. 
Solution  : Soit  x ce  nombre  ; x1  sera  son  quarré.  Ainsi  , 
**  4-  i3a  = a3x; 
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transposons,  il  Tient,  x1  — a3x  — — i3a; 
complétons  le  quarré , et  réduisons , on  a , 

**  — + (V)1  = ; » 

extrayons  la  racine  quarrée  , on  trouve , 


donc 


»>  -4-  > . i 


donc  première  valeur  x 1 = îa  ; seconde,  x"  ZZZ  11. 


Vérification  : i°.  Si  x s=  ia  , on  a , x*  -f-  i3a  ss  i44 
-f-  i3a  — a7Ô  = a3 . ia  ; 

a0.  Si  x = n , on  a,  x1  -f-  i3a  zz  iai  -f-  i3ar=  a53 
= a3  . ii. 

IIe  Question  : Un  régiment  de  cuirassiers  achète  un  cer- 
tain nombre  de  chevaux  pour  ua5o  fr.  ; un  régiment  de 
dragons  en  achète  i5  de  plus  pour  ifiooo  fr.  Un  cheval  de 
dragon  coûte  5o  fr.  de  moins  qu’un  cheval  de  cuirassier. 
Combien  y en  avait-il  des  uns  et  des  autres , et  combien 
a-t  on  payé  pour  chaque  cheval  ? 


Solution  : Désignons  par  x et  par  x i5  les  deux 

nombres  de  chevaux  , et  par  --  - *°  et  -6°°-  les  prix  cor- 

* x+i5 

respondans  ; on  aura  l’équation , 


na5o 

x 


16000 
x i5 


+ 5o. 


Faisons  disparaître  les  dénominateurs  , transposons  , 
changeons  les  signes , et  réduisons  , nous  trouverons  , 


5ox*  -f-  55oox  ss  168750; 

divisons  par  5o  ; complétons  le  quarré,  et  extrayons  la 
racine  quarrée , nous  aurons  , 


x + 55  = ± 80  ; donc  x zz  80  — 55  a5,  et  x = — i35. 


La  première  valeur  résout  seule  le  problème  et  l’équation. 
Il  y avait  donc  a 5 chevaux  de  cuirassiers  et  40  de  dragons. 
La  valeur  négative  — i35  satisfait  à l’équation  seulement. 

IIIe  Question  : Trois  compagnies  d’ouvriers  , en  travaillant 
ensemble,  feraient  un  ouvrage  en  i5  heures;  s’ils  travail- 
laient séparément , les  premiers  emploieraient  les  ; du  teins 
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des  seconds  , et  ceux-ci  1 5 heures  de  moins  que  les  dernier*. 

Combien  chaque  compagnie  mettrait-elle  donc  de  tems  ? 

Solution  : Désignons  par  x le  tems  des  seconds  , nous 

aurons  -y  pour  le  tems  des  premiers,  et  x -+•  i5  pour 


celui  des  derniers.  Ce  qu’ils  font  de  l’ouvrage  par  heure  sera 
exprimé  respectivement  par 

ii  i 

4x  ’ x x-J-i  5 ’ 

~T  ' 

l’ouvrage  entier  étant  représenté  par  i . 

Les  trois  compagnies  le  faisant  en  1 5 heures , l'équation 
sera , 


i5  , i5  i5 

x + 4-  + x4-i5 


7S  , i5  . i5 

1 J °U  ïi  + x + 


faisant  évanouir  les  dénominateurs  , il  vient , 


75**  1 125*  4-  6ox*+  goojc  -f-  6oxl  =3  4*’  + Go#1  ; 

divisant  tous  les  termes  par  x , réduisant , transposant  et 
changeant  les  signes,  on  a, 

4*m  — x35*  = aoa5  ; 


d’où  l’on  tire,  en  procédant  comme  ci-dessus, 

i3 3 . aa5 

* SS  — ± — • 

8 8 

Les  deux  valeurs  de  l’inconnue  sont  donc,  x1  — 45  et 
x"  — — 1 1 j.  La  première , seule , résout  le  problème  ; la 
seconde  ne  satisfait  qu’à  l’équation.  L’ouvrage  entier  serait 
donc  fait  en  36h  par  la  première  compagnie  j en  45  par  la 
seconde , et  en  6o  par  la  troisième. 

En  effet , les  3 compagnies  feraient  ensemble  ^ -f-  ~ -J-  £ , 
ou  £ de  l’ouvrage  en  une  heure , et  l’ouvrage  entier  en  1 5 
heures. 

IV*  Question  : Suivant  les  physiciens , l’action  de  la  lu- 
mière est  en  raison  directe  de  son  intensité,  et  en  raison  in- 
verse du  quarré  de  la  distance  de  l’objet  éclairé  au  corps  lumi- 
neux. D’après  ce  principe  ; trouver  sur  la  droite  qui  joint 
deux  corps  lumineux , le  point  qui  en  est  également  éclairé  ; 
en  supposant  leur  distance  de  ia5  centim. , et  les  intensités 
de  leur  lumière  proportionnelles  aux  nombres  x6  et  a5. 
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Solution  : Représentons  par  la  droite  ab. 


ia7 


41 

C 

b 

c' 

celle  qui  joint  les  corps  lumineux  supposés,  l’un  en  a,  et 
l’autre  en  b ; le  premier  étant  plus  grand  que  le  second.  Soit 
c le  point  cherché,  désignons  par  * la  distance  ne  ; donc  bc 
= ia5  — x.  La  force  de  la  lumière  en  a étant  a5  à la  dis- 


25 


tance  i , elle  sera  — à la  distance  x,;  pareillement  la  force 
de  la  lumière  en  b étant  16  à la  distance  i,  elle  deviendra 
à la  distance  ia5  — x.  Ces  dernières  forces  étant 


<ia5  — xy 

supposées  égales,  on  a l’équation, 

a5 16 

x 1 ‘ ( ia5  — x)% 

Faisant  évanouir  les  dénominateurs , on  a, 

25  ( ia5  — x)*  = i6x’. 

Effectuant  les  opérations  indiquées  , transposant  et  rédui- 
sant , on  trouve , 

gx*  — 6a5ox  c=  — 3go6a5, 

et  par  suite , 

3ia5  i5oo 

9 9 

Les  deux  valeurs  sont  donc  x =5  6a 5,  et  x = 6g  J;  l’une  et 
l’autre  satisfont  au  problème.  La  valeur  6g  | désigne  le  point 
c placé  entre  les  deux  corps  lumineux  ; et  la  valeur  6a5  dé- 
signe un  autre  point  c1,  situé  sur  le  prolongement  de  ta  droite 
ab  du  côté  de  la  lumière  la  plus  faible. 

On  aurait  pu  résoudre  plus  simplement  l’équation 

— — — de  cette  manière.  D’abord,  extrayons  la 

X * ( 125 X)1  J 


X = 


S . 4 

racine  quarree , nous  aurons  ■ — • — 3;  — 

x ia5  — x 

donne  les  deux  équations  , 

_5_  _ _ 4 .5 

X 


, ce  qui 


et  ■ — 


ia5  — x’  • x 1*5  —‘x  '*  — 125’ 

O11  tire  de  la  première  , x 69  j , et  de  la  seconde , x — 6 2 5 , 
comme  précédemment. 
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De  T extraction  de  la  racine  quarrée  des 
Polynômes. 

<7  3.  Rappelons-nous  l’indication  et  la  formation  du  quarré 
d’un  monome  algébrique.  Nous  aurons  successivement , 


I . 

a*. 

3». 

4°. 


= alm  j 


( am  y — am  . a 
{ambncP')x  zz  ambr‘cP'/.ambnct‘  zz  a*mb*nc*P  ; 

(û»\*  a-  a-  a»" 

T*)  ~b*  * ï*~ 

. I.  ' > 

(an")*  = an*  X 2am  — 


Ces  résultats  font  voir  que  pour  passer  de  la  première 
à la  seconde  puissance,  ou  quarré  d’un  monome,  il  faut, 
i°.  élever  au  quarré  le  coefficient  ou  facteur  numérique , 
s’il  y en  a un  ; a°.  doubler  l’exposant  de  chaque  facteur  algé- 
brique. Il  suit  de  là  que  pour  extraire  la  racine  quarrée  d’un 
monome  algébrique,  il  faut,  i°.  extraire  la  racine  quarrée 
du  coefficient  ou  facteur  numérique;  a°.  prendre  la  moitié  d* 
l’exposant  de  chaque  facteur  algébrique.  Ainsi , 


l/i6a644c’  zX  4<*,6*c; 

■ __  tiOïb* 

" %5c2d4 


3°.  en  général , 1/  — — - — — 

6 ’ ¥ g c'pd'q 


Sert1 

a a mb‘ 
3 cpdl 


Si  l’on  ne  peut  extraire  la  racine  quarrée  du  coefficient , 
ni  prendre  la  moitié  de  l’exposant  de  chaque  facteur  algé- 
brique , on  ne  pent  alors  qu’indiquer  la  racine  quarrée  du 
monome  algébrique. 

74-  Rappelons  aussi  l’indication  et  la  formation  du  quarré 
d’un  binôme  algébrique.  Nous  aurons  successivement , 

1°.  (am  4 4")1  = (am  4 bn)  X ( a1"  4 4 ») 

— alm  4 iambn  -j-  bin  • 
a.°.  (aa"  4 34")*  zx  {p.am  -J-  34") . (aam  4 34") 
zz  4aa,n  iaam4“  4 91*2"  * 

3°.  (a01  4 4”cf)a  “ aVn4  2«'r4"cP  4 blrlc11P. 
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Ces  résultats  montrent  que  le  quarré  d’un  binôme  algé- 
brique renferme  toujours  3 termes;  savoir,  le  quarré  du 
premier  terme  du  binôme  ; le  double  produit  du  premier 
terme  , multiplié  par  le  second  ; et  le  quarré  du  second  terme 
du  binôme.  Cette  remarque  sert  à extraire  la  racine  quarréa 
d’un  trinôme,  quand  il  est  un  quarré  parfait.  On  ne  parla 
point  de  l’extraction  de  la  racine  quarrée  d’un  binôme , qui 
ne  peut  jamais  être  un  quarré;  puisque  celui  d’un  monome 
n’a  qu’un  terme , tandis  que  celui  d’un  binôme  en  renfermant 
trois. 

Soit  d’abord  le  trinôme  raa-Zi"  -{-  lialm  -(-  9 Zi1",  dont  on 
demande  la  racine  quarrée.  Pour  y retrouver  les  3 parties 
qui  composent  le  quarré  d’un  binôme,  je  l’ordonne  par 
rapport  à l’une  des  lettres  qui  y sont  employées,  à la  lettre  a, 
par  exemple. 

J’ai  l^alm  -f-  raa1"/»"  -J-  ybln.  L’opération  se  dispose  et 
s’explique  comme  il  suit  : 

ha1-  -f-  i iambn  -j-  yb1"  2ûm  _j_  Racint% 

4 alm  — 

-f-  36*' 

o ia amb" yb*a  ..... 

— ra  a—b*  — 9 bln 

o 

J’extrais  la  racine  quarrée  du  premier  terme  4a*",  et  j’ai 
oa"  pour  le  premier  terme  de  la  racine,  que  j’écris  à la 
droite  du  trinôme  proposé.  Je  retranche  de  cette  quantité , 
Aulm,  quarré  de  a a”;  le  reste  est  ra  ambn  -f-  yb*n.  Je  divise 
îa ambn,  premier  terme  de  ce  reste,  par  4a"  écrit  au-dessous 
de  a a”,  dont  il  est  le  double.  Le  quotient  3 bn  est  le  second 
terme  de  la  racine.  II  s’écrit  à la  suite  de  a am  et  de  4a”* 
Je  multiplie  4a"  4*  3Z»",  par  3 bn.  Le  produit  laa-Z»"-)-  ybln> 
s’écrit  au-dessous  du  reste  précédent,  dont  il  doit  être  re- 
tranché. Le  reste  zéro  fait  voir  que  la  racine  quarrée  de 
4a1-  -j-  i iambn  + est  exactement  aa-  + 3 bn.  En 
effet,  j’extrais  la  racine  quarrée  de  4a1”,  considérée  comme 
le  quarré  du  premier  terme  de  la  racine,  et  j’ai  aa-  pour  ce 
premier  terme;  ensuite  iaa-4",  regardé  comme  le  double 
produit  du  second  terme  de  la  racine,  multiplié  par  le  pre- 
mier, se  divise  par  4a",  double  de  ce  premier  terme.  Le 
quotient  est  donc  le  second  ternie  de  la  racine.  Ce  procédé 
doit  donner  par  conséquent  la  racine  cherchée.  Pour  la  véri- 
fier, on  a retranché  du  trinôme  proposé,  i°.  4a1"»  quarré 
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du  premier  terme  de  la. racine;  a”.  12 a" 5",  double  produit 
du  premier  terme  multiplié  par  le  second  ; enfin , gZ»2*, 
quarré  du  second  terme  de  la  racine.  On  a donc  réellement 
retranché  du  trinôme  donné,  les  3 termes  du  quarré  du 
binôme  trouvé;  et  comme  il  ne  reste  rien,  on  a donc  rai- 
son de  conclure  que  ce  binôme  est  la  racine  exacte  du  tri- 
nôme. Ces  raisonnemens  s’appliquent  à tous  les  trinômes. 

7 5-  Si  la  quantité  dont  on  se  propose  d’extraire  la  racine 
quarrée , a plus  de  3 termes , alors  elle  n’est  plus  le  quarré 
d’un  binôme.  En  la  supposant  celui  d’un  trinôme  a -j-  ï -j-  c , 
on  a (a  -f-  b -f-  c)*  = (a  + b )2  -)-  a(a  -f-  b)  X c-f-c*. 
expression  où  l’on  retrouve,  i°.  le  quarré  d’un  binôme 
a ■+■  ù;  a°.  le  double  produit  de  ce  binôme  multiplié  par  c, 
troisième  terme  de  la  racine;  3°.  le  quarré  de  ce  troisième 
terme. 

On  s’appliquera  donc  à retrouver  successivement , d’abord 
le  binôme,  ou  les  deux  premiers  termes,  et  ensuite  le  troisième 
terme  de  cette  racine. 

On  retrouverait  le  binôme,  en  cherchant  séparément 
chaque  terme , comme  il  vient  d’être  expliqué  ; et  on  aura  le 
troisième  terme , comme  on  l’enseigne  ci-dessous. 


EXEMPLE. 

Soit  proposé  d’extraire  la  racine  quarrée  de 

iGac  -f-  4 a*  — la  ah  -|-  gbx  — 2 ttbc  -j-  16c1. 

On  ordonnera  cette  quantité  par  rapport  à la  lettre  a,  et 
l’on  disposera  l’opération  comme  il  suit  : 


4 a* — iiab^-gb*  — %l^bc 
+ i6ac  -J-  16c1 

- 4a1 


— 3ù-f-4c  Racine 

demandée. 


4 a — 3 b 


Ier.  reste.  • o — i2ab  + gbl-iftbc  4a_6j.4c 
-f-  ifiac  -f-  16c1 
-J-iaaù—  gb* 

11*,  reste.  o -{-  iti«c  - — 24 bc  i6c* 

— i(iac-\-  24 bc—  16c* 
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Je  regarde  4 a1  comme  le  quarré  du  premier  ter/ne  de  la 
racine.  Ce  premier  terme  est  donc  2 a,  dont  le  quarré  se  re- 
tranche de  la  quantité  proposée.  Je  considère  12 ab , pre- 

mier terme  du  reste,  comme  le  double  du  premier  terme 
de  la  racine,  multiplié  par  le  second.  Je  lé  divise  par  I\a, 
double  du  premier  terme  de  la  racine.  Le  quotient  — 35  est 
le  second  terme  de  la  racine.  Je  le  multiplie  par  4 £ — 35i 
Le  produit  — iiab  -j-  gb1  se  retranche  du  premier  reste. 
De  cette  manière,  j’ai  déjà  soustrait  4*»1  — iiab  -j-  g5’, 
quarré  de  a a.  — 3 b,  ou  des  2 premiers  termes  de  la  ra- 
cine; le  second  reste,  doit  contenir  encore  le  double  pro- 
duit du  troisième  terme  de  la  racine,  multiplié  par  la 
somme  des  deux  premiers , plus  le  quarré  de  ce  troisième 
terme.  ‘Je  divise  ce  second  reste  par  4<*  — 65 , double  de 
cette  somme;  et  le  quotient  t\c  est  le  troisième  terme  de  la 
racine.  On  l’écrit  à la  suite  de  2 a — 35,  à la  racine  et 
à côté  de  4<*  — 65,  double  de  la  — 35  ; on  multiplie 
4<z  — 6b  - f-  4 c par  4<o  et  le  produit  se  retranche  du 
dernier  reste,  qui  se  trouve  entièrement  détruit  ; cc  qui  fait 
voir  que  le  polynôme  proposé  est  le  quarré  du  trinôme 
au  — 35  — j—  4c. 

Formation  du  cube , et  extraction  de  la  racine 

cubique. 

76.  Lecn5eou.la  troisième  puissance' d’un  nombre,  est 
le  produit  de  ce  nombre , multiplié  par  son  quarré.  La  dé- 
nomination de  troisième  puissance,  vient  de  ce  que  c’est 
un  produit  de  3 facteurs  égaux  , et  celle  de  cube  est  due  à la 
Géométrie,  où  l’on  nomme  ainsi  un  corps  terminé  par  six 
quarrés  égaux.  Les  cubes  des  nombres  d’un  seul  chiffre  sont 
compris  dans  la  seconde  ligne  de  la  table  ci-dessous. 

Nombres.  1.  2.  3.  4-  5.  G.  7.  8.  9. 

Cubes..  . 1.  8.  27.  64.  125.  216/  343.  5ta.  729. 

Le  cube  de  10  étant  1000,  il  s’ensuit  que  tout  nombre  de 
trois  chiffres  ne  peut  renfermer  que  le.  cube  d’un  nombre 
d’un  chiffre.  - 

Pour  expliquer  la  formation  du  cube  d’un  nombre  de  deux, 
chiffres , imitons  le  procédé  que  nous  avons  suivi  pour  le 
quarré  d’un  pareil  nombre.  Représentons-en  les  dixaines  par 
a , et  les  unités  par  5.  Nous  aurons , 

( a -f  5 )»  = «*’  + 3<**5  + 3*5»  + L\ 

Algèbre.  1 1 
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C’est-à-dire  que  le  cube  d’un  nombre  composé  de  dix  aines 
et  d’unités,  renferme  quatre  parties  ; savoir , i . le  eu be  des 

dixaines;  a°.  trois  fois  le  quatre  des  dixaines  , multiplie  par 

unités  ; 3°.  trois  fois  le  produit  des  dixaines  par  le  quatre  des 
unités  ; if.  cube  des  unités . 

Soit  64  le  nombre  dont  on  demande  la  troisième  puissance. 
En  faisant  a = 6 dixaines  ,6  = 4 unités , on  aura , 

a ? — a 16000 
Zaxb  — ' 43aoo 
3aAl  “ a88o 

= 64 

(64)’  = a6ai44 

Voici  maintenant  comment  on  revient  du  cube  a6ai44 

à sa  racine  64. 

. • opfsiTioa. 

. a6a,i44| 


Cube  donné.  . . 

Cube  de  6 dixaines.  a 16 


64  Racine  trouvée. 


36  Quarré  de  6. 


46i,£4  108  Triple  quarré  de  6. 


Vérification. 


64 

64 

a 56 
384 

4096 

64 

Ï6384** 

24576 

262144 

Donc  y/ a6ai44  — 64* 

Prononcez,  racine  cubique  de  a6ai44  > égalé  64. 

Explication  de  l’opération  : i°.  Tirez  un  trait  vertical  à 
droite  du  cube  proposé  a6ai44>  a°.  partagez-le  en  tranche» 
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de  3 chiffres,  en  commençant  par  la  droite;  3°.  sous  la 
tranche,  à gauche,  262,  écrivez  216  ou  le  plus  grand  cube 
contenu  dans  cette  tranche.  Ce  cube,  si  on  ne  le  sait  pas  de 
mémoire,  se  trouve  à l’aide  de  la  table  précédente  des  cubes 
des  nombres  d’un  chiffre;  4°*  écrivez  6,  racine  du  cube 
216,  à la  droite  du  cube  proposé  262144;  ce  chiffre  6 
donne  les  dixaines  de  la  racine;  5°.  retranchez  216,  cube 
de  6 , de  la  tranche  262;  et  à côté  du  reste  46,  écrivez  la 
tranche  i44>  pour  avoir  46'44i  6°.  dans  ce  nombre , faite» 
abstraction  des  deux  derniers  chiffres  vers  la  droite , et  di- 
visez le  nombre  461  , composé  des  autres  chiffres,  par  108, 
triple  quarré  du  ehiffre  6 , déjà  mis  à la  racine  ; 70.  écrivez 
le  quotient  4 à la  droite  de  ce  même  chiffre  6;  le  quotient  4 
exprime  les  unités  de  la  racine  ; 8°.  vérifiez  la  racine  entière 
64,  en  élevant  64  au  cube.  Comme  ce  cube  se  trouve  égal  au 
cube  donné,  il  est  évident  que  64  est  la  racine  cubique  de 

262144* 

Démonstration  de  l'opération  : Le  cube  du  chiffre  des 
dixaines  n’a  point  d’unités  au-dessous  de  mille  ; ce  cube 
est  donc  tout  entier  dans  la  tranche  à gauche  262.  Le  plus 
grand  cube  contenu  dans  cette  tranche  étant  216,  il  est  clair 
que  la  racine  6 de  ce  cube , exprime  les  dixaines  de  la  racine. 
Après  avoir  retranché  216  du  cube  proposé,  le  reste  46144, 
contient  les  3 autres  parties  du  cube.  Le  triple  quarré  de» 
dixaines,  multiplié  par  les  unités,  qui  est  une  de  ces  trois 
parties,  n’a  point  d’unités  au-dessous  de  100;  ce  produit 
est  donc  tout  entier  dans  46 x*  Considérant  461  comme  ce 
produit  lui-même,  il  est  évident  que  si  nous  le  divisons  par 
le  triple  quarré  des  dixaines , qui  est  un  de  ces  facteurs  , 
nous  aurons  au  quotient  le  chiffre  des  unités,  qui  en  est 
l’autre  facteur.  Divisons  donc  4&i  par  108,  triple  quarré  de» 
dixaines  , le  quotient  4 indique  le  chiffre  des  unités  ; la  racine 
entière  est  donc  64*  La  vérification  se  fait  ensuite,  et  com- 
plète l’opération, 

n rj.  Tel  est  donc  le  procédé  qu’il  faut  suivre  toutes  les 
fois  que  le  cube  proposé  a plus  de  3 chiffres  et  moins  de  7* 
Séparez  les  3 premiers  vers  la  droite,  et  cherchez  le  plus 
grand  cube  contenu  dans  les  chiffres  restans  Ecrivez  la  ra- 
cine à la  place  convenable.  Retranchez  ce  cube  de  la  partie 
sur  laquelle  vous  avez  opéré.  A côté  du  reste,  abaissez  les 
3 chiffres  de  la  droite.  Faites  abstraction  des  a chiffres  d« 
la  droite,  et  divisez  ce  qui  reste  par  le  triple  du  quarré 
des  dixaines  trouvées;  le  quotient  sera  le  chiffre  des  unités* 

xi* 
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Vérifiez  la  racine  entière  en  l’élevant  au  cube.  Si  ce  cube  est 
égal  au  cube  proposé , la  racine  trouvée  est  exacte.  Si  ce 
cube  est  plus  grand  que  le  cube  proposé,  diminuez  le  chiffre 
des  unités.  Procédez  à une  nouvelle  vérification  , et  conti- 
nuez de  même  jusqu’à  ce  que  vous  trouviez  un  résultat 
égal  au  nombre  proposé , ou  moindre , si  ce  nombre  n’est 
pas  un  cube  parfait  ; dans  ce  cas  , la  racine  trouvée  est  celle 
du  plus  grand  cube  qu’il  contient.  Si  on  craint  qu’elle  ne 
soit  trop  petite,  on  l’augmente  et  on  fait  la  vérification. 

78.  Soit  proposé  d’extraire  la  racine  cubique  d'un  nombre 
qui  a plus  de  6 chiffres. 

OPÉRATION. 

1 •* 

g5i 

8l 

aAS 

27075 

27103, 5i 


86o,o85,35i 

7*9 

i3io,85 
8573  75 


86oo8535i  j. 

: Donc  y 86oo8535i  = g5i. 

000000000 


Explication  : i°.  Je  partage  le  nombre  en  tranches  de  3 
chiffres  en  3 chiffres  , en  allant  de  droite  à gauche.  Ces  tran- 
ches sont  dans  ces  ordres,  35i,  o85,  8S0;  20.  sous  860, 
j’écris  729;  c’est  le  plus  grand  cube  qui  y est  contenu;  3°.  je 
porte  la  racine  9 de  ce  cube , à la  droite  du  nombre  proposé  ; 
4°.  je  retranche  729  de  860;  à côté  du  reste  i3i  , j’abaisse 
la  tranche  suivante  o85,  et  j’ai  le  nombre  i3io85;  5°.  j’y 
fais  abstraction  des  2 derniers  chiffres  vers  la  droite,  et  je 
divise  le  nombre  restant  i3io,  par  2^3,  triple  du  quarré  de 
9;  6°.  j’écris  le  quotient  5 à côté  de  9 , et  j’ai  95  pour  les 
deux  premiers  chiffres  de  la  racine;  70.  je  vérifie  cette  par- 
tie de  la  racine,  en  l’élevant  au  cube;  8°.  ce  cube  est  égal  à 
857375;  je  le  retranche  de  86oo85,  ou  des  deux  tranches 
sur  lesquelles  j’ai  opéré;  90.  à côté  du  reste  2710,  j’abaisse 
la  dernière  tranche  35i;  ioq.  dans  le  résultat  27io35i,  je 
fais  de  nouveau  abstraction  des  2 derniers  chiffres , vers  la 
droite,  et  je  divise  27103  par  27075,  triple  du  quarré  do 
95  ; n°.  j’écris  le  quotient  i à la  droite  deg5,  et  j’ai  g5i 
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pour  la  racine  entière;  12“.  la  vérification  qui  donne  86oo8535i 
pour  le  cube  de  c>5  , complète  l’opération. 

Démonstration  : Quelle  que  soit  la  racine  cherchée,  on  la 
suppose  décomposée  en  unités  et  en  dixaines;  le  cube  de 
celle-ci  ne  comprend  aucun  des  3 derniers  chiffres  du  nombre 
proposé.  11  est  donc  tout  entier  dans  86oo85  ; mais  comme  cè 
nombre  a 6 chiffres,  la  racine  du  plus  grand  cube  qui  y est 
contenu,  a 2 chiffres , des  unités  et  des  dixaines.  On  cherche 
cette  racine  par  la  règle  expliquée  dans*  le  numéro  précédent, 
et  on  trouve  g5.  On  regarde  95  comme  les  dixaines  de  la  ra- 
cine entière  ; on  retranche  d’abord  85737.5,  cube  de  95,  de 
86oo85  ; à côté  du  reste  2710,  on  abaisse  la  tranche  35 1 ; le 
résultat  27io35i  contient  les  3 dernières  parties  du  cube, 
dont  95  exprime  les  dixaines  ; on  doit  donc  en  trouver  les 
unités , comme  dans  l’exemple  précédent , en  faisant  abstrac- 
tion des  2 derniers  chiffres  de*27io35i  , vers  la  droite,  et  en 
divisant  le  nombre  restant  27103,  par  2707.5,  triple  du  quarré 
de  g5 , considéré  comme  les  dixaines  de  la  racine  entière  ; 
ainsi  le  quotient  1 donne  le  chiffre  des  unités , et  la  racine 
entière  est  95 1. 

Si  le  nombre  proposé  avait  une  tranche  de  plus , on 
continuerait  l’opération,  comme  on  l’a  fait  pour  la  troi- 
sième. 

Si  les  chiffres  à diviser  sur  la  gauche  du  reste,  ne  con- 
tiennent point  le  nombre  par  lequel  il  faut” les  diviser,  on 
met  un  zéro  à la  racine.  On  descend  alors  la  tranche  suivante  , 
«t  on  opère  sur  cette  tranche , réunie  au  reste , comme  sur  les 
autres  tranches. 

7g.  Le  moyen  le  plus  en  usage  pour  extraire  la  racine 
cubique  par  approximation , consiste  à évaluer  cette  racine 
en  parties  décimales.  A cet  effet , voyons  comme  se  forme 
le  cube  d’un  nombre  qui  renferme  des  parties  décimales. 

EXEMPLES,  t 

i°.  ( 1,2  )J  = 1,2  x i,a  X t,2  r z 1,44  X i*»  = 1,728; 

2°:  (o,i2)}  = 0,001728;  , 

3°.  (i,a5)3  5=  1,953x25; 

4°.  (o,ia5)J=  0,001953125. 

. • . ; . , : * t 

Il  y a donc  au  cube  3 fois  antant  de  chiffres  décimaux 
qu’à  ]a  racine,  et  cette  remarque  est  générale.  En  effet , un 
aube  étant  un  produit,  il  doit  avoir  autant  de  chiffres  déà- 
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maux  que  tous  ses  facteurs  ensemble , et  par  conséquent  3 foi* 
autant  que  l’un  de  ses  facteurs  , puisqu’il  y en  a 3 , et  qu’ils 
sont  égaux. 

8o.  Pour  tenir  lieu  des  chiffres  décimaux  qui  manquent  au 
nombre  proposé,  on  écrira  à sa  droite  3 fois  autant  de  zéros 
qu'on  veut  avoir  de  chiffres  décimaux  à la  racine.  On  fera 
ensuite  l’extraction  suivant  les  règles  exposées  dans  ce  qui 
précède , et  on  séparera , dans  le  résultat , le  nombre  conve- 
nable de  chiffres  décimaux. 

EXEMPLE. 

Extraire  la  racine  cube  de  a à moins  d’un  millième  près. 

OPÉRATION. 


1,000,000,000 

I,a5g 

I 

3 

10,00 

1718 

43a 

2710,00 

1958125 

468750,00 

1995616979 

46875 

4383oai 

Ainsi,  i,a5g,  à moins  d’un  millième  près.  En 

effet  (1,259)*  = 1,995616979;  et  (1,260)*  — 2,000376000. 

Explication  : i°.  J’écris  9 zéros  à la  droite  de  a,  parce 
que  je  veux  avoir  3 décimales  à la  racine  ; a°.  je  partage  le 
résultat  en  tranches  de  3 chiffres,  en  allant  de  droite  à 
gauche  ; 3°.  j’extrais  la  racine  cubique  de  2 ; c’est  1 , que 
j’écris  à la  place  destinée  à la  racine  cherchée;  4#*  de  2 , 
composant  la  tranche  sur  laquelle  j’ai  opéré , je  retranche  1 , 
cube  de  1 , premier  chiffre  mis  à la  racine  ; 5°.  à côté  du  reste  1, 
j’abaisse  la  seconde  tranche,  et  j’ai  1000  ; 6°.  je  fais  abstraction 
des  deux  zéros  de  la  droite,  et  je  divise  le  nombre  restant  10, 
par  3 , triple  du  quarré  de  1 , déjà  mis  à la  racine  ; 70.  avant 
d’écrire  le  quotient  3,  je  le  vérifie,  en  élevant  ii  au  cube;; 
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fct  cube  étant  plus  grand  que  2000 , nombre  sur  lequel  j’ai 
opéré,  je  ne  mets  que  2 à la  racine;  8°.  je  retranche  1728  , 
cube  de  12,  de  2000,  ou  des  2 tranches  déjà  employées  ; 
90.  à côté  du  reste  272,  j’abaisse  la  tranche  suivante,  et  j’ai 
272000;  dans  ce  nombre , faisant  abstraction  des  deux  der- 
niers zéros  , je  divise  le  reste  2720 , par  43a , triple  du  quarré 
de  12,  déjà  écrit  à la  racine;  io°.  le  quotient  paraîtrait  de- 
voir être  6;  mais  la  racine  126  qui  en  résulterait,  aurait  un 
cube  plus  grand  que  2000000  ; ainsi  je  ne  mets  que  5 à la 
racine;  n°.  je  retranche  ig53i25,  cubede  ia5,  de  2000000, 
ou  des  trois  tranches  déjà  employées;  ia°.  à côté  du  reste 
46875  , j’abaisse  les  3 zéros  qui  composent  la  dernière  tran- 
che ; faisant  abstraction  des  deux  derniers  zéros  dans 
46875000,  je  divise  le  reste  468750,  par  46875,  triple  du 
quarré  de  125,  et  j’écris  le  quotient  9 , à la  racine,  qui  de- 
vient définitivement  1259,  ou  plutôt  1,259,  en  séparant  3 
décimales  sur  la  droite,  conformément  au  but  proposé; 
;j  3°.  je  vérifie  cette  racine , en  l’élevant  au  cube , ainsi  que 

I, 260,  d'où  je  vois  que  la  racine  cubique  de  a,  tombe 

entre  1,259  et  plus  près  cependant  de  1,260  que  de 

J,  259. 

Si  le  nombre  proposé  avait  déjà  des  décimales,  il  faudrait 
y ajouter  des  zéros , de  manière  que  le  nombre  total  des  dé- 
cimales y fût  triple  de  celui  des  décimales  qu’on  veut  avoir 
à la  racine.  Ainsi  soit  proposé  d’extraire  la  racine  cubique 
de  i,25,  à moins  d’un  centième  près.  On  veut  2 décimales  à 
la  racine  ; il  faut  qu’il  y en  ait  6 au  cube  supposé , et  comme 
il  y en  a déjà  2,  on  doit  donc  écrire  quatre  zéro*  à la 
droite  de  i,a5;  cela  fait,  on  extraira  la  racine  cubique  de 
ia5oooo. 

Cette  racine  tombe  entre  io5  et  106.  Celle  de  x,a5  se  trouve 
donc  entre  i,o5  et  1,06  ; ainsi, 

' " I^i,a5  i,o5  ou  1,06, 

• \ 

à moins  d’un  centième  près.  La  première  valeur  est  la  plus 
approchée , parce  que  si  l’on  eût  cherché  la  racine  avec  3 
décimales , la  troisième  décimale  aurait  été  au-dessous  d’un 
demi-centième. 

8l.  Le  cube  d’une  fraction  se  forme  en  élevant  au  cube 
séparément , le  numérateur  et  le  dénominateur  de  cette 
fraction.  En  effet , • . 1 
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doue 


Réciproquement  la  racine  cubique  d’une  fraction  se  trouve 
en  extrayant  séparément  la  racine  cubique  du  numérateur, 
et  celle  du  dénominateur  de  cette  fraction.  Ainsi, 


Tel  est  le  procédé  qu’il  faut  suivre  quand  le  numérateur  et  le 
dénominateur  sont  l’un  et  l’autre  des  cubes  parfaits.  Dans 
tous  les  autres  cas,  on  opère  comme  il  suit  : 

Si  le  dénominateur  seul  est  un  cube  parfait , on  extrait  la 
racine  cubique  du  numérateur,  par  approximation,  «ton  di- 
vise cette  racine  par  le  dénominateur.  Par  exemple , 


i,a6o 

3 


Si  le  dénominateur  n’est  pas  un  cube  parfait , on  multiplie 
les  deux  termes  de  la  fraction  par  le  quarré  du  dénominateur. 
De  cette  manière , on  a une  fraction  dont  le  dénominateur 
est  un  cube  parfait , et  l’on  extrait  celle  du  numérateur  par 
approximation.  Ainsi, 


On  pourrait  aussi  transformer  la  fraction  en  une  autre , dont 
le  numérateur  fût  un  cube  parfait.  Par  exemple  , 


i/J7-  i/m.  = i/ir= 
y 7^  - y 3.4  y xi 


2,289 


0,87 , comme 


précédemment.  , . > 

Cette  méthode  n’est  point  en  usage,  sans  doute,  parce  que, 
à la  fin,  il  reste  à faire  une  division,  moins  simple  qu’en 
suivant  la  règle  usitée. 

Enfin,  on  pourrait  évaluer  en  parties  décimales,  la  frac- 
tion dont  on  demande  la  racine  cubique. 
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EXEMPLE. 

*==  V.  ,666667  — °>®7  » comme  précédemment. 

Cette  règle  est  aussi  commode  que  la  première;  il  faut, 
quand  ou  la  suit , que  le  nombre  des  décimales  substituées  à 
la  fraction ,’  soit  triple  de  celui  des  décimales  qu’on  veut  à la 
racine. 

83.  Quand  ou  sait  extraire  la  racine  quarrée  et  la  racine 
cubique,  on  peut  extraire  la  racine  quatrième,  la  racine 
sixième,  la  racine  huitième,  la  racine  neuvième,  la  racine 
douzième,  la  racine  seizième,  la  racine  dix-huitième,  la 
racine  vingt-quatrième  , etc. , et  généralement  la  racine  dont 
l’exposant  est  une  puissance  de  2,  ou  une  puissance  de  3,  ou 
le  produit  d’une  puissance  de  2 , multipliée  par  une  puissance 
de  3. 

On  obtient  la  racine  quatrième  par  deux  extractions  succes- 
sives de  la  racine  quarrée.  La  racine  sixième,  par  2 extrac-- 
tions  successives,  l’une  de  la  racine  quarrée,  et  l’autre  de 
la  racine  cubique.  La  racine  huitième,  par  3 extractions 
successives  de  la  racine  quarrée.  La  racine  neuvième , par 
2 extractions  successives  de  la  racine  cubique.  La  racine 
douzième , par  3 extractions  successives , deux  de  la  racine 
quarrée , et  une  de  la  racine  cubique  , etc. 

EXEMPLES. 

Soit  le  nombre  4096  dont  on  demande  la  racine  quatrième, 
la  racine  sixième,  et  la  racine  douzième;  on  aura, 


4096  ~ 8,  parce  que  1/4096  = 64,  et  que  1/64  8; 

V7 4096  = 4 , parce  que  V 4096  :=  64 , et  ^64  = 4; 
enfin, 

4096  = 2 , parce  que  ^4096  — 64  ; s/64  — 8 et  /ï“s. 


Ces  règles  se  démontrent  facilement.  En  effet,  soit  une 
quatrième  puissance  quelconque  a4;  on  aura  d’abord, 
S/a4  = a1;  ensuite,  1/a1  = a , quantité  qui  est  évidem- 
ment la  racine  quatrième  de  a4.  De  même,  soit  une  sixième 

puissance  quelconque  a 6 ; on  aura  successivement , 

et  a , résultat  qui  est  la  racine  sixième  de  a6.  Pareil- 
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lement , <fi  — a4,  \éc4  — «* « racine  huitième 

de  4*,  ou  de  la  huitième  puissance  de  a. 

83.  La  racine  cubique  d’un  produit  est  égale  au  produit 
des  racines  cubiques  des  facteurs.  Ainsi , 

^We»  = l y ai  X Ÿ»  X Ÿ*  = (tbc. 

En  effet,  qu’on  élève  abc  au  cube,  on  retrouve  <£&(?. 
Donc , etc. 

Cette  remarque  peut  servir  à l’extraction  de  la  racine  cu- 
bique d’un  nombre  dont  tous  les  facteurs  sont  des  Cubes  par- 
faits. Ainsi, 

X 27  X 343  X 7*9  = Ÿ 8 X Ÿ 27  X ^343  X ^ 729 
= aX3X7X9  = 378. 

Si  tous  les  facteurs  d’un  produit  ne  sont  pas  des  cubes 
parfaits,  on  ne  peut  pas  effectuer  la  racine  cubique;  mais 
•n  peut  en  simplifier  l’indication.  Ainsi, 

^ a?b*c  — ab 1 y,  c -, 

En  effet , le  cube  de  ab1  X V'c  est  égal  à Pareil- 

lement , 

y 8 X 27  X 10  = s.3  X ^ 1 o = flv'  IO. 

84-  Nous  renverrons  aux  auteurs  qui  ont  pu  traiter  l’Al- 
gèbre avec  étendue , pour  l’extraction  de  la  racine  cubique 
des  polynômes  algébriques  , opération  qu’on  a très-rarement 
besoin  d’exécuter.  Nous  y renverrons  aussi  pour  ce  qui  con- 
cerne l’extraction  numérique  des  racines  dont  l’exposant  est 
un  nombre  premier , différent  de  a ou  de  3.  Ces  sortes  d’ex- 
tractions, dont  le  calcul  est  très-compliqué,  s’exécutent  très- 
facilement  , à l’aide  des  logarithmes  dont  nous  parlerons  dans 
la  suite. , , , _ 

Application  de  F extraction  des  racines  cubiques. 

_ 1er*  P ROBLEME  : Le  litre  , 'unité  des  mesures  de  capa- 
cité, doit  avoir  la  forme  d’un  cylindre  droit , et  sa  hauteur  est 
double  du  diamètre  de  la  base  ; évaluer  ces  dimensions  , en 
ke  rappelant  que  le  volume  du  litre  est  équivalent  à celui 
d’un  décimètre  cube. 
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Solution  : Nous  supposons  qu’on  ait  appris  en  Géomé- 
trie à calculer  les  volumes  des  corps  ; d’après  cela  , soit  x le 
rayon  de  la  base,  et  par  conséquent  l\X  la  hauteur  du  cy- 
lindre. La  quantité  x , qui  est  une  ligne  , s’évalue  en  déci- 
mètres linéaires.  On  aura  pour  l’aire  de  la  base  , et 

7 

enfin  X 4*  > ou  =z  i . On  tire  facilement  de  cette 
7 7 

équation  , 


J 


«47  _ 
8 . u*  ~ ’ 


v'  «47 

Va».!!» 


_ 9,46S_  9M5_nim  ^ _ 43„ii 
2.1 1 22 


Ainsi  le  rayon  zr  43  mU;  le  diamètre  — 86  “*l,  et  la  hauteur 
Zz  17a®'1.  Ces  opérations  de  calcul  sont  fondées  sur  les 
n°*.  81  et  83. 


IIe.  PROBLEME  : Le  diamètre  d’un  boulet  de  canon  dit 
de  36 , est  de  6 pouces  a lignes  8 points , anciennes  me- 
sures , ou  de  168  millimètres  ; évaluer  le  diamètre  du  boulet 
de  24 , celui  du  boulet  de  16,  de  ia,  de  8,  de  4. 

Solution  : Suivant  les  géomètres , les  cubes  des  diamètres 
des  sphères , sont  proportionnels  aux  poids , quand  les  corps 
sont  homogènes  ou  de  même  nature.  Il  suit  de  là  qu’en  dé- 
signant par  x le  diamètre  du  boulet  de  a4  , nous  aurons  la 
proportion,  ....  ..  . . 

xJ  : i68J  ::  24  : 36,  ::  2 : 3;L 


donc 


— Wl*. 
x — - , 


« * = ^ 

' 3.9  ~r  3>  fa  3 n 

— 56.2, 61.  = 147  millimètres. 

Tel  est  le  diamètre  du  boulet  de  canon  de  24.  On  trouvera 
par  des  calculs  semblables  que  le  diamètre  du  boulet  de  16  est 
ensuite  1 i6mm , io2mm  , 8imin  pour  ceux  des  bou- 
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lets  (le  11,  8 et  4.  Les  calculs  sont  fondés  comme  ceux  d« 

premier  problème  sur  les  n°*.  81  et  83. 

Nous  reviendrons  à quelques  autres  problèmes  de  ce  genre 
dans  les  applications  des  logarithmes, 

DES  PROPORTIONS  ET  DES  PROGRESSIONS. 


8r).  Au  lieu  de  l’algèbre  qui  manquait  aux  anciens  géo- 
mètres pour  former  des  équations  , ils  employaient  beau- 
coup les  proportions.  Les  modernes  en  ont  conservé  l’usage; 
mais  ils  pourraient  s’en  passer  entièrement.  Quoiqu’on  en 
ait  déjà  parlé  dans  le  précis  de  l’Arithmétique , nous  croyons 
devoir  y revenir  ici , parce  que  l’Algèbre  permet  d’en  expli- 
quer la  théorie  avec  plus  de  simplicité  et  de  généralité. 


Des  Proportions  Arithmétiques. 


86.  Dans  toute  proportion  arithmétique  ou  équidiffé- 
rencc,  la  somme  des  extrêmes  est  égale  à celle  des  moyens; 
en  effet , soit  la  proportion  a.b  : c.d , à cause  de  <2 — bzz.c—d, 
on  a toujours  a -f-  d — b -J-  ç, 

D’après  cela,  il  est  facile  de  connaître  un  dçs  termes  au 
moyen  des  3 autres  , supposés  connus.  En  effet , soit  l’équi- 
différcncc , 


a.b  ; <lonq  x = b -f-  c — a.  , 

Ainsi  l’on  a ces  deux  règles  générales.  Un  extrême  est  égal  à 
la  somme  des  moyens  , moins  l’extrême  connu  et  un  moyen 
est  égal  à la  somme  des  extrêmes , moins  le  moyen  connu. 
Si  les  deux  moyens  étaient  égaux  et  inconnus  , alors  chacun 
d'eux  serait  égal  à la  moitié  de  la  somme  des  extrêmes.  En 
effet , soit  la  proportion  a.x  ; x.b  ; 


donc 


ix  — a -f-  b , et  x 


a + b 
a 


Ce  qu’on  nomme  ordinairement  moyen  arithmétique  entre 
deux  nombres , est  l’un  des  moyens  égaux  d’une  proportion 
arithmétique,  dont  les  extrêmes  sont  ees  deux  nombres.  Ainsi , 
a dans  la  proportion  i.ï  : 2.3  , et  b dans  la  proportion 
a.b  : b.c  sont  des  moyens  arithmétiques  savoir , a entre 
1 et  3 , et  b entra  « et  c. 

; 1 • * . * t . ■ • - • • 

1 - •'! 
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APPLICATIONS. 

I”.  PROBLÈME  : Suivant  Iss  physiciens , lorsqu’un 
•orps  tombe  librement  pendant  quelques  secondes  , Les  es- 
paces qu’il  parcourt  étant  pris  4 à 4 . forment  une  propor- 
tion arithmétique.  D’aprcs  cette  loi  , supposons  qu’une 
bombe  qui  a employé  4 secondes  à tomber,  ait  parcouru, 
4mi,re«,go4  pendant  la  première  seconde,  i4m,7i3  pendant 
la  seconde , et  a4mi5o3  pendant  la  troisième.  Combien  pen- 
dant la  quatrième  ou  dernière  seconde  ? 

Solution  : L’énoncé  du  problème  nous  donne  la  propor- 
tion arithmétique  , 

4m,go4.  J4m>7i3  : a4m,5o3.  xm  zz  34m,3n». 

La  bombe  a donc  parcouru  34ffl,3t2  pendant  la  quatrième 
seconde , et  78™, 43a  pendant  les  4 secondes. 

I 

IIe.  PROBLÈME  : Le  diamètre  d’un  boulet  dit  de  a4  , 
doit  être  compris  entre  x4gmiiümètre«)i^  5 et  i47mm,47-  Quelle 
est  la  grandeur  moyenne  de  ce  diamètre  , qu’on  nomme 
aussi  calibre  ? 

Solution  : Soit  x ce  diamètre  , on  aura  , 1 

149,17  .x  : x . i47>47  » 

donc  * = l49’17  = 148®™, 3a. 

a 

Des  Proportions  Géométriques. 

87.  Dans  toute  proportion  géométrique  ou  par  quotient  f 
le  produit  des  extrêmes  est  égal  à celui  des  moyens.  En 
effet,  soit  la  proportion  géométrique  a ; b ::  c : d;  à cause 

de  ~ zz  ~ , ou  de — : -4-,  on  trouve  a Xd=iXc. 

bd  c d 

Réciproquement  si  l’on  a deux  produits  égaux , composés 
chacun  de  deux  facteurs , on  peut  en  déduire  une  proportion , 
en  prenant  pour  extrêmes  les  a facteurs  de  l’un  des  produits, 
et  pour  moyens  les  facteurs  de  l’autre  produit  : car  soient 
mq  et  pn  ces  deux  produits  ; à cause  de  m X q zzz  n Xp,  on  a, 

en  divisant  tout  par  nq , — = — ; donc  m : n ::  p : q. 
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De  l’équation  ad  ~ bc  , on  tire  successivement  a ~ 

kc  m <2  d ad  hc 

— ; b zz  — ; c — -T-  , et  d — — ■;  donc  chaque  ex- 

d c b a 

trême  est  égal  au  produit  des  moyens  divisé  par  l'autre 
extrême,  et  chaque  moyen  est  égal  au  produit  des  extrêmes 
divisé  par  l’autre  moyen.  Il  est  donc  facile  de  calculer  l’un 
des  termes  de  la  proportion  quand  on  y connaît  les  3 autres. 

Si  les  moyens  sont  égaux  , la  proportion  est  dite  con- 
tinue ; telle  est  celle-  ci ,, 

a : b ::  b : c. 


La  quantité  qui  représente  les  deux  moyens  égaux , s’appelle 
moyen  proportionnel  géométrique  entre  a et  c.  Dans  ce,  cas 
particulier , à cause  de  b X b ou  b1  ~ ac , on  a b — Y ac  ; 
c’est-à-dire  que  le  moyen  terme  est  égal  à la  racine  quarrée 
du  produit  des  extrêmes.  Lorsque  4 quantités  sont  en  pro- 
portion , leur  puissances  et  leurs  racines  de  même  exposant 
y sont  aussi.  Soit  la  proportion  a : b ::  c : d ; 

my 

« c am  cm  y a yc 

donc  -j  — ~d  ’bï  — et  ^7 

Vb 

donc  a"  : J>m  ::  cm  : dm  ; 


et 


Va  : Vb  ::  Vc  : V d. 


Lorsqu’on  a deux  proportions  , on  peut  en  les  multipliant 
ou  en  les  divisant  terme  à terme,  former  une  troisième 
proportion  ; ainsi  des  deux  proportions  , 

a : b ::  c : d,  et  m : n ::  p : q ; ' 


on  déduit , i°.  am  : bn  ::  cp  : dq\ 


proportions  qui  se  vérifient,  à cause  de  ad  — bc , et  de  mq 
— np. 

Si  on  sc  rappelle  qu’on  a nommé  antécédens  le  premier  et 
le  troisième  terme,  et  conséquent  le  second  et  le  quatrième, 
il  est  aisé  de  voir , i°.  que  dans  toute  proportion  géomé- 
trique , la  somme  ou  la  différence  des  antécédens , est  à la 
somme  ou  la  différence  des  eonséquens  , comme  un  antécé- 
dent est  à son  conséquent.  Ainsi  de  la  proportion  a : b y,  c 
4 d , on  peut  tirer  celle-ci  : 
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«.  -f  ï ; b -f-  d ::  a : b;  a — c : b — d ::  a : bi 
et  par  conséquent  a -j-  c : b d ::  a — c : b — d\ 
proportion  qui  se  vérifie,  à cause  de  ad  — bc. 

APPLICATIONS. 

Les  règles  de  trois , d’escompte , de  société , etc.  , de* 
arithméticiens , se  font  par  le  moyen  de  la  proportion  géo- 
métrique. Ce  qui  embarrasse  le  plus  les  commençans  , c’est 
la  disposition  des  4 termes  de  la  proportion , dont  3 sont 
donnés.  Ce  qu’il  y de  plus  simple  à dire  à cet  égard , c’est 
de  former  ou  deux  quotiens,  ou  deux  produits  égaux,  entre 
les  4 termes  , et  d’en  déduire  une  proportion. 


Régie  de  Trois  directe. 

La  solde  d’un  corps  militaire  de  i a 5oo  hommes  , a été 
de  6a56afr,5oc.  Quelle  sera  celle  d’un  corps  de  18750 
hommes  ? On  la  suppose , comme  la  première , proportion- 
nelle au  nombre  d’hommes  , c’est-à-dire  que  la  solde  de 
chaque  homme  est  la  même  dans  les  deux  corps. 

Solution  : La  solde  d’un  homme  est  exprimée  par 

6a56af,5o  , , . xfr  , , 

dans  le  premier  corps , et  par — dans  le  te« 

ia 5oo  18730 

cond  ; on  a donc 

xft  6a56afr  ,5o« 

18750  ia5oo  ’ 

ensuite  x : 18750  ::  6a56a,5o  : laSooj 


= îls±l’5.ï.*.'JtlsZ  = 03843»  ,75. 

ia5oo 


* 6a56a,5o  . , , 

1 équation — aurait  donné 

18750  ia5oo 

demandée  x , sans  recourir  a la  proportion. 


aurait  donné  de  suite  la  splde 


Règle  de  Trois  indirecte. 


On  a des  vivres  pour  3o  jours  dans  une  place  assiégée  ; on 
veut  les  faire  durer  36  jours.  A quoi  faut-il  réduire  les  ra- 
tions ordinaires , qu’on  suppose  d’abord  être  de  376  grammes. 

Solution  : Soit  x le  nombre  de  grammes  de  chaque  ra- 
tion réduite , et  n le  nombre  de  rations  par  jour  ; on  aura 
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376**  X > °ti  375 n pour  la  consommation  par  jour,  et  la 
totalité  des  vivres  sera  exprimée  évidemment  à la  fois , en 
multipliant  375  n par  3o , et  nx  par  36.  On  a donc  entra 
ces  produits  égaux  l’équation  , 

36. nx  = 30.376/1,  ou  36*  zz  3o.375  ;: 

on  en  tire  la  proportion , 

36  : 3o  •:  375  : * = 3'5-  30  — 3iaP,5. 

' 36  ^ 

On  aurait  pu  obtenir  immédiatement  cette  valeur,  de  l'équa- 
tion 

36*  = 375  X 3o  , 

qui  donne  * — 3/5  *,3°  __  3I2gr  5. 

36 

Nouvelle  preuve  de  l’inutilité  des  proportions  dans  les 
règles  de  trois  indirectes , ou  plutôt  de  la  facilité  de  les  ré- 
soudre par  des  équations. 


Règle  de  Société  ou  de  Répartition  simple. 

Le  but  de  cette  règle  est  de  diviser  un  nombre  donné , 
en  parties  proportionnelles  à des  nombres  aussi  donnés. 
Proposons-nous  , par  exemple,  de  partager  la  quantité  a en 
3 parties  *,  y , z,  proportionnelles  à trois  nombres  donnés 
m , n et  p. 

Nous  aurons  entre  * et  y la  relation  , 

y « ,,  . nx 

— = — , d ou  y = — ; 

x m m. 

et  entre  x et  z la  relation  , 

— — Z.  , d’où  2 = El  ; 

x m m 

or  à cause  de  * -f-  y -}-  z — a » ^ est  évident  que 

+ nx  , px  ,.  (m+n  + p) 

— 4-  — = a.  ou  bien  * 1 — i-i  — a -, 

m m m 

équation  d’où  l'on  tire  d’abord , 
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« X m 


;puis  y=z 


a x p 

■ , et  z — - — 

m ■ 


» + »+/>  " ' m + n +p  m -t-  n + p ' 

et , si  l’on  veut,  les  proportions  , 

m n p : a ::  m : x\  m n p : a ::  n ; y. 


et  m n p : a ::  p : z. 

C’est-à-dire  , la  somme  des  nombres  proportionnels  donnés 
est  au  nombre  qu'on  veut  partager  , comme  l’un  des  nombres 
proportionnels  donnés , est  à la  partie  proportionnelle  cor- 
respondante ; et  telle  est  la  réglé  donnée  en  arithmétique. 
Elle  rentre , comme  on  voit , dans  celle  que  nous  avons  ob- 
tenue pag.  107  , par  un  procédé  un  peu  différent. 

Suivant  cette  règle,  on  voit  qu’il  faut  faire  autant  de  pro- 
portions, et  par  conséquent  autant  de  multiplications  et  de 
divisions  qu’il  y a de  parties  proportionnelles  à trouver; 
mais  on  peut  réduire  toutes  les  divisions  à une  seule. 


En  effet , qu’on  suppose  ~ q , on  aura 

* m ■+•  n -t-  p 

X = q X rn-,  y — q X n,  z — q x p- 

Ainsi  il  suffira  de  diviser  a par  m ■+•  n -J-  p , on  n’aura 
plus  que  des  multiplications  à faire.;  cette  règle  consiste 
donc  à diviser  exactement,  ou  par  approximation,  a par 
m -f-  n -f-  p , et  à multiplier  le  quotient  successivement  par 
m , par  n.,  et  par  p.  Les  raisonnemens  seraient  les  mêmes 
pour  un  nombre  quelconque  de  parties  proportionnelles. 

EXEMPLE. 

,t 

Répartir  un  solde  de  a374ofr5o  entre  10  compagnies  , à 
proportion  des  hommes  dont  elles  sont  composées  ; la  iro 
étant  de  iooh,  la  2me  de  96**,  la  3mc  de  io4h , la  4me  de 
102  , la  5mc  de  g5  , la  6mo  de  9a  , la  qmt  de  90  , la  8me  de 
88 , la  9nie  de  84 , et  la  iome  de  80. 

Je  divise  a374of*  5oe  par  g3t  , nombre  total  des  hommes 
des  10  compagnies  ; le  quotient  5oc  étant  multiplié  suc- 
cessivement par  le  nombre  des  hommes  de  chaque  compa- 
gnie , on  trouve  qu’il  revient  255ofr  à la  ire  ; a448fr  à la 
ame  ; 265*f'  à la  3me  ; 2601*'  à la  4meî  2422fr5o  à la  5me; 
a346fr  à la  6me  ; 2295®  à la  7me  ; 2244**  à la  8me  ; 2i42fr  à 
la  9me  et  2o4ofr  à la  xo1”*. 

On  peut  aussi  éviter  les  multiplications  et  simplifier  le  - 

Algèbre.  " '12 
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calcul  de  cette  manière.  Dans  l’exemple  précédent , il  est  évi- 
dent que  le  quotient  a5fr5oc  exprime  la  solde  qui  revient  à 
chaque  homme  , puisqu’on  a divisé  la  solde  totale  par  le 
nombre  des  hommes  ; d’après  cela , formez  le  tableau  sui- 
vant : 

Hommes.  Solde. 


x 25f,5o 

a 5i,oo 

S 76, 5o 

4  102,00 

5  127,  5o 

6  1 53,  00 

7  « . . 178,  5o 

8  204,  00 

9  229,  5o 


Avec  ce  tableau  , il  ne  reste  plus  que  des  additions  à 
faire , comme  on  le  voit  ci-dessous  : 


ire  Compagnie.  2me  Compagnie. 


Hommes.  Solde.  Hommes.  Solde. 

ïoo*1  2550* . 90 2295* 

6 i53 

96  2448 


IXHlCiTIOS. 


ite  Compagnie  : Pour  100  hommes  , je  prends  dans  le 
tableau  , vis-à-vis  1 , et  j’avance  la  virgule  de  2 places  vers 
la  droite , ce  qui  me  donne  aa5ofr  . 

2me  Compagnie  : Je  décompose  96  en  90  -j-  6;  pour  90 
ou  9 dixaiaes  , je  prends  dans  le  tableau,  vis-à-vis  9, 
j’avance  la  virgule  d’une  place , et  j’ai  2295*  ; pour  6 , je 
prends  i53fr  dans  le  tableau,  vis-à-vis  6,  sans  rien  changer, 
et  j’ai  2448*  pour  la  solde  de  96  hommes. 

On  voit  comme  on  opérerait  pour  les  8 autres  compagnies. 

On  est  en  quelque  sorte  forcé  de  recourir  à cette  méthode, 
quand  le  nombre  des  parties  proportionnelles  est  très-grand. 
Soit  proposé , pour  exemple  , de  répartir  une  contribution 
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militaire  de  i5a4°7fr  i°6o2o5  entre  1000  propriétaires,  à 
proportion  de  leurs  revenus , dont  la  totalité  monte  à 
I2345678fr  ,90. 

On  cherchera  la  contribution  par  franc,  et  ensuite  on 
opérera  comme  ci-dessus , pour  trouver  celle  qui  est  relative 
à chaque  revenu. 

• Règle  (le  Société  ou  de  Répartition  composée. 

QO.  Répartir  une  gratification  de  9595^,95*  entre  deux 
employés  , à proportion  de  leurs  appoinlemens  et  de  la  durée 
de  leurs  services.  On  suppose  au  premier  6ooofr  d’appointe- 
mens  et  1 5 ans  de  service , et  au  second  5ooo  d’appoiutemens 
et  20  ans  de  service. 

Il  faut  multiplier  les  appoinlemens  par  le  tems  du  service, 
et  faire  ensuite  une  règle  de  répartition  simple.  Ainsi,  dans 
cet  exemple , la  part  du  premier  sera  proportionnelle  à 
6000  X J 5 = 90000,  et  celle  du  second  à 5ooo  X 20 
= 100000;  on  trouvera  5o5oft,5oc  pour  le  second,  et 
4545fr,45  pour  le  premier. 

Règle  de  Trois  composée. 

m.  3oo  ouvriers  travaillant  8 heures  par  jour,  ont  fait 
en  5o  jours,  une  tranchée  de  2oom  de  longueur,  6m  de 
largeur,  et  am  de  profondeur.  Combien  faudrait-il  d’ouvriers, 
travaillant  iofc  par  jour,  pendant  40  jours,  pour  faire  une 
tranchée  de  180™  de  longueur,  8 de  largeur  , et  2, 5 de  pro- 
fondeur ? 

Pour  ramener  cette  question  à une  règle  de  trois  simple , 
il  faut  réduire  à 4 les  12  nombres  qui  y sont. employés.  Cela 
se  fait  de  cette  manière  : Soit  x le  nombre  d’ouvriers  qu’on 
cherche  ; 3oo  ouvriers  travaillant  8*1  par  jour  pendant  5o 
jours  , sont  cquivalens  à 3oo  X 8 X 5o  — j 20000  ouvriers 
qui  travaillent  pendant  une  heure.  Pareillement  x ouvriers 
occupés  toh  par  jour , pendant  40  jours , peuvent  être  rem- 
placés par  x X JO  X 4°  = 400*  ouvriers  , employés  pen- 
dant une  heure.  D’une  autre  part , une  tranchée  de  2oom  de 
longueur , 6m  de  largeur  et  am  de  profondeur , est  équiva- 
lente à 200  X 6 X a 53  24oom  cubes  ; et  une  tranchée  de 
i8om  de  longueur,  de  8m  de  largeur,  et  2,5  de  profon- 
deur, est  équivalente  à 180  X 8 X 2,5  = 3(ioom  cubes. 
Ainsi  la  question  primitive  est  équivalente  A celle-ci  : 
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laooo  ouvriers  ont  fait  a/(oora  cubes,  et  !toox  ouvrier* 
ont  fait  36oom  cubes.  Les  ouvrages  étant  proportionnels  au* 
ouvriers  , on  a cette  proportion  : 

3400  : 36oo  ::  120000  : l\oox-t 

, - 3600  X 120000  D ) 

donc  400*  = — 100000  ; 

2400 

1 80000  „ 

et  x — - — 4 5o. 

400 

t 

'Il  faudrait  donc  4^o  ouvriers. 

Au  lieu  de  faire  la  proportion,  on  aurait  pu  employer 

• . 2400  36oo  . . ... 

l équation  — entre  les  deux  expressions  equi- 

130000  4003: 

valentes  de  ce  que  chaque  ouvrier  fait  par  heure. 

Cette  opération  est  fort  difficile  à expliquer  et  à comprendre* 
lorsqu’on  s’interdit  entièrement  l’usage  des  notations  algé- 
briques. 

DES  PROGRESSIONS. 

Cj2.  On  distingue  ordinairement  deux  sortes  de  progres- 
sions ; celle  qu’on  nomme  Arithmétique  ou  par  différence , 
et  celle  qu’on  appelle  Géométrique  ou  par  quotient.  Dans  la 
première  , la  différence , et  dans  la  seconde , le  quotient  de 
deux  termes  consécutifs  sont  des  quantités  constantes. 

De  la  progression  Arithmétique. 

C)3.  D’après  la  définition  précédente,  les  nombres  naturels 
o , 1 ,3, 3,  4,  S,  6, 7,  etc.  forment  une  proportion  arith- 
métique dont  la  différence  est  un.  La  notation  adoptée 
pour  l’indiquer  est  celle-ci  : 

-70.1.3.  3.  4 • 5 , etc. 

On  prononce  : zéro  est  à 1 comme  1 est  à 2 , comme  2 est 
à 3 , comme  3 est  à 4 1 comme , etc.  Dans  la  suite  nous  ena- 
ployerons  aussi  la  virgule  pour  séparer  les  termes  de  cetto 
progression. 

; On  aurait  pareillement  une  progression  arithmétique  , si 
Ton  écrivait  les  mêmes  nombres  dans  un  ordre  renversé  , 

~r  5 . 4 . 3 , a , 1 . . o. 
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t,a  première  progression  est  dite  croissante , et  la  secondé 
décroissante. 

II  est  facile  de  voir  qu’en  prenant  3 termes  de  suite  , on 
aura  toujours  une  proportion  arithmétique  continue. 

PROBLÈME  GÉNÉRAL  : Désignons  le  premier  terme 
d’une  progression  arithmétique  par  a,  la  différence  par  d , le 
nombredes  termes  par  n,  le  dernier  par  « , et  la  somme  par  s. 
Trouver  a de  ces  5 quantités  lorsque  l’on  connaît  les  3 autres. 
Solution  : On  a généralement , 


u — a Aç-  d {n  — i),  et  # = («  + «)  X 

En  effet , soit  une  progression  arithmétique  croissante  , 
a , a + d,a  + a d , a -J-  3 d,  a -f- \d. . . u. 

Il  est  évident  que  le  coefficient  de  d dans  un  terme  quel- 
conque , est  toujours  plus  petit  d’une  unité  que  le  rang  de 
ce  terme  ; donc  ce  coefficient  est  n — i dans  le  niim«  ; donc 
ce  ni4m*  terme  ou  u — a -f-  d { n — i). 


Pour  démontrer  l’équation  s 


( a+u)x  n 
a 


> nous  procé- 


derons comme  il  suit  : 

Progression  donnée  , 

— a, a + d^a  — a d^a  3 d....  a -j-  d — ■ a),  a -J-  d {n  — i ) j 

progression  renversée , 

-T  * + d ( /i  — i ),  a d (tz  — 2 ) a + d,a  ; 

somme  des  deux  progressions  , 

— -{-«?(«  — i ),  2a  -J-  ( « — i ),  2<i-|-d(n  — i ) 

%a  -}-</(  n — i ),  aa  + rf(  n — t ) ; 
ou  «....  a -f-  u , a -|-  u j 

somme  dés  termes  de  cette  dernière  progression  , 
îj  = (à-f  a)  X «; 
somme  des  termes  de  la  première  progression  , 

(a + u )xre 

, s = - : — 

Explication  : On  ajoute  ensemble , terme  à terme  , les 
deux  premières  progressions  pour  former  la  troisième.  Tous 
les  termes  de  cette  dernière  se  trouvent  nécessairement  égaux 
entre  eux  , parce  que  la  différence  d est  additive  dans  la 
première,  et  soustractive  dans  la  seconde.  Chaque  terme  de 
la  troisième  étant  exprimé  par  la  somme  de  tous  les 
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termes  le  sera  par  (a  -f-  u ) X n > mais  cette  somme  est  évi- 
demment double  de  celle  des  termes  de  la  première  progres- 

. , ( a + u)  x n » 

sion  ; donc  s — — , en  désignant  par  s la  somme 

a 

des  termes  de  la  première  progression. 

Les  deux  équations  fondamentales , 

i jf  \ (a+d)xn 

u = a -f-  d ( « — i ) , et  s — l — , 

a 


se  traduisent  ainsi  dans  le  langage  ordinaire  : le  dernier  terme 
d'une  progression  arithmétique  croissante  est  égal  au  premier 
terme , plus  la  différence  multipliée  par  le  nombre  des  termes 
moins  un  ; et  la  somme  des  termes  e^t  égal  à la  moitié  du  produit 
de  lasomme  des  extrêmes , multipliée  par  le  nombre  des  termes. 

Les  deux  équations  primitives  , 

. x r \ . (a  + 11)*» 

« = — i ) , et  s s=  — , 

a 


ayant  trois  quantités  communes  , a , u et  n , on  peut  en  tirer 
trois  autres  équations  , en  éliminant  successivement  a , u 
et  n.  Ces  équations  dérivées  sont 

2 s ” i u n — dn  ( n—  i ) ; 
a s ~ 2 an  -f-  dn  ( n — i ) , 
et  ids  = u1  — a1  -J-  ad  ud. 

Ainsi  on  aura  cinq  équations  entre  les  cinq  quantités  a , d , 
n , u et  s , combinées  quatre  à quatre. 

g4-  Si  on  résout  chaque  équation  , par  rapport  à chacune 
des  quatre  quantités  qui  y sont  employées  , il  eu  résultera 
ao  formules  qui  résoudront  le  problème  proposé. 


Tableau  de  ces  vingt  Formules. 
Connaissant.  Trouver.  Formules. 


n d u 
nus 
n d s 
u d s 


= u — d [n — i)  ; 


a — . 


_ 2 s — dn  ( n — i) 


_ d ±1/  {uu+d)*  — 8ds 
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Suite  du  Tableau. 


Connaissant.  Trouver.  Formules. 


a d n 

ans 

• • • • 

u — a d (ji — i)  $ 

21  — an 

dns 
a d s 

U 

• • • • 

• • * • 

n ’ 

— i). 

a» 

d dt  V{-xa-dy-¥  8ds 

a m t “11  • 

2 

a u d 

u — a 

n — i — L.  _ ..  • 

a u s 

^ J ’ 
21 

n 

f ’ 9 

a + u 

_ d—ia'dzx/ {ia-dy-+- %ds 

u d s 

• • • • 

a d ’ 

a«+<£fc|/  (au+rf)’ — 8 dt 
n ~~  id 

a u n 

• • • • 

d=  1=^; 

a u s 

a n s \ 

uns 

• • • • 

d 

• • • • 

n — z 

u*  _ a* 

d _ J 

ai  — a — u 

j ai  — ien 

d “ — ; 

n(n— i) 

. , 2 un 21 

**  — / \ > 

* (n— 0 
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Suite  du  Tableau. 


Connaissant.  Trouver.  Formules. 


a u n 

• • • • 

(<*  + u)  X ™ . 

S — — y 

a u d 

• s • • 

2 

(a  + u\(u*—*  + d) 

' = 

2 an  •+■  dn  (n  — î) 

j = ■ 

and 

S 

• • • • 

u n d 

• • • • 

2 

aun — dn  (n  — i) 

t 

2 

Les  commençans  feront  bien  de  chercher  ces  mêmes  for- 
mules et  de  les  vérifier,  en  les  appliquant  à une  progression 
connue  dans  toutes  ses  parties.  Soit , par  exemple  , la  pro- 
gression , 

-j-  i.3.5.7,oun  = x,rf=a,72  = 4»  u—  7 et  s =:  ifi. 
Veut-on  vérifier  la  formule  un  peu  compliquée, 

d — a<7  i i/V  2 a — rf)’  -f-  8 ds 
n — ; 


on  aura  n == 


a — a dt  |/ (2 — a)’  -f.  8 X 2 X 1 ® _ 
2 d 


La  valeur  -{-  4 satisfait  seule  à l’équation  et  à la  progression, 
et  la  valeur  — 4 ne  satisfait  qu’à  l’équation. 

95.  Si  l’on  divise  en  parties  égales  le  tems  qu’un  corps 
employé  à tomber  librement  et  sans  éprouver  de  résistance 
de  la  part  de  l’air , les  espaces  parcourus,  pendant  ces  ins- 
tans  égaux,  forment,  suivant  les  physiciens,  une  progres- 
sion arithmétique.  Cette  progression  est  d’ailleurs  très-re- 
marquable, en  ce  que  la  différence  qui  y règne,  est  double  du 
premier  terme  ; d’après  cela , nous  aurons , 

. ian  + dit  (n  — 1}  2 an  + 2 an  ( n — 1) 

d-ia  -,  et  s= i — ; - 

a a 
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Ainsi,  dans  cette  progression,  la  somme  des  termes  est 
égale  au  premier  terme,  multiplié  par  le  quarré  du  nombre 
des  termes,  et  par  conséquent  l’espace  parcouru  par  un  corps, 
depuis  l’origine  de  son  mouvement , est  égal  à l’espace  par- 
couru dans  le  premier  instant , multiplié  par  le  quarré  du 
nombre  des  instans.  On  a observé  que  le  premier  espace 
a — , si  l’on  compte  le  tems  en  secondes;  d’après 

cela , passons  aux  applications. 

Applications. 

Ier.  PROBLÈME  : Une  bombe  a mis  autant  de  tems  à 
monter  qu’à  descendre,  et  son  mouvement  a duré  10  se- 
condes. A quelle  hauteur  s’est-elle  élevée  ? 

Solution  : On  trouve  s — 4m, 904  X = 4-9°4  X 
= i22m,6oo  ( 63f  ).  On  fait  n — 5,  puisque  là  bombe  a 
dû  tomber  pendant  5 secondes. 

IIe.  PROBLEME  : Le  sommet  du  Panthéon , à Paris,  est 
élevé  d’environ  78™, 464  ( 24  1 i pieds  ) au-dessus  du  pavé  de 
cet  édifice.  Combien  de  secondes  employcrait  un  corps  pesant 
à tomber  de  cette  hauteur  ? • 

1 Solution:  L’équation  s — an1  devient  78m,464  — 4n\9°4-'11- 

Donc  h1  — -■  — 6*-  «=  16  et  n “ 4. 

Ainsi  le  corps  mettrait  4 secondes  à tomber. 

IIIe.  PROBLÈME  : Un  homme  est  chargé  d’arroser,  un 
à un,  100  arbres  placés  sur  la  même  ligne , à 5 mètres  l’un  de 
l’autre;  il  prend  l’eau  à 10  mètres  du  premier  arbre,  sur  le 
prolongement  de  la  ligne  des  arbres.  Combien  de  chemin  fera- 
t-il  , tant  en  allant  qu’en  revenant? 

Solution  : Il  fera  20  mètres  pour  le  premier  arbre , 3o  pour 
le  second , 40  pour  le  troisième,  etc. 

Les  espaces  parcourus  forment  donc  une  progression  arith- 
métique, dont  le  premier  terme  est  20,  la  différence  10, 
et  le  nombre  des  termes  100.  On  aura  la  somme,  par  la 
formule, 

aan  +■  dn(n  — 1)  2.90.100  4-  xooo  X 99  _ 4ooo  ■+•  9900» 

9 9 2 

5 1 5oon,it-  ~ 5my%  1 5 ; 

«aviron  12  lieues,  de  a5  au  degré  de  latitude. 
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IV*.  PROBLÈME  : Un  homme , tant  en  allant  qn’en  're- 
venant, a parcouru  i375oŒi,r«,  pour  arroser,  un  à un, 
n arbres  placés  sur  une  même  ligne,  à 5 mètres  l’un  de 
l’autre.  On  sait  de  plus  qu’il  a fait  520ra  pour  le  dernier 
arbre.  On  demande  combien  il  y a d’arbres,  et  à quelle  distance 
du  premier  arbre  est  la  source  qu’on  suppose  sur  la  ligne 
des  arbres  ? 


Solution  : Ne  prenons  que  le  chemin  parcouru  en  allant  ou 
en  revenant. 


Nous  aurons , 


13730 

2 


“ 687 5m  pour  tous  les  arbres. 


et 


“ 260  pour  le  dernier  arbre. 


Alors  les  espaces  parcourus  forment  une  progression 
arithmétique,  dont  la  différence  d 5,  le  dernier  terme 
u =r  260,  et  la  somme  des  termes  s 6875.  Le  nombre  des 
termes  sera , 

iu  4-  d ± 1 /(au  ■+■  dV  — Sds  5a5  dz  a5 

n = — = ; 

• id  10 


ainsi  n — 


5i5—a5 


— 5o;  .ou  n r 


5a5  -+-  i5 


= 55. 


Si  on  prend  n 5o , on  trouve , 

a — u — d [n  — 1 ) “ 260  — 5.49  ~ 260  — 2^5  ~ i5. 


A insi  U y avait  5o  arbres , et  l’eau  était  à 1 5 mètres  du  pre- 
mier arbre. 

La  seconde  valeur  de  n ne  peut  résoudre  le  problème  ; car 
si  l’on  prend  us  55,  on  trouve  a — — 10.  Mais  cette  même 
valeur  de  n,  ainsi  que  la  première,  résoudrait  la  question 
suivante:  Dans  une  progression  arithmétique  décroissante, 
le  plus  grand  terme  u — 260 , la  différence  d = 5 , et  la 
somme  des  termes  s ^6875.  En  effet , dans  le  cas  de  n zz.  5o, 
la  progression  serait , 

-r  260  . a55 . a5o ao . i5, 

- et  dans  le  cas  de  n — 55 , la  progression  deviendrait, 

— r a6o.255.a5o 20 . i5 . 10. 5 . o.  — 5.  — 10, 

progression  où,  comme  dans  la  première  > u = 260 , d — 5, 
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* et  $“6875;  parce  que  la  somme  des  5 termes  io,5,o,—  5 — 10, 

se  réduit  à zéro. 

Nous  reviendrons  à la  progression  arithmétique , lorsque 
nous  parlerons  des  piles  de  boulets. 


Des  progressions  Géométriques  ou  par  Quotiens. 

g6.  Dans  cette  espèce  de  progression , le  quotient  de  deux 
termes  consécutifs,  divisé  l’un  par  l’autre,  est  toujours  le 
même.  Ainsi  la  suite  des  nombres  1,  a,  4 , 8,  16,  où  chaque 
terme  est  la  moitié  du  suivant,  et  celle-ci:  i56ü5,  3ia5, 
6a5,  ia5,  a5,  5 et  1 , où  chaque  terme  est  le  cinquième  du 
précédent , forment  deux  progressions  géométriques , la  pre- 
mière croissante  , et  la  seconde  décroissante.  On  écrit, 

-H*  1 : a : 4 : 8 I 16,  pour  la  première, 

et  -f f-  i56a5  : 3ia5  : 6a5  : ia5  : a5  : 5 : 1 , pour  la  seconde. 

On  prononce , i est  à a , comme  2 est  à 4 1 comme  4 est 
à 8,  etc. 

g^.  PROBLÈME  GÉNÉRAL  : Connaissant  trois  de  ces 
cinq  quantités,  le  plus  petit  terme  a,  le  plus  grand  u,  le 
nombre  des  termes  n,  la  somme  des  termes  J,  et  le  quotient 
q , trouver  les  deux  autres. 

Solution  : Supposons  la  progression  croissante,  et  q > 1; 
nous  aurons , 


En  effet,  soit  la  progression  croissante  quelconque 

■—  a : aq  : aq 1 : aq 5 : aq 4 : aq 5 : aq «...  : u. 

On  voit  évidemment  que,  dans  chaque  terme , l’exposant  de  q 
est  plus  petit  d’une  unité  que  le  rang  de  ce  terme  ; ainsi  cet 
exposant  doit  être  n — 1 dans  le  niim«.  terme , et  par 
conséquent  u — aqn~l . C’est  ce  qu’il  fallait  démontrer. 

De  l’équation  s a -j-  aq  aq 1 -J-  aq * 

-f-  aq 5 -j-  aqn~l  aqg~l  ou  u, 

on  tire  d’abord 

s — a—  aq  + aq1  + aq 1 4-  aq "_î  4 atp~' 

ZZ  q (a  4 aq  4 «?*•••••  + aq n“J)  = q (i  — «). 
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De  l’équation  s — a — q y,  ( s — * u ) on  tire  suc* 
cessivcment , 

s — a — sq  — uq;  s — sq  — a — uq;  s ( i — q)  — a — uq  ; 

a — uq  uq  — a 

S — , ou  plutôt  S — , 

l — q q — I 

parce  qu’on  suppose  q > i . Voilà  donc  la  seconde  équation 
démontrée. 

Si  on  élimine  successivement  chacune  des  trois  quantités 
n , u , et  q,  communes  aux  deux  équations  primitives , 

, uq  — a 

u = aq"~  et  i s — , 

q — I 

•n  aura  ces  trois  équations  dérivées  : 

aq“  — a — s = o; 

Uq * — « -j-  sqn~l  — sq"  ZZ  O ; 
et  «.  ( s — u 1 — a.  (s  — a 1 =r  o. 

• On  aura  donc  en  tout  cinq  équations , renfermant  chacnne 
quatre  des  cinq  quantités  a , u,  q , n , et  s.  La  résolution  de 
ces  cinq  équations  donnera  20  formules , et  ces  ao  formules 
résoudront  le  problème  proposé.  Voici  ces  formules,  en  y 
employant,  autant  qu’il  est  possible,  les  logarithmes,  dont 
nous  parlerons  ci-après. 


Connaissant. 

u q n 

n q s 

q n s 

11  n s 


Trouver.  Formules. 


a 


! 


u 


log.  a — log.  « — (n — 1)  X 
log.  q. 

a ==  uq  -f-  s — sq$ 
log.  (r — a)  = log.  q -+■  log. 

(f— «). 


( „ _ 'J 

j log.  a = log.r -f  Iog.(g— 

( — log-  (-2" — *)* 

( a X (*  — « Y*.  — « X 
J (r  — u)"~l  — o. 

\ Equation  non  résoluble  en 
( général. 


Digitized  by  Google 


Connaissant. 


Trouver. 


Formules. 


« <1 


? ? 


q n 


a n 


n 


s 


f 


s 


U 


{ 


« =;  aq'-'  ; 

log.  u = log.  a -f  («— i) 
X log.  q. 

sa  — i 4-  û 

U ZZ2  — « 

log.  (»'  — «)  = log.  (x «) 

— log.  q. 


« 


u - *y‘~1  fr-o 

?*— i * 

log.  K =5  log.  x -f-  (jt—  i)  X 
log.  ç 4-  log.  ( q — ! ) _ 
log.  (9»—!). 

“ (#  — «)*-*  — a (x— a)”-'. 

= O. 

Equation  irrésoluble. 


a n n 


a u s 


ans 


n n s 


, log.  k — log.  a 

log.  ? 

« — I 

s — a 

* = ,—  » 

log.  <7  — log.  (x— <j)  — log. 
. (*  — «)• 

? ; 

— K 

• « * • ^ 

log.  q =3  luS-  (a+t9.-*)— log  o 

n 

!s q*~'  . u 

q ? — — =o:  » 

Equation  irrésoluble. 
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Connaissant. 


a u 


2 

2 


u 


Trouver. 


Formules. 

i log-  “ — loS  a . 

n — i -T-  1 

log.  €f  7 


n i 


log.  u — log.  a 
log.  (s-a)  — Îog.(j-Ii) 
_ log.  (a+Jy — s)  — log- o . 


n — 


log.  y 


, log.u— log.(i-iy+uy) 

n = 1 4-  


log.  q 


ua  — a 
5 — — 


w 

log.  s = log.  ( uq  — a)  — 
log.  (g  — i). 

W-T / 

f — ; 

1t‘\,  n-ly 

y a — y a 

On  calculera  séparément; 

• n- 1/  n-ty  n-t/ 

i °.uV  u;  a°.  aV a\  3°.  V u\ 

n- y 

4°.  V a , par  les  formules 
particulières  ; 

n-y 

i°.  log.  u V u zz  log.  « -f* 
-og  -“:  a°.  log.  a v~a  ZZ  log.'a 

n-x  D 

+ log.  v'.  = 

*r> 

t __  a (y*  — 1) . 

2 — 1 

log.  f = log.  « + 1°8*(2" — 0 

— log'  (?—*)• 

— “ C?"-1)  . 

* “ y->  (y-.)’ 

log.  s — log.  u + log.  (<7"-i) 

— loff.  (n  ~-0  — log.  qn~ *. 
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Ces  formules  s’appliquent  également  aux  progressions 
décroissantes  : il  suffit  alors  de  regarder  a comme  le  plus 
petit  terme,  u comme  le  plus  grand,  q comme  le  quotient  du 
plus  grand  des  deux  termes  consécutifs , divisé  par  le  plus  petit. 

Les  Élèves  feront  bien  de  s’exercer  à vérifier  ces  formules , 
en  les  appliquant  à une  progression  dont  toutes  les  parties' 
sont  connues.  Par  exemple , soit  la  progression  : 

-rr  i : a : 4 : 8 : 16  : 3i  : 64; 

ici,  a = i,  q = »,  u = 64,  n = 7,  et  f = 127. 

Si  l’on  veut  vérifier  les  formules , 

i s9‘~'  (9 — *1 

a = uq  + f — sq;  u = -!■ ; 

tjf" 1 

+ •'(9  — l)  log.  (a  -h  s (q  — v)  ) — " . 

J W 1 . - “““  J 

l 7 log.  q 

n-ly  «-1/ 

u yu  — a y a / 

enfin  s : 


= t^ 


V»  - Va 

On  aura  successivement, 

a rr  2 . 64  -f-  127  — 2.127  = 128 


ï27  = 1; 


127. a6  127.64 

u.  — — = — - — - = 64  ; q 

11  — 1 128-1  - ’ 1 


= ^ 


4-  ia7  — 


log-  128  — log.  1 2,10721  

log-  a o,3oio3  1 ’ 

641%4-V^  ‘ 128  — 1 

s = — j 3 = = 127. 

0,  6 y 2 I ' 

y&^  — yi 

Résultats  conformes  aux  suppositions  qu’on  a faites. 


Applications. 

q8-t  On  ne  peut  guères  parler  des  progressions  géomé- 
triques, sans  rappeler  le  problème  suivant  : 

PROBLÈME  ; L’inventeur  du  jeu  des  échecs  ayant  eu  le 
choix  de  la  récompense  qu’il  desirait,  demanda  i grain  de 
bled  pour  la  première  case  de  l’échiquier,  2 grains  pour  la 
seconde , 4 grains  pour  la  troisième , 8 grains  pour  la  qua- 
trième , et  ainsi  de  suite,  en  doublant  toujours  jusqu’à  la 
soixante-quatrième  et  dernière  case.  Combien  demandait-il 
de  grains  ? 

Le  nombre  des  grains  de  bled  est  évidemment  la  somme 
des 'termes  d’une  progression  où  l’on  connaît  a = 1 , q es.  2 , 
n =e  G4  ; on  aura  donc  cette  somme  par  la  formule, 
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s — — = a64 — i — i84467^4°7370955i6i5. 

€f  — I 2 — 1 

Ce  calcul  consiste  à retrancher  i de  la  soixante-quatrième 
puissance  de  a.  Cette  soixante-quatrième  puissance  peut  se 
former  de  cette  manière  : Multipliez  , i9.  la  quatrième  puis- 
sance, ou  16  , par  elle-même  ; 2°.  le  résultat  de  cette  pre- 
mière multiplication,  par  lui  même,  ou  la  huitième  puis- 
sance, par  elle-même  ; 3°.  le  résultat  de  cette  seconde  mul- 
tiplication, par  lui-même,  ou  la  seizième  puissance,  par 
elle-même;  4°-  le  résultat  de  la  troisième  multiplication,  par 
lui  même,  ou  la  trente-deuxième  puissance,  par  elle-même, 
ce  qui  donnera  la  soixante-quatrième  puissance  de  a. 

Des  curieux  ont  trouvé  qu’il  fallait  environ  261000  grains 
de  bled  pour  former  le  poids  d'un  rn  y ri;:  gramme  ( environ 
2oh>);  il  aurait  donc  970677180359040  myriagrammes  ; et 
en  évaluant  ce  poids  à 2fr-,  cela  aurait  fait  1 4 1 3543607 1 8080*-, 
somme  d’argent  bien  supérieure  à tous  les  trésors  du  monde. 


gg.  Reprenons  la  formule, 

s _ “(?*— O “7 

y«-l  (y y I 

Si  nons  en  Faisons  l’application  aux  progressions  décrois- 
santes à l’infini,  elle  se  réduira  à t — - — ; en  effet  le 

7 — 1 


nombre  n des  termes  étant  infini,  la  fraction  — s’évanouit  , 

? 

puisque  son  dénominateur  <7"  devient  lui -même  plus  grand 
que  toute  quantité  assignable. 

Pour  faire  usage  de  cette  formule,  on  se  rappellera  ce 
qu’on  a dit  pour  appliquer  aux  progressions  décroissantes 
les  formules  îles  progressions  croissantes.  Voyez  la  remarque 
qui  suit  immédiatement  le  tableau  de  ces  formules. 

On  trouvera  successivement,  au  moyen  de  la  formule  pré- 
cédente , 


JL  _1_  _ + -i  -i-  - 

a ^ A ' 8 ' it 


- • •+■ 


o = i£2  =*  1; 


_L  4.  J.  + -1  + - 

3 '9  ' a?  ' 81 


1 j X ^ > . 

+ 0 - nr I - 


1 _l.-4.--4-  — 
T ' 16  T 64  T a56 


+ o = = i. 

^ 4—1 


On  représente  le  plus  petit  terme  par  o,  comme  devant 
être  plus  petit  qu’aucun  nombre  fini.  Autrement  la  progres- 
sion pourrait  être  continuée  au-delà. 
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Les  fractions  décimales  périodiques  offrent  un  exemple  re- 
marquable des  progressions  décroissantes  à l’infini.  En  effet, 
l’expression  de  ce  genre , o,  81  81  81  etc. 


81 


81 


81 


T 

100 

10000 

x 000000 

81  -4- 

81 

4-  81 

+ 

— 

1 , 

ÎOO* 

100 

100* 

rrr.ioo 

81 

0 

. — — 

■ 1 — 

+ etc. 


99 


parce  que  , dans  cette  progression  , u — — , et  q — ioo. 


Pareillement  o,  i35  i35  i35,  etc. 

— JlL  + JgL  + + etc.  =3 °.Q  as  Ü?  - 1. 

XOOO  JOOO1  1 OOO^  JOOO X 999 

De  même  0,571428  571428  571428,  etc. 


571428 
(1000000)4 

MM£.iooonôo  '571438  

1000000  — x 999999  7 


571438 


571428 


1000000  (1000000)*  1 (ioooooo)î 


571428 


-f-  etc. 


On  voit  par  ces  exemples,  que  dans  la  fraction  ordinaire, 
équivalente  à la  fraction  décimale  périodique , le  numérateur 
est  formé  des  chiffres  de  la  période,  et  que  le  dénominateur 
est  composé  d’autant  de  9 qu’il  y a de  chiffres  dans  la  pé- 
riode. 

Si  la  période  décimale  ne  commence  pas  avec  les  premiers 
chiffres  décimaux  , on  s’y  prendra  de  cette  manière  : 

Soit  l’expression  0,416666,  etc.,  on  aura, 


0,416666,  etc.  = — 41,6666,  etc. 


On  aura  de  même  o,  1 36  36  36  36,  etc. 


x 

1,  36  36  36 

, etc. 

t 

10 

= w 

’ 1 36 

f _L  - 

36 

+ etc.) 

xo  \ 

, ^ 100 

^ (100)*  ^ 

(ioo)i 

x / 

« 36  \ 

x x35 

i35 

3 

1 -J-  — ) 

— — — — . — -- 

; ■ ; 

10  V 

>.  S> 9 / 

xo  90 

99° 
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La  période  commence  au  troisième  chiffre,  dans  le  premier 
exemple,  et  au  deuxième  chiffre,  dans  le  second  exemple.  On 
a avancé  la  virgule  de  deux  places , dans  le  premier  exemple , 
et  d’une  place , dans  le  second.  Mais  comme  cela  revenait  à 
multiplier  par  100,  dans  le  premier  exemple,  et  par  10,  dans 
le  second,  on  a en  même  tems  indiqué  la  division  par  100, 
dans  le  premier  cas,  et  par  10,  dans  l’autre;  compensation 
qui  a conservé  la  valeur  des  expressions  primitives. 

On  tirerait  de  là,  la  règle  prescrite  en  Arithmétique,  au 
n°.  70,  pour  retrouver  la  fraction  ordinaire  qui  a pu  pro- 
duire une  fraction  périodique. 

DES  LOGARITHMES. 

100.  TVêper,  inventeur  des  logarithmes,  a dû  en  conce- 
voir l’idée,  en  comparant  la  progression  arithmétique  à la 
progression  géométrique. 

Les  logarithmes  sont  des  nombres  artificiels  qu’on  employé 
au  lieu  des  nombres  véritables,  pour  simplifier  les  calculs. 
En  effet , par  leur  moyen , on  ramène  la  multiplication  à 
l’addition , la  division  à la  soustraction , la  formation  des 
puissances  à la  multiplication , et  l’extraction  des  racines  à 
la  division.  Il  peut  y avoir  une  infinité  de  systèmes  de 
logarithmes,  partni  lesquels  il  en  existe  deux  qui  sont  en  usage. 
Nous  nous  bornerons  d’abord  aux  logarithmes  vulgaires  ou 
de  Briggs  , et  nous  en  établirons  la  théorie  sur  la  comparaison 
des  deux  progressions  ; ce  procédé  parait  le  plus  simple  et 
le  plus  élémentaire. 

1 0 1 . Soit  la  progression  géométrique , 

-77-  1 : 10  : 100  : 1000  : 10000  : 100000  : 1000000,  etc. 
«t  la  progression  arithmétique , 

■70.1.1.3.4.5,6,  etc. 

Nous  prendrons  les  termes  de  celle-ci  pour  les  logarithmes 
des  termes  correspondans  de  la  première.  Ainsi , lo g.  1=0, 
log.  jo=i,  log.  100  = 2,  log.  iooo  = 3,  log.  10000  = 4, 
log.  iooooo=5,  log.  1000000  = 6.  On  voit  que  le  loga- 
rithme a autant  d’unités  qu’il  y a de  zéros  après  l’unité , dans 
le  nombre  correspondant. 

La  progression  géométrique,  comme  on  voit,  est  celle  de» 
puissances  lOj  «t  la  progression  aiitluuéUque  est  celle  de« 
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nombres  naturels.  Ce  sont  celles  qui  rendent  les  calculs  les 
plus  simples. 

102.  Pour  concevoir  les  logarithmes  des. nombres  qui  ne 
sont  pas  des  puissances  de  10,  comme  a , 3,  etc.,  on  sup- 
pose qu’on  a inséré  un  très-grand  nombre  de  moyens  géomé- 
triques entre  deux  termes  consécutifs  dans  la  progression 
géométrique,  et  un  pareil  nombre  de  moyens  arithmétiques 
entre  les  termes  consécutifs  de  la  progression  arithmétique. 
En  allant  de  i à 10,  dans  la  progression  géométrique,  on 
aura  des  moyens  géométriques  qui  équivaudront , l’un  à a , 
l’autre  à 3 , un  autre  à 4 » etc. , sinon  exactement , au  moins 
d’une  manière  suffisamment  approchée,  puisque  la  différence 
entre  deux  moyens  consécutifs  est  aussi  petite  qu’on  veut  ; 
ces  moyens  géométriques  équivalant  à a , à 3 , à 4 > etc. , 
auront  pour  logarithmes  les  moyens  arithmétiques  corres- 
pondans. 

Par  exemple,  si  on  évalue  les  logarithmes  à un  cent  mil- 
lième près,  comme  dans  les  tables  qui  portent  le  nom  de 
Lalande,  on  est  supposé  avoir  inséré  99999  moyens,  tant 
géométriques  que  arithmétiques,  et  la  différence  entre  deux 

moyens  arithmétiques  consécutifs  est  — , tandis  que  le 

100000  * 

rapport  de  deux  moyens  géométriques  consécutifs,  est  exprimé 


On  voit  que  ce  rapport  se  trouve  par  la  formule  préed- 

"V“  T . * 

dente  q — y — . Ici,  n t=  101  * u — 10,  a = 1. 

La  différence  entre  a termes  consécutifs  de  la  progression 
arithmétique  correspondante , se  trouve  par  la  formule 
u — a . 

d = . Ici,  u — 1,  a~o. 

n — z 

Nous  indiquerons  d’autres  procédés  praticables  pour  cal- 
culer réellement  les  logarithmes  des  nombres  qui  ne  sont  pas 
des  puissances  exactes  de  10. 

to3.  Voyons  maintenant  comment , à l’aide  des  loga- 
rithmes, on  ramène,  ainsi  que  nous  l’avons  annoncé,  la 
multiplication  à l’addition , la  division  à la  soustraction,  etc. 

Concevons  qu’on  a inséré  entre  les  termes  consécutifs  de 
l’une  et  de  l’autre  progression,  ce  très-grand  nombre  de 
moyens  géométriques  et  arithmétiques  dont  nous  avons ‘parlé. 
Soit  q , le  rapport  de  deux  terme»  consécutif*  de  la  nouvelle 

i3* 
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progression  géométrique,  y un  terme  quelconque  de  la  même 
progression,  dont  le  rang  ou  la  place  est  «;  soit  pareillement 
d , la  différence  de  deux  termes  consécutifs  de  la  nouvelle 
progression  arithmétique , et  a;,  un  terme  quelconque , dont 
le  rang  est  n ; par  conséquent , x = log.  y. 

104.  On  aura  (97)  y r=  qn~l, 
et  ( 93  et  94  ) x = d (n  — 1 ). 

On  aura  de  même  y1  = qn'~ ',  et  x'  =r  d ( nr  — 1^. 
y1  est  un  terme , dont  le  rang  est  n1  dans  la  progression 
géométrique;  x 1 est  le  terme  correspondant , ou  du  même 
rang,  dans  la  progression  arithmétique.  Ainsi, 
x'  = log.  y>. 

Si  nous  multiplions  y par  y1,  nous  aurons , 

y X y'  = q"~l  X q*'~l  — q'*n,~', 
puisque  les  exposans  sont  supposés  des  nombres  entiers.  Le 
produit  q"*"'-1,  est  un  des  termes  de  la  progression  géomé- 
trique, et  il  y occupe  un  rang  marqué  par  n n'  — 1; 
ainsi  , son  logarithme  qui  occupe  la  même  place  dans  la 
progression  arithmétique,  doit  être  exprimé  par  d (n-t-n1 — 2). 
Or,  x -J-  x'  =:*/(/?-{-  n 1 —2).  Donc  log.  y.  y*  — x 

x1  = log.  y -J-  log.  y'.  Ainsi,  le  logarithme  d’un  pro- 
duit de  deux  facteurs,  est  égal  à la  somme  des  logarithmes 
de  ces  deux  facteurs. 

Si  le  produit  renferme  trois  facteurs,  comme  y .y1  .y11, 
soit  y . y'  = z , on  aura,  y • y1  ■ y"  — zy"  , et  log. 
y ■ y'  ■ y " = log.  zy"  = log  .z  + log.  y"  = log.  y 4. 
log.  y 1 -|-  log.  y",  à cause  de  log.  z = log.  y 4-  log.yf. 
Ainsi , le  logarithme  d’un  produit  de  trois  facteurs , est  égal 
à la  somme  des  logarithmes  de  ces  trois  facteurs.  Il  est  facila 
d’étendre  cette  règle  à un  nombre  quelconque  de  facteurs. 
Donc , en  général,  le  logarithme  <T un  produit , est  égal  à 
la  somme  des  logarithmes  des facteurs  de  ce  produit.  Donc , 
la  multiplication , au  moyen  des  logarithmes , se  ramène  à 
l'addition. 

I o5-  Soit  q — -y- , donc  bqzza,  et  log.  bq  — log.  S 

4-  log.  q =sc  log.  a.  Enfin,  log.  q = log.  a — log.  b ; c’est- 
à-dire  , le  logarithme  d’un  quotient  est  égal  au  logarithme 
du  dividende , moins  le  logarithme  du  diviseur.  Par  consé- 
quent , la  division  se  ramène  à la  soustraction. 

106.  Soit  y — a1;  donc  log.  y = log.  a 4"  log-  a 
5S  » log.  a.  Soit  Çftçore  y = «5  ZZ  aaa  ; donc  log.  y 
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Cï  log.  a -j-  log.  a -f-  log.  a ~ 3 log.  a.  Ainsi  le  logarithme 
du  quarré  d’un  nombre,  vaut  deux  fois  celui  de  ce  nombre, 
et  le  logarithme  du  cube  d’un  nombre  quelconque  , vaut 
trois  fois  le  logarithme  de  ce  nombre. 

Il  est  facile  de  généraliser  cette  règle,  et  d’en  conclure  que 
le  logarithme  d'une  puissance  quelconque  d’un  nombre  , se 
trouve  en  multipliant  le  logarithme  de  ce  nombre  , par  l’ex~ 
posant  de  la  puissance  ; règle  qu’on  peut  traduire  de  cette 
manière  en  algèbre.  Soit  y — a',  on  en  tire  log.  y — n log.  a. 
Ainsi  la  formation  des  puissances  se  ramène  à la  multipli- 
cation. 

I O7.  Soit  y1  — a , e t par  conséquent  y = 1 /a  ; on  aura , 
log.  y »,  ou  2 log.  y =r  log.  a,  et  log.  y = ‘-  log.  a ; 


c’est-à-dire  le  logarithme  de  la  racine  quarrée  d’un  nombre 
a est  égal  à la  moitié  du  logarithme  de  ce  nombre. 

Soit  de  plus  y}  ~ a , e t par  conséquent  y ~ V a ; 


donc 

«t 


log.  y3 , ou  3 log.  y = log.  a , 

log-  y — j 5 


c’est-à-dire  le  logarithme  de  la  racine  cubique  d’un  nombre 
est  égal  au  tiers  du  logarithme  de  ce  nombre.  En  général , 

soit  yn  — a , et  par  suite  y Va  ; 

donc  log.  y” , ou  n log.  y — a , et  log.  y =3  — ; 


donc  en  général  le  logarithme  de  la  racine  quelconque  d’un 
nombre  , se  trouve  en  divisant  le  logarithme  de  ce  nombre 
par  t’exposant  de  la  racine.  Ainsi  l’extraction  des  racines  dont 
le  calcul  est  si  pénible,  et  quelquefois  presqu’impraticable 
par  les  règles  ordinaires  , se  ramène  à une  simple  division , 
avec  le  secours  «fcs  logarithmes. 

1 08.  Après  avoir  donné  les  règles  qui  conviennent  au  cas 
où  l’on  emploie  séparément  la  multiplication , la  division , la 
formation  des  puissances , et  l’extraction  des  racines , voyons 
celles  qu’on  peut  en  déduire  , quand  ces  opérations  de  calcul 
sont  mêlées  ensemble. 


et 


1 09.  Soit  la  proportion  géométrique , 

a : b : : c : * , on  en  tire  x ~ — ; 

a 

log.  * — log.  b -f-  log.  c — log.  a. 
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Donc  Te  logarithme  d'un  extrême  d'une  proportion  géomé- 
trique , est  égal  à la  somme  des  logarithmes  des  moyens  , 
moins  le  logarithme  de  l'extrême  connu. 

Soit  la  proportion  » 

a : b ::  x : c , d’où  x = -, 

b 

et  log.  x — log.  a -f-  log.  c — log.  b. 

C’est-à-dire  , le  logarithme  d'un  moyen  est  égal  à la  somme 
des  logarithmes  des  extrêmes  , moins  le  logarithme  du  moyen 
connu. 

I X O.  Soit  la  proportion  continue , 

a : x x : b , d’où  x1  = ab\ 


et 


log.  * z= 


log.  a -t-  log.  b 
2 


Ainsi  le  logarithme  du  moyen  terme  y dans  une  proportion 
continue , est  égal  à la  moitié  de  la  somme  des  logarithmes 
des  extrêmes. 

_ . .3  ac- 4-3 

III.  Soit  x — a A , ou  * = ; 

C C 


donc  log.  x = log.  ( ac  -f  b ) — log.  c. 


Donc  pour  avoir  le  logarithme  d'un  entier  joint  à une  frac- 
tion , il  faut  réduire  P entier  en  fraction  , regarderie  nouveau 
numérateur  comme  un  dividende  , et  le  dénominateur  comme 
un  diviseur , et  appliquer  la  règle  prescrite  pour  la  division. 
Il  ne  faut  pas  confondre  log.  ( ac  -f-  b ) avec  log.  ac  -f-  log.  b , 
ce  dernier  étant  celui  du  produit  de  la  quantité  ac,  multi- 
pliée par  b ; au  lieu  que  le  premier  est  celui  de  la  somme  de 
ces  deux  quantités  : pour  l’employer , il  faut  évaluer  ces  deux 
quantités  séparément  en  nomî>re , les  ajouter  ensemble  , et 
prendre  le  logarithme  de  leur  somme. 

1 1 2 . Le  tableau  des  formules  des  progressions  géomé- 
triques , offre  des  exemples  assez  compliqués  de  l’usage  des 
logarithmes  : nous  y renvoyons.  Nous  en  rapporterons  seule- 
ment deux  exemples. 

Soit  l’équation  , 

il  g"  — u zz  sqn  — sqn~l . 

Pour  la  résoudre  par  rapport  à n , on  passera  dans  le  pre- 
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«lier  membre  fous  les  termes  où  n se  trouTe , et  dans  le  second 
celui  où  n n’est  pas  ; on  aura  , 

uq"  — sqn  4*  sqn~'  zz  u ; ensuite  qn~'  ( uq  — + O C2  “ i 

puis  q"—'  — u j 

U4f  + 3 — se/ 

enfin  ( n — i ) log.  q log.  u — log.  ( «<7  -f-  s — sq  ) ; 

et  n = 1 4-  loe-“  — log  ("y  + s~sf) 

tog.  y 

Soit  encore  l’équation  , 

a (j — a)"-1  zz.  u (r — s)""1, 
qu’on  veut  résoudre  par  rapport  à n;  on  aura, 

(*  — a )*—'  u (s — a 

- — zz  — , ou  ( 

(s  — u a \s u 

Passant  des  nombres  aux  logarithmes , on  aura  , 

( n — i ) log.  j = log.  u — log.  a ; 

enfin  „ - 1 = „ 

log.  (i  — a)  — log.  (f  — u) 

On  pourra  s’exercer  à chercher  les  autres  résultats  de  la 
table. 

« 

Idée  de  la  manière  de  calculer  les  logarithmes 
vulgaires. 

1 1 3.  Les  progressions  fondamentales  donnent  immédiate- 
ment les  logarithmes  des  nombres  1 , 10,  100  , 1000,  etc. , 
ou  des  puissances  exactes  de  10.  La  recherche  des  loga- 
rithmes des  autres  nombres  se  réduit  à celle  des  logarithmes 
des  nombres  premiers  , 2 , 3 , 5 , 7 , etc.  ; puisque  les  loga~ 
rithmes  des  nombres  qui  sont  formés  par  la  multiplication 
des  nombres  premiers , s’obtiennent  en  ajoutant  ensemble  les 
logarithmes  de  ces  nombres  premiers.  Voyons  comment  nous 
pourrons  calculer  le  logarithme  d’un  nombre  premier,  celui 
de  5 , par  exemple.  On  ne  peut  faire  usage  de  la  supposition 
des  moyens  géométriques  et  arithmétiques  , insérés  en 
nombre  immense  entre  les  termes  consécutifs  des  deux  pro- 
gressions fondamentales,  parce  que  le  calcul  de  cette  manière 
serait  impraticable  ; mais  voici  un  autre  procédé. 

1 14-  Cherchons  un  moyen  géométrique  entre  1 et  to,  et  u» 
moyen  arithmétique  entre  0 et  jr  : celui-ci  sera  le  logarithme 
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du  premier.  On  aura  , en  désignant  par  x , ce  moyen  géo- 
métrique , 

x = v'i o = 3,162277  , et  log.  x—  — — o,5ooooooo. 

Cherchons  de  nouveau  un  moyen  géométrique  entre  10 
et  3,161277,  on  aura  pour  ce  moyen  V""3 1,62277  :n5,6a34i  i3. 
Le  logarithme  correspondant  est  égal  à la  moitié  de  la  somme 
«les  logarithmes  de  iô  et  3,162277  : ce  logarithme  égale 
o, 75ooooo.  On  continue  l’opération  en  cherchant  toujours  un 
moyen  proportionnel  entre  deux  moyens  déjà  calculés,  l’un 
immédiatement  plus  grand , et  l’autre  immédiatement  plus 
petit  que  5.  On  s’arrête  lorsqu’on  est  arrivé  à un  moyen 
qui  ne  diffère  pas  de  5 , d’une  partie  décimale  d’un  ordre 
donné  ; du  sixième , par  exemple , si  l’on  se  borne  k cette 
approximation.  On  calcule  en  même-tems  les  logarithmes 
correspondans  ; ce  qui  est  très-facile , puisque  le  logarithme 
d’un  moyen  quelconque  est  égal  à la  moitié  de  la  somme 
des  logarithmes  des  deux  nombres  entre  lesquels  on  a cal- 
culé ce  moyen. 

C’est  ainsi  qu’on  a trouvé  que  le  log.  5 — 0,6989700  : 
on  en  conclura , log.  2 r=  log.  10  — log.  5 = o,3oio3oo. 

Avec  log.  2 et  log.  5 , on  calculera  les  logarithmes  des 
nombres  qui  sont  une  puissance  de  2 , ou  une  puissance 
de  5 , ou  le  produit  d’une  puissance  de  2 multipliée  par  une 
puissance  de  5.  Ainsi , 

log.  4 — 2 log.  2 — 0,6020600  ; 

log.  25  =r  2 log.  5 = 1,3979400  ; 

et  log.  40  — log.  5-|-  log.  8 1,6020600. 

Si  l’on  calcule  de  même  les  logarithmes  de  tous  les  nombres 
premiers  , on  aura  facilement  les  logarithmes  des  autres 
nombres , qui  sont , ou  des  puissances  ou  des  produits  des 
puissances  des  nombres  premiers.  A la  vérité  , cette  mé- 
thode entraînerait  dans  des  calculs  immenses  ; mais  heureu- 
sement ces  calculs  sont  faits  , et  il  en  est  résulté  des  tables  de 
logarithmes.  Nous  allons  indiquer  celles  qui  sont  le  plus  en 
mage. 

Des  Tables  de  logarithmes. 

1 1 5.  Les  tables  de  Collet  méritent  la  préférence  pat  leur 
étendue  et  la  manière  dont  on  ÿ a disposé  les  logarithmes  vul- 
gaires. Elles  renferment , en  outre,  les  logarithmes  des  lignes 
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trigonométriques , suivant  la  division  sexagésimale , et  sui- 
vant la  division  centésimale.  On  y trouve  aussi  les  loga- 
rithmes Népériens,  dont  l’usage  est  utile  dans  l’analyse  trans- 
cendante. 

Nous  indiquerons  ensuite  les  tables  de  Borda  , dont 
M.  Del  ambre  a été  l’éditeur  : elles  renferment , i°.  les  loga- 
rithmes vulgaires  , avec  la  même  étendue  et  la  même  dispo- 
sition que  celles  de  Callet  ; a0.  les  logarithmes  des  lignes 
trigonométriques  suivant  la  division  centésimale.  A défaut 
de  ces  grandes  tables , on  peut  employer  celles  in-xa  à six  fi- 
gures , publiées  par  M.  Plauzoles , renfermant  les  logarithmes 
vulgaires  pour  tous  les  nombres,  depuis  i jusqu’à  a 1760,  et 
les  logarithmes  trigonométriques  pour  l’ancienne  et  la  nou- 
velle division  du  quart  de  cercle. 

Les  tables  de  Lalande  ont  aussi  l’avantage  d'être  très-porta- 
tives; mais  elles  ne  donnent  les  logarithmes  vulgaires  des 
nombres  naturels  que  depuis  x jusqu’à  10000. 

Nous  croyons  devoir  renvoyer  à ces  différentes  tables , 
pour  apprendre  la  manière  de  s’en  servir.  Nous  supposerons 
qu’on  a sous  les  yeux  celles  de  Callet  ; autrement  il  serait 
presqu’impossible  de  comprendre  ce  que  nous  allons  exposer. 

I 1 6.  Il  y a dans  tout  logarithme  deux  parties  distinctes , 
la  caractéristique  et  la  fraction  décimale.  La  caractéristique 
est  le  nombre  entier  qui  précède  la  fraction  décimale  ; ainsi 
dans  1,3979400  = log.  a5 , la  caractéristique  est  1 , et  la 
fraction  décimale  est  0,3979400. 

Callet  et  Borda  ont  supprimé  , et  avec  raison , la  carac- 
téristique des  logarithmes  vulgaires.  Cette  suppression , loin 
d’entraîner  des  inconvéniens  , est  très-avantageuse , ainsi 
que  ces  auteurs  le  font  voir.  D’abord  il  est  facile  de  retrou- 
ver la  caractéristique  des  logarithmes  d’un  nombre  donné, 
s’il  est  entier,  ou  s’il  est  composé  d’un  entier  et  d’une  fraction 
décimale.  Dans  le  premier  cas , la  caractéristique  a autant 
d’unités  qu’il  y a de  chiffres  moins  un  dans  le  nombre  donné; 
dans  le  second  cas  , la  caractéristique  a autant  d’unitcs  qu’il 
y a de  chiffres  moins  un , à gauche  de  la  virgule  qui  sépare 
le  nombre  entier  de  la  fraction  décimale.  Ainsi  la  caractéris- 
tique est  4 dans  log.  12345;  3 dans  log.  1234, 5 ; 2 dans 
log.  123,45;  1 dans  log.  12,345;  o dans  log.  i,a345. 

En  effet,  à cause  de  log.  1 o , et  de  log.  xo  ss  1 , il 
s’ensuit  que  le  logarithme  de  l’un  quelconque  des  nombres 
a,3,  4 , 5 , 6 , 7 , 8 , g est  compris  entre  o et  1 ; il  a donc 
o pour  caractéristique,  On  remarquera  sans  peine  que  les 
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logarithmes  sont  compris  entre  i et  a , depuis  log.  10  ~ i , 
jusqu’à  log.  ioo  = a ; entre  2 et  3 , depuis  log.  100  =:  a 
jusqu’à  log.  1000  = 3;  entre  3 et  4 , depuis  log.  1000  = 3 
jusqu'à  log.  10000  = 4 , etc.  Par  conséquent  , la  caractéris- 
tique du  logarithme  est  x ou  2,  ou  3 , ou  4 , etc. , suivant 
que  le  nombre  a 2 , ou  3 , ou  4 , ou  5 chiffres.  Ainsi , en  gé- 
néral , la  caractéristique  d’un  nombre  entier  a autant  d’unités 
que  ce  nombre  a de  chiffres  moins  un. 

Soit  log.  12345  r=4?°91 4911  » 

on  en  conclura  log.  1234, 5 =;  log.  — log.  12345  — 
log.  10  = 3,0914911  ; 

ensuite  log.  123,45  =r  log.  ïz:  log.  12345  — log.  100 
= 2,0914911  ; 

puis  log.  12,345  — log.  zz  log.  12345  — log.  1000 

= 1,09149”  ; 

enfin  log.  i,a345  s:  log.  zz  log.  1234!  — log.  10000 
— 0,0914911  ; 

à cause  de  log.  10  ~ 1 , log.  100  =x  2 , log.  1000  zz  3 , 
log.  10000  Z3  4- 

Dans  tous  ces  résultats  , on  voit  que  la  caractéristique  a 
autant  d’unités , que  le  nombre  proposé  a de  chiffres  moins 
un  avant  les  fractions  décimales. 

II 7.  Si  l’on  multiplie  ou  si  l’on  divise  un  nombre  quel- 
conque par  une  puissance  de  10,  la  fraction  décimale  dans 
le  logarithme  du  produit , ou  dans  celui  du  quotient , sera  la 
même  que  dans  le  logarithme  du  nombre  primitif.  Ainsi , _ 

log.  12345  rz  4,09149”  » log-  12345  X 10  sas  5,09149”  , 
et  log.  ~ zz  3,0914911. 

En  effet,  le  logarithme  d’une  puissance  de  10  , ayant  tou- 
jours un  nombre  entier  pour  caractéristique;  l’addition  ou 
la  soustraction  d’un  pareil  logarithme  ne  peut  rien  changer 
à la  fraction  décimale  du  logarithme  du  nombre  qu’on  a 
multiplié  ou  divisé  par  une  puissance  de  10. 

11  suit  encore  de  là  que  la  fraction  décimale  du  logarithme 
d’un  nombre  composé  d’entiers  et  de  parties  décimales  , est 
la  même  que  s’il  n’y  avait  point  de  parties  décimales.  Ainsi, 

log.  12345  zz  4,°9i49”  et  log.  ia,345  rr  1,0914911- 

logarithme  où  la  fraction  décimale  est  la  même. 

1 1 8.  Ces  remarques  serviront  à faciliter  l’usage  des  Ioga- 
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ritlimes  des  fractions.  Ces  sortes  de  logarithmes  se  présentent 
naturellement  sous  la  forme  de  nombres  négatifs  ; en  effet , 
on  peut  considérer  une  fraction  comme  un  quotient , le  nu- 
mérateur comme  un  dividende  , et  le  dénominateur  comme 
un  diviseur.  Ainsi  le  logarithme  d’une  fraction  est  égal  à 
celui  du  numérateur , moins  celui  du  dénominateur  : il  est 
donc  négatif  toutes  les  fois  que  le  dénominateur  est  plus 
grand  que  le  numérateur.  Par  exemple  , 

log.  i = log.  i — log.  2 = 0,  — o,3oio3oo  = — o,3oio3oo» 
et  log.  | r=  log.  2 — log.  3 = — ( log.  3 — log.  2 ) 
=:  — ( 0,4771213  — o,3oio3oo  ) = — 0,1760913. 

Pour  éviter  ces  logarithmes  négatifs,  qui  ont  toujours  quel- 
ques inconvéniens , on  augmente  de  10  unités  la  caractéris- 
tique du  logarithme  du  raimérateur  ; de  cette  manière  le 
logarithme  du  dénominateur  peut  se  soustraire  de  celui  du 
numérateur  ainsi  modifié.  Par  exemple , on  a , 

l°g.  î = 91698970°  , et  log.  | = 9,8239087. 

A la  vérité , on  commet  une  erreur  énorme , tant  sur  le 
logarithme  qui  est  trop  grand  de  10  unités  à la  caractéris- 
tique , que  sur  la  valeur  du  nombre  correspondant , qui  est 
multiplié  parla  dixième  puissance  de  10,  ou  par  10000000000  ; 
mais  on  corrige  cette  double  erreur , en  supprimant  une 
dixaine  à la  caractéristique  du  logarithme  définitif. 

APPLICATIONS. 

1 1 g.  Les  logarithmes  ont  été  spécialement  inventés  pour 
faciliter  les  calculs  de  la  trigonométrie.  Nous  renvoyons  à 
cette  partie  de  la  géométrie  pour  les  applications  de  ce  genre: 
en  voici  quelques  autres. 

i°.  On  a payé  67890^  pour  la  solde  de  ia345  hommes; 
combien  doit-on  payer  pour  celle  de  1481'*  ? 

On  aura  la  proportion  , 

12345  ; 14814  ::  67890  : se-, 
d’où  l’on  tire , 

log.  x = log.  67890  log.  14814  — log.  12345=; 4,9109870 
= log.  81468. 
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Tableau  du  Calcul. 


Log.  67890 

• "azz  4j^3i8o58 

Log.  14814 

. = 4,1706723 

Somme 

Otant  log.  12345.  . . 

. = 9,0024781 
. = 4,0914911 

Différ.  ou  log.  X.  . . 

. = 4,9109870 

Ce  logarithme  est  celui  de  81468 

; ainsi  x zz  81468. 

20.  On  a payé  987**  ,65e  pour  43m,  21e  de  drap  , eombiei» 
doit-on  payer  pour  345m,  65e  ? 

On  aura  la  proportion  , 

43m,2ic  : 345™, 68«  :: 

9876  65e  : xh  ; 

ensuite  log.  x — log.  987,65  -f-  log.  345,68  — log.  43,2 1 
— 3,8976931  = log.  7901,2. 

Tableau  du  calcul. 

L°g-  987>65 

• = 249946031 

Log.  345,68 

. = 2,5386743 

Somme 

. rr  5,5332774 

Otant  log.  43,21. . . . 

. = 1,6355843 

Différ.  ou  log.  x.  . . . 

. = 3,8976931 

Ce  logarithme  est  celui  de  7901,2,  donc  ar  — 7901,2,  et 
c’est  ce  qu'on  doit  payer. 

3°.  Connaissant  le  poids  et  le  diamètre  d’un  boulet  de 
canon , trouver  le  diamètre  d’un  autre  boulet  dont  le  poids 
est  donné.  Par  exemple , trouver  le  diamètre  du  boulet  dit  de 
2 4 ( ancien  poids  ) , sachant  que  celui  du  boulet  de  36  , est  de 
ï68miiiiia)  environ  74  \ lignes. 

On  démontre  en  géométrie  que  les  sphères  sont  propor- 
tionnelles aux  cubes  de  leurs  diamètres,  et  en  physique,  que  les 
volumes  sont  entre  eux  comme  les  poids , quand  les  corps 
sont  homogènes  ; il  suit  delà  que  les  poids  des  boulets  sont 
comme  les  cubes  des  diamètres. 

Désignons  par  x le  diamètre  cherché,  nous  aurons  cett* 
proportion , 
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x1  : ( 168  )3  ::  24  : 36  ::  2 : 3; 

» 1 (i68)3xi 

ou  a donc  x‘  — : 

3 ’ 

ensuite  3 log.  * SS  3 log.  168  -j—  log.  2 — iog.  3; 

enfin  log.  x — 2,1666122  = log.  146,76. 

Le  diamètre  du  boulet  de  24  est  donc  de  147  millimètre* 
à très-peu-près. 

4°.  Suivant  les  astronomes  , les  quarrés  des  tems  que  deux 
planètes  emploient  à faire  leurs  révolutions  autour  du  soleil 
sont  entre  eux  comme  les  cubes  de  leurs  distances  à ce  même 
astre  ; d’après  cela,  sachant  que  la  révolution  de  la  terre  au- 
tour du  soleil  est  de  3651  51»  48'  5iw , et  que  celle  de  Jupiter 
est  de  433oi  i4h  39'  1"  , trouver  le  rapport  des  distances  de 
ces  planètes  au  soleil. 

Réduisons  d’abord  en  secondes  les  révolutions  données  ; 
nous  aurons  3i556g3i  secondes  pour  la  terre,  et  374x64742 
pour  Jupiter.  Désignons  le  premier  nombre  par  a , le  second 
par  b ; par  1 la  distance  de  la  terre  au  soleil , et  par  * celle 
de  Jupiter  au  même  astre  ; nous  aurons  la  proportion  , 

x3  : (i)1  b * : a1; 

ensuite  3 log.  x — 1 log.  b — - 2 log.  a ; 
parce  que  log.  1=0.  Ainsi , 

iog.  x = — °g' b ~ a ,l0r  a = 0,71597880  ss  iog.  5,1997. 

Ainsi  la  distance  de  Jupiter  au  soleil  est  à celle  de  la  terre 
au  même  astre,  à-peu-près  comme  52  ; 10. 

Tableau  du  calcul. 

-f-  2 log.  SS  17,14612573* 

— 3 log-  « = i4>998i8934 

Différ.  ou  3 log.  x.  = 2,14793639 

Log.  x s?  0,7159788 

Ce  logarithme  est  celui  de  6,1997, 

5°.  Après  avoir  tiré  un  litre  de  via  d’un  tonneau  , on  le 
remplace  par  un  litre  d'eau  ; on  en  tire  un  second  que  l’on 
remplace  de  même , et  ainsi  de  suite.  Comment  déterminer 
îe  nombre  de  litre*  qu’il  faudrait  tirer  de  ce  mélange , pour 
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que  le  vin  qui  resterait  dans  le  tonneau  , fût  la  moitié  , ou  lé 

tiers  , ou  en  général  la  partie  n de  celui  qui  y était  d’abord  ? 

Prenons  un  exemple  particulier.  Supposons  qu’il  y a ioo 
litres  , et  qu’il  doit  rester  la  moitié  du  vin  dans  le  tonneau, 
le  vin  diminuant  d’un  centième  à chaque  fois  , les  nombres 
qui  expriment  les  quantités  de  vin  que  le  tonneau  contient 
successivement , forment  une  progression  géométrique  dé- 
croissante, dont  le  premier  terme  est  ioo  , le  second  99  , le 
dernier  5o  , et  la  raison  Cette  progression  se  change  en 
une  progression  croissante  , dont  le  premier  terme  égale  5o  , 
le  dernier  100 , et  la  raison  Le  nombre  des  termes  de 
cette  progression  est  plus  grand  d’une  unité  que  celui  des 
opérations.  Soit  a le  premier  terme  , u le  dernier , q le  rap- 
port , et  n le  nombre  des  termes  , on  aura  successivement , 


= aT 


ensuite  qa~ * 3=  — - ; 


puis  ( » — 1 ) log.  q = log.  u — log.  a ; 

log.  u — log.  o log.  100  — log.  5o  o,3oio3o» 

log.  y log.  100  — log.  y 9 o, 004364* 

= 68’9 

Ainsi  il  faudrait  tirer  environ  69  litres. 

6°.  On  a placé  un  capital  de  ioooofr  à 5 pour  100  d’intérét 
par  an  ; au  bout  de  combien  de  teins  serait-il  dû  le  double , 
y compris  le  capital  et  les  intérêts  des  intérêts  ? 

Chaque  année  le  capital  augmente  d’un  vingtième.  Ainsi 
les  nombres  qui  marquent  ce  qu’il  est  dû  successivement  au 
moment  du  placement,  ensuite  après  la  première , la  seconde , 
la  troisième  et  la  n>*®e  année,  font  une  progression  géomé- 
trique croissante  dont 
le  premier  terme  a 33  10000; 

le  deuxieme  33  10000  = io5  00 


le  dernier  ferme  u 33  20000  ; 

io5oo 

la  raison  q =;  

4 inniin 


21  K 

— HZ  1,0.1. 

ao 


• De  plus,  le  nombre  des  termes  de  la  progression  est  plus 
grand  d’une  unité  que  le  nombre  des  années.  Ainsi , ce  der- 
nier nombre  sera  n — 1 , si  le  premier  est  n.  La  théorie  des 
progressions  donne, 


u = aq-~'  ; 


fuis, 


(« 


ensuite , fl*"’1  33  — ; 

a 

1 ) log.  q = log.  « — log.  a. 
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Enfin  Tl  a l°{r  “ — log.  a __  log.  20000  — log.  1000a 
log.  tj  log.  i,o5 


o,3oio3oo 

= -r-r  = l4,A- 

0,0211893 

Le  capital  serait  donc  doublé  en  un  peu  plus  de  14  ans,  et 
plus  que  doublé  en  iS  ans. 

70.  JJne  personne  emprunte  ioooofr-  k 6 pour  100  d’intérvt 
par  an,  à condition  de  pouvoir  rembourser  ce  capital  en 
payant  chaque  année  une  somme  de  iooofr-  ; pendant  combien 
de  tems  faudra-t-il  payer  cette  annuité  pour  éteindre  à la  fois 
le  capital  et  les  intérêts. 

Représentons  le  capital  par  a , l’intérêt  d’un  franc  par  r,  et 
l’annuité  par  b.  Au  bout  d’un  an  il  sera  dû. 


a ar  — û = a(i-j-r)— • b ZZZ  a' . 

Au  bout  de  deux  ans  la  dette  sera , 
a'  air  — b ~ a'  ( 1 -}-/•)■— ■ b — a {1  -f-r)* 
— 6(1  -J-  r)  — b zz  a11. 

Au  bout  de  trois  ans,  cette  dette  se  réduira,  à 

a"  (i-f-r)  — b zz:  a ( 1 + 0}  —*û(i  r)1 

— A ( I -|-  r)  — b zz.  a111. 

Au  bout  de  quatre  ans , cette  dette  sera, 

(1  r ) — b — a (1  + r)4  — A(i-j-r)5 

— - A ( 1 + r)*  — û (t  -f“r)  — 4» 

Enfin,  après  n années,  il  sera  seulement  redu, 

a (1  -J-  r)*  — b (1  -f-  r)*“*  — b (1  4-  r)»“*  — b (x  -f-  r)»~l 

— b (1  -f-  r)  •— • b. 

= «.(i+r)*-JX  [(1 +/•)»—  + (1  +r)*-l+(t+r)--L... 

+ (*  + 0 + 1] 

ZZa(j.  +r)»  — b [ I + C1  + r)  ■+*  (*  + r)‘—  + (*  +r)‘,-,'3 
— a (1  + r}»  — b , 

parce  que  la  quantité  qui  multiplie  b , est  la  somme  des 
termes  d’une  progression  géométrique,  dont  le  premier 
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terme  est  i , la  raison  i r et  le  nombre  des  termes  , est  n. 
Pour  exprimer  que  la  dette  est  nulle,  on  aura, 


(x  + r).  _ b 


(i  — i 


o ; 


ensuite,  ( i -f-  r)"  — — “* 

(b  — ar\  b 

ou,  (i  + r)-  {— —J  = — ; 

puis , n log.  ( i + r ) zr  log.  b — log.  ( b — ar  ). 


Enfin, 


log.  b — log.  ( b — ar) 


log.  ( i -t-  r ) 

Pour  application,  soit  a ==  ioooo,  b — 1000, 

g 

r ~ — , ar  — 600,  b — ar  — 400 , 1 4-  r — 1,06; 

IOO 


on  aura , 

_ log.  1000  — log.  400  0,3979400  _ K 

71  — log.  1,06  """  o,oa53o59  1 

Ainsi , il  faudrait  payer  l’annuité  pendant  près  de  16  ans. 

Sans  l’usage  des  logarithmes,  ces  dernières  questions  se- 
raient presque  insolubles.  Nous  nous  arrêtons  à regret;  mais 
les  bornes  de  ce  précis  ne  nous  permettent  pas  de  nous  étendre 
davantage  sur  la  partie  élémentaire  des  logarithmes. 
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A CES  ÉLÉMENS  D’ALGÈBRE. 


120.  Nous  commencerons  ce  supplément  parla  recherche 
de  la  Formule  qui  donne  la  somme  des  quarrés  des  termes 
d’une  progression  arithmétique , formule  utile  pour  calculer 
les  piles  de  boulets. 

Soit  une  progression  arithmétique  croissante , dont  les 

termes  sont  a,  b , c f,  «;  soit  d la  différence  de  deux 

termes  consécutifs,  n le  nombre  des  termes,  st  la  somme  des 
termes,  st  celle  de  leurs  quarrés,  et  s3  celle  de  leurs  cubes. 
On  aura, 

b ~ a d,  c — b d 

ensuite,  W ~ (a  -f-  d)1  — d1  -4 - 'ba*d  -J-  $adl  d*  t 

c»  = (b  -f  d?  = b'  + 3 b'd  + 3 bd1  -4-  <P , 


«î  = (t  + d)1  = t>  + 3 t'd  4-  3 tdl  + tP. 

Ajoutons  ensemble  ces  équations , terme  à terme , nous 
aurons , 

4~  (#,  — «*)  4-  (*,  — «o 

4 - d>  (n  — 1), 

ou  a}  — u*  — 3d  (s,  — u1)  — 3 d®  (r;  — «)  — (P  (n  — 1), 
équation  d’où  l’on  tire, 

_ 3 du'1  + u1  — a1  — 3c?1  (/,  — u)  — <P  (n  — 1) 

ïd 

Mais  u=cx4"^(,l—t)  et  — C aa  + — *0  ~ 

Il  sera  donc  facile  d’obtenir  ou  la  somme  des  quarrés  des 
termes , lorsqu’on  connaîtra  a , d et  n. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  progression  est  celle  des 

nombres  naturels  1,  2,  3,  4 on  fait  a ~ 1 , 

■ Algèbre.  i4 
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.»(»*').  Jane 
d __  , ; par  conséquent  u = « et  sx  — aans 

le  même  cas  on  trouve , 

anî  + 3 n*  ■¥  n n ( n -h  i ) ' an  + » ) 

s,  —Z  "Ô  i - * • 3 

Telle  est  la  formule  qui  donne  la  somme  des  quarrés  des 
nombres  naturels,  depuis  le  quarré  de  i jusqu  a cela. 

de  n*.  , , , , , 

Autre  manière  de  trouver  laformide  s,  _ — 3 

Soit  / \ï  . „i 

. __  + a*  + 3l  + 4l + + n , 

,'t  !,  = .•  + »*  + 3>  + 4’ + t"  “ ,y- 

On  en  conclura  a,  — S,  = n*.  Soit  de  plus , 

s > = an 3 bnl  "h  cn  "+■  d • 

le,  coefficiens  a,  h,  c,d,  étant  indépendans  des  valeur 
particulières  de  n.  Ainsi  on  aura , 

/ = n (a  - *)»  + * («  - 0*  + c (»  - 0 + t* 

Ensuite,  ,,  - /,  = 3««*  - + aiw  + fl  ” * + c ~ ’ 

ou  «1(^-I)  + «C^-3a)  + rt-//  + C-0‘ 

Pour  exprimer  la  condition  que  les  coefficiens  a , b,  c,  a, 
«ont  indépendans  des  valeurs  particulières  de  n , il  faut  égaler 
• zéro  séparément,  chacun  des  termes  de  1 équation  pré- 

cédente,  ce  qui  donne,  i°.  3a  — i = o et  a = T» 


a°.  2&  — 3a 


Ainsi , 


:o  et  b = 4-*  3°-  - b + c = o **  = T*' 

» — 3 1 a 1 6 

Pour  déterminer  d , soit  » = i.  Dans  ce  cas  où  , = i,  on 
trouve  dz=.o.  C’est  aussi  la  valeur  de  d dans  tous  les  ca* 

possibles.  Ainsi,  définitivement, 


=2  ~T  - r , T 6 


a»3  + 3 »»  + n n(n-t-i)  (ait+i) 


i . a . 3 


formule  absolument  pareille  à celle  qu’on  a obtenue  par  l’autre 
méthode. 
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Piles  de  Boulets. 

t2  I . Dans  les  parcs  d’artillerie,  on  met  en  piles  les  boulets 
de  canon,  les  bombes  et  les  obus.  Ces  piles  peuvent  être  de 
trois  espèces  differentes  , pyramidales  à base  quarrée  , pyra- 
rnidalesa  base  triangulaire  et  oblongues,  ayant  pour  base  un 
parallélogramme  rectangle. 

De  la  pile  Pyramidale  à base  quarrée. 

12  2.  Cette  pile  est  composée  de  tranches  qnarrées;  ce9 
tranches  Sont , en  allant  du  sommet  à la  base , la  suite  des 
quarrés  des  nombres  naturels.  Ainsi,  en  suivant  cet  ordre, 
on  a un  boulet  dans  la  première  tranche,  4 dans  la  seconde, 

9 dans  la  troisième,  16  dans  la  quatrième,  a5  dans  la  cin- 
quième,   7ix  dans  la  niime;  la  dernière  tranche  se 

nomme  base  de  la  pile.  La  totalité  des  boulets  est  donc  la 
somme  des  quarrés  des  nombres  naturels,  depuis  celui  de  i , 
jusqu’à  celui  de  n , en  désignant  par  n le  nombre  des  tran- 
ches ; n marque  aussi  combien  il  y a de  boulets  dans  chaque 
côté  de  la  base,  et  dans  chacune  des  arêtes  latérales  de  la 
pyramide. 

Si  on  désigne  par  s le  nombre  des  boulets  de  la  pile  entière, 
«n  aura , ainsi  qu’on  vient  de  le  trouver , 

n (n  -b  i)  (3/1-1-  i) 

S ~~  Ï . a .1  » 

nous  employons  la  lettre  s sans  accent , parce  qu’il  n’y  a plus 
d’équivoque,  et  qu’il  n’est  plus  nécessaire  de  distinguer  la 
somme  des  quarrés  de  celle  des  troisièmes  ou  premières  puis- 
sances. 

Voici  de  plus  un  tableau  qui  pourra  tenir  lieu  de  la  for- 
mule , s’il  est  assez  étendu,  et  qui  servira  à la  vérifier,  s’il  est 
nécessaire. 

Arêtes...  la  3 4 5 67  8 9 101113; 

Tranche*.  14  g 16  a5  36  49  64  81  100  131  144; 

Pile. ...  1 5 14  3o  55  gi  140  304  a85  385  5o6  65o. 

La  première  ligne  marque  le  nombre  des  tranches  , ou  le 
nombre  des  boulets  contenus  dans  chaque  arête;  la  seconde 
suite  indique  combien  il  y a de  boulets  dans  chaque  tranche; 
enfin , la  troisième  donne  les  boulets  de  la  pile  entière. 

• 1 * 

14 
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Soit  n = io,  ou  supposons  qu’il  y a io  tranche*  ; la  for- 
ro  x * 1 X 21 

mule  donne  s “ 385 , comme  le  tableau. 


De  la  Pile  pyramidale  à base  triangulaire. 

i 

133.  Cette  pile  se  décompose  en  tranches  triangulaires , % 
en  allant  du  sommet  à la  base.  Chaque  tranche  est  un  triangle 
équilatéral,  excepté  la  première,  qui  ne  contient  qu’un  seul 
boulet.  Il  y a a boulets  dans  le  côté  de  la  seconde  tranche, 

'3  dans  celui  de  la  troisième,  4 dans  celui  de  la  quatrième, . . . 
n dans  celui  de  la  n1*”8.  Le  nombre  des  boulets  d’une 
tranche  quelconque,  est  la  somme  des  termes  d’une  pro- 
gression arithmétique  , dont  le  premier  terme  est  i , la  diffé- 
rence aussi  i , et  le  nombre  des  termes  égal  à celui  des  bou- 
lets contenus  dans  chaque  côté  de  la  tranche.  Ainsi , dans 
le  cas  où  ce  côté  contient  n boulets , la  tranche  en  contient 

” -+—  ou  ^ ( n1  -f-  n ).  Si  n vaut  successivement  i , a , 3 , 

4 , . . . n , les  tranches  vaudront  successivement  j ( i*  i ), 

;(»*  + *),  ï(3,  + 3),j(/.I  + 4) ; («*  + «), 

et  5,  étant  toujours  la  totalité  des  boulets  de  la  tranche,  on 
aura , , 

tf=’î(i*  + i)  + i(»a  + *)  + ;(3*  + 3)4-i(4l  + 4) 

+ n) 

=s':(i*H-a*+3*  + 4* + «*)  + ;(’+a  + 3 

+ 4 + n) 

(n  i)  (a n + i)  n*  + » n (n  i)  (n  + a) 

n *4  i.a.3 

Formons  aussi  nn  tableau  pour  cette  pile  à base  trian- 
gulaire, comme  nous  en  avons  formé  un  pour  la  pile  à base 
quarrée.  Soit  une  tranche  dont  chaque  côté  contient  n bou- 
lets : cette  tranche  est  composée  de  n rangées,  formant  la 
même  progression  arithmétique  que  les  nombres  naturels 

x,2,3,  4* n.  Ainsi  le  nombre  des  boulets  de  cette 

tranche  est' exprimé  par  i ■+•  a -j-  3 -J-  4 ...  -j-  n.  Ce  nombre 
est  donc  i pour  la  première  tranche, 
i -f-  a 3 pour  la  seconde, 
i 2 -f-  3 :=  6 pour  la  troisième , 
i-j-a.  4-3-j-4  — io  pour  la  quatrième, 

* -f»  a •+•  3 + 4 -f-  n pour  1»  nWœe. 
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Chaque  tranche  se  forme  donc  par  l’addition  successive  des 
nombres  naturels.  D’après  cela , voici  le  tableau  : 


Arête» 133456789  10;  ete. 

Tranche».  1 3 6 10  i5  si  38  36.  45  55;  etc. 

Pile.  ...  1 4 10  30  35  86  84  120  >65  aao,  etc. 


La  première  ligne  indique  combien  il  y a de  boulets  dans 
chaque  arête  de  la  pile,  ou  de  tranches  dans  la  pile.  La  se- 
conde ligne  marque  le  nombre  des  boulets  contenus  dans  les 
différentes  tranches.  On  voit  donc  qu’il  y aurait  55  boulets 
dans  la  dixième  tranche.  Cette  seconde  ligne  se  forme  en 
ajoutant  successivement  les  nombres  naturels,  depuis  1 jus- 
qu’à celui  qui  marque  le  rang  de  la  tranche.  La  troisième 
ligne  se  forme  en  ajoutant  successivement  tous  les  nombres 
contenus  dans  la  deuxième  ; ainsi  chacun  de  ces  termes  ex- 
prime nécessairement  la  totalité  des  boulets  d’une  pile  en- 
tière, puisqu’il  est  la  somme  des  tranches  de  cette  pile.  Ainsi 
il  y a 230  boulets  dans  une  pile  dont  le  nombre  des  tranches 

, , , n(n.+  i)(n  + 2) 

est  10.  La  formule  s — - - * en  met- 


, . 1»  X 11  X 11  , , 

tant  10  pour  nr  devient  s — ^ — 220  , résul- 

tat parfaitement  d’accord  avec  eelui  du  tableau. 


Pile  oblongue  dont  la  base  est  un  rectangle. 


124*  kes  tranches  de  celte  pile  sont  des  rectangles;  en  > 
allant  du  sommet  à la  base,  la  première  tranche  contient  une 
rangée  de  boulets  seulement.  Soit  m le  nombre  de  boulets  de 
cette  tranche,  il  y a dans  la  seconde  tranche  2 rangées  do 
boulets , et  m -j-  i boulets  dans  chaque  rangée  ; 3 rangées 
dans  la-  troisième  tranche,  et  rn  -|-  2 boulets  dans  chaque 
rangée  ; 4 rangées  dans  la  quatrième  tranche  , et  m -f-  3 bou- 
lets dans  chaque  rangée  ; enfin , n rangées  dans  la  nièn>® 
tranche,  et  m -f-  n — 1 boulets  dans  chaque  rangée.  D’après 
cette  analyse,  le  nombre  des  boulets  de  la  n*4®*.  tranche,  sera 
n ( m + n — 1 ) = mn  + n*  — n.  Si  dans  cette  ex- 
pression , on  met  pour  n successivement  i , a , 3 , 4 
le  nombre  des  boulets  sera, 
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m -j-  1* 

I 

pour  la  ire.  tranche. 

a/n  -j-  a* 

— 7. 

ae.  ’ 

3m  -f  3* 

— 3 

3e. 

km  -j-  41 

- 4 

4e- 

nm  -}-  n* 

— n 

Soit  toujours  s la  somme  des  tranches , on  aura  » 

f=//t(i4-2-f~3-j-4----  + 71  ) 

-+-  0*+a*  + 3*+  4» + «*) 

— ( i -j-  a -j-  3 *+■  4-  • • • ■+■  h). 


n (t»+i)  . » (ti+i)  (ari+i)  n (ti+iY 

= m X — 1 « — 


n («  + i) 


/ , *n+ 1 \ 

* + ~3 1 ) 


n (ti+i)  (3tt»+27» — a) 

— . 


On  a substitué 


n (n  -4-  i) 
a 


pour  I + » + 3 + 4 . 


-f-  n>  et 


t»  (71+  I)  (271  + 1 ) 
6 


pour  i*  -j-  a1  -|-  3l  -f"  4*  • • • + «*. 


On  ne  peut  faire  de  tableau  pour  cette  pile,  qu’en  donnant 
une  valeur  arbitraire  à la  première  tranche  /«  ; soit  donc 
m — io  , on  aura  le  tableau  suivant  : • . 


Nombre  de»  tranche»,  i a 3 4 S 67  8 910;  etc. 

Valeur  des  traucbes.  10  aa  36  5a  70  90  11a  i36  16a  190;  etc. 

Pile 10  3a  68  lao  190  280  39a  5aS  690  8S0;  etc.. 

La  première  ligne  marque  le  nombre  des  tranches  de  la 
pile , et  celui  des  boulets  de  chaque  arête  latérale.  Cette 
même  ligne  désigne  aussi  le  rang  des  tranches  dans  une  pile 
donnée.  La  seconde  ligne  indique  le  nombre  des  boulets 
contenus  dans  les  différentes  tranches  dout  une  pile  est 
composée.  Cette  seconde  ligne  se  forme  d’après  la  formule 
n ( m -j-  n — 1),  expliquée  précédemment , et  dans  laquelle 
il  faut  supposer  rn  — 10,  et  donner  pour  valeur  à n succes- 
sivement j les  nombres  naturels  1,  a,  3,  4, 10.  La 
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troisième  ligne  se  calcule  en  ajoutant  ensemble  les  termes 
de  la  seconde.  Cette  troisième  ligne  étant  ainsi  composée  des 
sommes  des  tranches  , donne  le  nombre  des  boulets  des  piles 
correspondantes.  Ainsi  le  dixième  terme  S8o,  marque  qu’il 
y a 880  boulets  dans  une  pile  oblongue  composée  de  10  tran- 
n ( n + 1 ) ( 3m  + an  — a) 

eues.  La  formule  s — , en  y ^ 


, 10  x 11  X 48 

mettant  10  pour  m , et  10  pour  n , devient  s = ^ 


= 880 , résultat  qui  s’accorde  avec  le  tableau. 


125.  Si  la  pile  n’était  pas  entière,  on  la  compléterait  par 
la  pensée.  On  calculerait  séparément  la  pile  entière  et  la  pile 
qu’il  a fallu  ajouter  pour  compléter  la  pile  tronquée.  La  dif- 
férence des  deux  piles  donnerait  celle-ci. 


EXEMPL  E. 


Soit  une  pile  à base  quarrée , composée  de  4 tranches , et 
dont  la  base  a 8 boulets  sur  chaque  côté  ; il  est  aisé  de  voir 
que  la  pile  entière  aurait  8 tranches,  et  qu’elle  contiendrait 

8 '’i,.9  * = 204  boulets.  Otons-en  — * J ^ 9 — 3o 

b 0 

boulets  pour  les  quatre  tranches  qui  manquent,  le  reste  174 

exprime  le  nombre  des  boulets  de  la  pile  tronquée. 

Soit  une  pile  tronquée  à base  triangulaire,  composée  de 

5 tranches,  et  dont  la  base  a 8 boulets  sur  chaque  côté  ; la 


pile  entière  aurait  8 tranches,  et  contiendrait 


8 X 9 X ™ 
6 


= iao  boulets.  Otons-en  g = 10  boulets  pour  les 

3 tranches  qui  manquent;  le  reste  110  boulets  est  la  pile 
tronquée.  Soit  enfin  une  pile  oblongue,  composée  de  6 tran- 
ches , et  dont  la  base  a i5  boulets  sur  un  côté,  et  10  sur 


l’autre  ; il  y aurait  10  tranches,  et 
letsdans  la  pile  entière.  On  en  ôte 


X ” X 36 


G60  bou- 


4 X 5 X H 
ü 


= 80  boulets 


pour  la  pile  supprimée , le  reste  58o  sera  la  pile  tronquée. 
Dans  cette  évaluation,  le  facteur  36  fcst  donné  par  le  facteur 
3/«  -J-  an  — 2 , tk  la  formule  précédente.  Or  le  côté  1 5 
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-{-  n — i ; donc  mz=  1 5 — io  -j-  i ==:  6.  De  môme  le  facteur 
24  dans  la  pile  supprimée  = 3 X * X 4 — a. 


Si  l’on  voulait  trouver  le  nombre  des  tranches  d’une  pile  à 
hasequarrée,  quand  on  connaît  combien  la  pile  entière  con- 
tient de  boulets  , on  le  peut  sans  calcul,  au  moyen  du  tableau 
suffisamment  étendu.  A cet  effet,  on  cherche  dans  la  troi- 
sième  ligne,  le  nombre  des  boulets  de  la  pile  : le  nombre 
qui  correspond  à celui-ci  dans  la  première  ligne , indique 
combien  il  y a de  tranches  dans  la  pile.  Ainsi  on  voit  que 
la  pile  doit  avoir  ia  tranches,  s’il  y a 65o  boulets  dans  la 
pile. 

On  peut  aussi  résoudre  le  même  problème  au  moyen  de 


la  formule  s 


an*  ■+■  3n’  ■+■  n 
6 


où  l’on  connaît  s et  où  l'on 


cherche  n.  On  aurait  à résoudre,  à la  vérité,  une  équation 
du  troisième  degré,  mais  au  lieu  de  recourir  aux  méthodes 
ordinaires  que  nous  n’avons  pu  d'ailleurs  exposer  dans  ce 
précis  d’algèbre,  il  suffit  dechercherla  racine  cubique  du  plus 
grand  cube  contenu  dans  3s.  Cette  racine  cubique  sera  la  va- 
leur de  n,  si  s convient  à une  pile  complète.  En  effet,  de 
l’équation  précédente,  on  tire 


3s  = n5  -f-  — — -J-  — n , 

a s 

ce  qui  donne  3s  > n3  et  3s  < ( n -f-  1 )J 
ou  n < V^3s  et  n 4-  1 > V^s. 


n est  donc  la  racine  cubique  du  plus  grand  cube  contenu  dans 
3s.  On  doit  se  rappeler  que  ( n -j-  1 )3  = n3  4“  3 n1  — 3ss  — x j 
on  a donc, 

Inî  1 

3s  ou  n5  -f- h — n < ( n + 1 )*  » 

a 2 

comme  on  l’a  supposé. 

S’il  s’agit  de  la  pile  à base  triangulaire;  à cause  de 

n(n+i)  (n+a)  n*  + 3»a  + an 

s = = g , on  a , 

6s  = n5  -f.  3 n*  4-  an, 

ce  qui  donne  6s  > n3  et  6s  < ( n + «)*• 

71  est  donc  la  racine  cubique  du  plus  grand  cube  contenu 
dans  6 s. 
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Quant  à la  pile  oblongue , comme  il  entre  trois  quantités 

j , , n (n  + 1)  (3|j»+aj»— a) 

différentes  dans  son  équation,  s = g ; il 

faut  connaître  deux  de  ces  trois  quantités  pour  déterminer  la 
troisième. 

• fit 

Des  Combinaisons. 

I 26-  Nous  croyons  devoir  parler  de  la  théorie  des  com- 
binaisons , parce  que  nous  en  ferons  usage , pour  démontrer 
la  formule  connue  sous  le  nom  de  Binôme  de  Newton , au 
moyen  de  laquelle  on  trouve  les  différens  termes  d’une  puis- 
sance d’un  binôme , ainsi  qu’on  le  verra  ci-après. 

l 27.  Nous  distinguons  trois  espèces  de  combinaisons.  Dans 
la  première  espèce,  on  peut  répéter  la  même  quantité  dans 
la  même  combinaison,  et  arranger  les  quantités  de  toutes  les 
manières  possibles.  Telles  sont  les  neuf  combinaisons  aa, 
ab , ba  , ac  , ca  , bb  , bc  , cb  , cc , qu’on  obtient  ; en  com- 
binant deux  à deux  les  trois  quantités  a , b , c. 

128.  Dans  la  seconde  espèce,  on  arrange  bien  les  quan- 
tités de  toutes  les  manières  possibles,  mais  on  ne  répète  plus 
la  même  quantité  dans  la  même  combinaison.  Telles  sont  les 
six  combinaisons  ab  , ba  , ac , ca  , bc  , cb , que  donnent  les 
trois  quantités  a , b,  c,  combinées  deux  à deux  de  cette  ma- 
nière. Cette  espèce  de  combinaison  s’appelle  Permutation. 

I 2C).  Enfin,  dans  la  troisième  espèce,  non-seulement  on 
ne  répète  point  la  même  quantité  dans  la  même  combinaison, 
comme  dans  la  première  espèce , mais  encore  on  n’admet 
point  les  combinaisons  composées  des  mêmes  quantités , quoi- 
qu’arrangées  différemment.  Telles  sont  les  trois  combinaisons 
ab , ac , bc , formées  des  trois  quantités  a , h , c , prises  deux 
à deux  de  cette  manière.  Celte  troisième  espèce  est  celle  des 
produits  différens. 

4 

Première  espèce  de  Combinaison. 

1 3o.  Représentons  par  des  lettres  les  quantités  que  nous 
voulons  combiner,  et  employons  indifféremment  la  déno- 
mination de  lettre  pour  celle  de  quantité. 

Soit  un  nombre  quelconque  m de  lettres,  on  aura  m com- 
binaisons, en  les  prenant ‘une  à une.  Si  l’on  conçoit  que  l’une 
des  lettres , a , par  exemple , soit  écrite  à la  droite  de  chacune 
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des  combinaisons  précédentes,  on  aura  m combinaisons  de 
deux  lettres,  dont  a fera  partie;  en  employant  de  même  la 
lettre  b,  on  obtiendra  rn  nouvelles  combinaisons  de  deux 
lettres.  Il  en  sera  de  même  des  autres  lettres.  On  aura  donc 
m fois  rn  ou  rn1  pour  le  nombre  des  combinaisons  de  m. 
lettres,  prises  deux  à deux  de  cette  manière. 

Maintenant  si  on  écrit  successivement  chacune  des  m lettres 
à la  droite  de  chacune  des  combinaisons  de  deux  lettres,  on 
aura  rn  fois  autant  de  combinaisons  de  trois  lettres,  qu’il  y en 
a de  deux,  c’est-à-dire  mm1  ou  m3. 

Pareillement,  en  plaçant  successivement  chaque  lettre  à la 
droite  des  combinaisons  de  trois  lettres  , on  aura  m fois  au- 
tant de  combinaisons  de  quatre  lettres , qu’il  y eu  a de  trois , 
c’est-à-dire  mm*  ou  m*. 

En  généralisant  ce  raisonnement , on  trouvera  que  rn 
lettres,  combinées  n à n de  celte  manière,  donneront  un 
nombre  de  combinaisons  , représenté  par  m";  c’est-à-dire  que 
pour  avoir  ce  nombre,  il  faut  élever  le  nombre  m des  lettres, 
a une  puissance  marquée  par  le  nombre  de  lettres  employées 
dans  chaque  combinaison.  Ainsi,  4 lettres  comhinées  de  cette 
manière,  «tonnent  4 combinaisons  d’une  lettre,  16  de  deux- 
lettres,  64  de  trois  lettres,  etc. 

Notre  système  de  numération  offre  un  exemple  bien  re- 
marquable de  cette  espèce  de  combinaison,  puisqu’on  y 
emploie  de  cette  manière  les  10  chiffres  connus  pour  ex- 
primer tous  les  nombres.  11  est  bon  de  remarquer  cependant 
que,  comme  on  supprime  les  zéros  qui  sont  à gauche  des 
chiffres  significatifs  , la  règle  se  trouve  en  défaut  dans  tous 
les  cas  suivans.  Par  exemple,  on  devrait  avoir  100  nombres 
composés  de  deux  chiffres,  puisque  101  z=.  100.  Cependant 
il  n’y  en  a que  go  ; cela  vient  de  ce  que  les  combinaisons 
00,  01,  02,  o3 , 04,  o5,  06,  07,  08,  09,  sont  remplacées 
dans  l’usage  par  les  nombres  1,  a,  3,  4,  5,6,  7,  8,  y.  On 
verra  de  même  pourquoi  on  n’a  que  900  nombres  de  trois 
chiffres,  au  lieu  de  1000  qu’on  devrait  avoir. 

Quelques  jeux  de  société,  comme  le  trictrac,  présentent 
de  nouveaux  exemples  de  cette  première  espèce  de  combi- 
naison. On  pourrait  citer  l’usage  des  lettres  de  l’alphabet 
pour  former  les  mots  de  la  langue  écrite,  et  celui  des  sons 
de  la  voix  dans  la  langue  parlée,  en  remarquant  pourtant 
que  l’on  n’admet  qu’un  très-petit  nomjbre  de  ces  combinai- 
sons dans  la  pratique. 
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Deuxième  espèce  de  Combinaison. 

1 3 1 • Soit  un  nombre  quelconque  m de  lettres , a , b , c , 
d , etc. , on  aura  toujours  m combinaisons  d’une  lettre.  Qu’on 
écrive  a , par  exemple  à la  droite  de  chacune  des  autres 
lettres;  qu’on  écrive  de  même  successivement  b , c,  d,  etc., 
on  aura  m — i , combinaisons  où  a occupera  la  deuxième 
place,  autant  pour  b , autant  pour  c,  etc  ; on  aura  donc 
m •—  i fois  autant  de  combinaisons  de  deux  lettres  qu’il  y 
en  a d’une  lettre;  c’est-à-dire  m ( m — i ) pour  le  nombre 
des  combinaisons  de  deux  lettres  prises  de  la  seconde  ma- 
nière. 

Si  on  écrit  a à la  droite  des  combinaisons  de  deux  lettres, 
où  a n’entre  pas , on  aura  ( m — i ) ( m — a ) , combi- 
naisons de  trois  lettres  dans  lesquelles  a occupera  la  troi- 
sième place  vers  la  droite.  On  en  aura  autant  pour  b,  pour  c, 
pou  r*tl,  etc.  On  aura  donc  m ( m — i ) ( m — 2 ) pour  les 
combinaisons  de  m lettres  prises  trois  à trois  de  cette  ma- 
nière. 

En  généralisant , on  aura  m ( m — 1)  ( m — 2) 

( m — n -f-  1 ) pour  le  nombre  des  combinaisons  de  m lettres 
prises  n k n. 

Par  exemple,  les  quatre  lettres  du  mot  rime  donnent 
4 arrangemens  d’une  lettre,  ia  de  deux  lettres,  24  de  trois 
lettres  , et  24  de  quatre  lettres.  Les  faiseurs  de  logogryphes, 
et  sur-tout  d’anagrammes , peuvent  tirer  parti  de  cette  espèce 
de  combinaison.  La  loterie  en  offre  un  exemple  quand  on  y 
joue  par  extraits  déterminés. 

Troisième  espèce  de  Combinaison. 

I 32.  Soit  toujours  un  nombre  m de  lettres.  Pour  trouver 
les  produits  différens  qu’on  peut  former  avec  ces  lettres 
prises  1 à 1 , 2 à 2 , 3 4 3,  4 à 4 ,...».  n à n,  il  -faut  cher- 
cher combien  de  produits  équivalens,  ou  d’arrangemens , on. 
peut  former  avec  une,  ou  deux,  ou  trois  , ou  « lettres  arran- 
gées de  toutes  les  manières  possibles.  D’abord  deux  lettres, 
a et  b , donnent  deux  produits  équivalens , ab  et  ba , pour 
un  produit  différent  ab.  Trois  lettres  , a , b , c , donnent  six 
arrangemens,  abc,  acb  , cab  , bac,  bca  , cba  , ou  produits 
équivalens,  pour  un  produit  différent.  Avec  n lettres  on 
forme  un  nombre  d’arrangemens  ou  de  produits  équivalens 
treprésentés  par  n (n  — 1)  ( « — 2 ) ....  a.i,  ou  i.2.3 
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Ainsi,  pour  passer  des  produits  équivalens  aux  produits 
différens  , il  faut  diviser  le  nombre  des  arrangemens  par  a , 

ou  6,  ou  24  , ou  généralement  par  1 . 2 . 3 n , selon  qu’il 

y a 1,  ou  2,  ou  3,  ou  n lettres  dans  chaque  combinaison. 

Le  nombre  des  produits  différens  est  donc  m,  — — -, 


m(m — 1)  (m — a)  m (m — 1)  (m — 3) (m — n + i) 


, pour  m lettres 


1 . a . 3 i.a.3 n 

prises  une  à une , ou  deux  à deux  , ou  trois  à trois , ou 
n à n. 


La  loterie  présente  un  exemple  remarquable  de  cette  troi- 
sième espèce  de  combinaison.  On  y tire  5 numéros  sur  90; 
ces  90  numéros  fournissent , 

i°.  90  combinaisons , en  les  prenant  un  à un  ; c’est  ce  qu’on 
nomme  extraits; 

20.  89  = 4oo5  combinaisons,  en  les  prenant  deux  à 

1 . 2 

deux  ; ce  sont  les  ambes  ; 

00 . 80 .88  ... 

3 . — — 3 — 117480  combinaisons,  en  les  prenant  trois 

à trois  ; ce  sont  les  ternes; 

9O.89.88.87 

4°.  — - --  — 2555190  combinaisons,  en  les  prenant 

quatre  à quatre;  ce  sont  les  quaternes; 

9O.89.88.87.86  . # 

5 • TT* — = 4^949268  combinaisons,  en  les  pre- 

* X.2.j.4>3 

nant  cinq  à cinq  ; ce  sont  les  quines. 


Binôme  de  Newton . 

*> 

1 35.  Soit  x + aun  binôme  quelconque,  et  m un  nombre 
entier  ; on  aura , ainsi  que  nous  allons  le  démontrer , 

p — 

. . m (m — 1)  « 

(je  -J-  a)m  = xm  -f-  maxm~ ' -f-  — a xm 

+ m t"-o  jm-3)  ; 


1.3.3 


m (m — 1)  (m — a)  (m — n+i) 

4-  — — - 

1 1.2.3.....  n 
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Telle  est  la  formule  connue  sons  la  dénomination  de  formule 
du  binôme  de  Newton.  Pour  en  concevoir  la  formation,  met- 
tons pour  m dans  ( x -J-  a )“  successivement  i , a , 3,4» 
nous  aurons  par  la  multiplication , 

(.r  + n)'  = x -J-  « 

( x -f-  <z)*  = x*  -f-  iax  -j-  a * 

(x  -f-  a)5  ~ -}-  3 ax*  + 3 a*x  a} 

[x  a'f  = x*  -j-  t\ax}  6â1x*  -f-  4a,x  -j-  a4 

I 5/p  Ces  résultats  pourraient  faire  découvrir  la  loi  des 
exposans  de  x , celle  des  exposans  de  a , et  combien  le  dé- 
veloppement de  'la  puissance  doit  avoir  de  termes  ; mais  il 
serait  impossible  d’y  soupçonner  même  la  loi  beaucoup  plus 
compliquée  des  coefficiens  de  tous  les  termes.  Cette  difficulté 
vient  de  la  réduction  des  termes  semblables:  or  pour  éviter 
l’inconvénient  attaché  à cette  réduction  , que  l’on  cherche 
d’abord  le  développement  du  produit  de  plusieurs  facteurs 
binômes,  tels  que  x a , x -b,  x + c , x -f-  d , avec 
l’attention  d’ordonner  les  termes  par  rapport  à x ; on  aura 
successivement , 

pour  le  produit  de  deux  facteuTS  (x-J-a)(x-J-£) 
x -f- 
x -j-  b 

x1  -f-  ax  + ab 
-f-  bx 

• . ,» 

pour  le  produit  de  trois  facteurs  (x-4-«)(x-|-fc) 
( x -|-c  ) 

u?  -f-  ax1  -f-  abx  -j-  abc 

-f-  bx * -f-  acx 

* 

-}-  ex1  -J-  bcx 

pour  le  produit  des  quatre  facteurs  ( x -4-  a ) ( x -}-  £ ) 
(x  -f  c)  (x  + rf) 

.x4-!-  ax1  -j-  abx*  -J-  abex  -J-  abed 
-j-  £x5  -f-  acx * -f-  abdx 
+ ex5  -f-  adx%  -p-  acdx 
-4-  <fx3  -f-  bcx * -J-  bede 
+ bclx* 

~j-  cdxx 
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I 35.  On  remarque , i°.  que  les  exposans  de  x vont  «il 
diminuant  d'une  unité  d’un  terme  au  suivant , à commencer 
du  premier , où  l'exposant  de  x est  égal  au  nombre  des  fac- 
teurs du  produit  ; , . 

a°.  Que  le  coefficient  du  premier  terme  est  i ; celui  du 
second  , la  somme  des  seconds  termes  des  facteurs  ; celui 
du  troisième  terme  , la  somme  des  produits  de  ces  mêmes 
facteurs  multipliés  deux  à deux  ; celui  du  quatrième  terme , 
la  somme  des  produits  des  mêmes  seconds  termes  multipliés 
trois  à trois  ; enfin  , que  le  coefficient  du  dernier  terme  est 
le  produit  des  mêmes  seconds  termes  multipliés  tous  ensemble. 

1 56.  On  peut  généraliser  cette  remarque  de  cette  manière. 
Supposons  que  le  produit  de  m facteurs  soit  de  la  forme  sui- 
vante : 

xm  -f  P*--'  + Qx”~l  -f  . . . -f  Y. 

Multiplions  ce  produit  par  x -J-  K , nous  aurons  pour  ré- 
sultat , 

x‘+'+  Yx-  + Qx— ' + R*—*.  . 1 

+ K*-  -f  PR*—  + QKæ«- RY.  j 

Ainsi  l’exposant  de  x dans  le  premier  terme , est  encore 
égal  au  nombre  des  facteurs  , nombre  qui  est  ici  m -f-  i . 
Ainsi  le  coefficient  du  premier  terme  est  toujours  l’unité  ; 
celui  du  deuxième  terme,  P K,  est  évidemment  la  somme 
«les  seconds  termes  des  facteurs  ; celui  du  troisième  terme, 
Q -}-  PR , est  la  somme  des  produits  des  mêmes  seconds 
termes  multipliés  deux  à deux  ; celui  du  quatrième  terme , 
R -j-  QR , est  la  somme  des  produits  des  seconds  termes  mul- 
tipliés trois  à trois;  enfin  celui  du  dernier  terme,  RY,  est 
le  produit  de  ces  mêmes  seconds  termes  multipliés  tous  en- 
semble. 

La  loi  des  coefficiens  est  donc  vraie  pour  un  produit  de 
m -f-  x facteurs  , si  elle  est  vraie  pour  celui  des  m facteurs. 
Or  , elle  .a  été  vérifiée  pour  quatre  facteurs  , elle  a donc  lieu 
pour  cinq , et  par  une  conséquence  nécessaire , pour  six  , 
sept...  m facteurs. 

I 57-  Si  dans  les  facteurs  û,  X -j-  C , X + d , on  fait 
a — b zx  c — d , les  produits  de  ces  facteurs  deviendront  des 
puissances  du  binôme  x -j-  a ; alors  l’exposant  de  la  puis- 
sance étant  toujours  représenté  par  m , les  exposans  de  x 
seront  m dans  le  premier  terme,  rn—1  dans  le  second,  m— 2 
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dans  le  troisième.  . . . i ‘dans  l’avant-dernier.  Le  coefficient 
de  xm  sera  toujours  i ; celui  de  ar"-1  , ou  du  second  terme, 
sera  pris  m fois  ; celui  de  ar"-1 , ou  du  troisième  terme  , sera 
a1  pris  autant  de  fois  qu’on  peut  faire  de  produits  différens 
avec  m facteurs  , multipliés  deux  à deux  ; celui  de  a"-3,  ou 
du  quatrième  terme  , sera  a}  pris  autant  de  fois  qu’on  peut 
former  de  produits  différens  avec  rn  factçurs  multipliés  trois 
à trois  , et  ainsi  de  suite  jusqu’au  dernier  terme  qui 
sera 

1 38.  D’après  la  théorie  des  combinaisons , m facteurs 

...  ...  , , . m — a' (m — n + i) 

multiplies  n a n donnent  — - -i-i 1 i , 

1 . a 3 n 

produits  différens.  Mettant  pour  n successivement  i , a , 3 , 
4<  . . «,  on  aura  — pour  coefficient  numérique  du  second 
terme  ; 

m{m — 1)  . • . 

— pour  celui  du  troisième; 


■ — - — L pour  celui  du  quatrième  , 

et  généralement  — : Ll i i pour  celui  du 

1.  a . 3 n 

terme  dont  le  rang  est  n -|-  1 . La  formule  cherchée  est  donc 
définitivement , 


...  . rn  . m(m — 1)  . , 

(x  + a)m  — xm  -f-  — ax“-'  -j a xm 

X Z • 3 


m[m- 1)  (»»-»)  x._3 

• , 3 


m(m—i)  f/n— 1) f m — n-t-i) 

+ -*■ L\ : «*  X— ». 

On  passe  d’un  terme  atf  suivant  de  cette  manière  : Multi- 
pliez le  coefficient  du  premier  par  l’exposant  de  x dans  ce 
terme  , et  divisez  par  le  rang  de  ce  même  terme , ce  sera  le 
coefficient  du  suivant.  L’exposant  de  <z  y sera  ce  même  divi- 
seur, et  celui  de  x y sera  m diminué  de  ce  diviseur.  En 
effet , le  premier  terme  étant  xm  ; 

le  second  sera  — a'  xm-1  , ou  simplement  max 


Digilized  by  Google 


224  COURS  DE  MATHEMATIQUES. 

...  m m—\  j j m{rn — i)  • 

le  troisième  sera  — X a x > ou Z — a x * 

I 2 1.2 

le  quatrième  sera  X — - — X — ^ — a 3 x”_î  » 

Ou  fll  ^ 

i . a . 3 

En  général  le  terme  du  rang  n 4*  i étant  exprimé  par 

m{m — i)  (ct — l) (m—n+  a)  (m—n+l)  ^ x»-'\ 

1.3.3  («— i)  . » 

celui  du  niim*  rang  sera  , 

m(m — i)  (m— a) (m — n-*-3) 

î.q.  3 («— *) 

Expressions  qui  font  voir  que  le  coefficient  du  terme  du 
rang  « 4-  i est  égal  à celui  du  terme  du  rang  n , multiplié 

par  m n -f-  i , et  divisé  par  n ; mais  le  multiplicateur 

m n -4-i  est  l’exposant  de  x dans  le  terme  du  nl4me 

rang , et  le  diviseur  n marque  ce  rang  ; ainsi  la  règle  est  gé- 
nérale. 

ï5n.  Appliquons  cette  règle  au  développement  de  la 
dixième  puissance  de  x -|-  a;  ici  m zx.  io  : il  y aura  onze 
termes , dont 
le  premier  sera  x'°  ; 
le  second , i o «x9  ; 

le  troisième  , X \ -r8  — 4 5 a *** 

le  quatrième,  45  X 7 «’  *7  = lW  *7  i 

le  cinquième,  120  X ; «4  *6  = 2Ioa4  *6  J 

le  sixième  , 210  X ; fl'  *'  ~252«5  x * ; 

le  septième  , 25a  X ! “é  *4  = alo«6  **  ’> 

■ lehuitième  , 210  X j «7  *3  ~ ™oa7  *3  i 

le  neuvième  , 120  X ï a*  x1  — 45a8*  > 

le  dixième,  45  X 10a9*; 

enfin  le  onzième , 10  X n a-'°x°  =2.  o.  , 
à cause  de  x°  = 1 . Ainsi , 

+ 10a*9  -f  45a*  x%  •+•  120a5  x7 
-4-  210a4  x 6 + 25aa5  4-  aïo a6  x 4 

4-  I20«7  A5  4"  45«8  x1  -J-  I0«9  X 4-  dl0> 

a 

/ 
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Les  coefficiens , comme  on  le  voit  par  cet  exemple , sont 
les  mêmes  dans  les  tonnes  où  a et  x font  un  échange  d’expo- 
sans  , ce  qui  a lieu  dans  les  termes  également  éloignés  du  pre-, 
mier  et  du  dernier.  Si,  comme  dans  l’exemple  précédent, 
l’exposant  de  la  puissance  est  pair , et  par  conséquent  si  le 
nombre  des  termes  du  développement  est  impair , il  y a un 
coefficient  qui  n’est  pas  répété,  c’est  celui  du  terme  égale- 
ment éloigné  des  extrêmes , et  dans  lequel  a et  x ont  le  même 
exposant , et  cet  exposant  est  la  moitié  de  celui  de  la  puis- 
sance. Cette  remarque  sera  évidente  , si  on  fait  attention  que 
le  développement  de  ( a + x)m  qui  doit  être  identique  avec 
celui  de  (x  + à)m  , se  déduira  de  ce  dernier,  en  y mettant 
a à la  place  de  x , et  x à celle  de  a. 

1 40.  La  même  formule  servira  à développer  (*+«  + &)-; 
on  fera  d abord  a b — c , et  on  développera  [x  -f-  c)  ; en- 
suite on  remettra  a -f-  b à la  place  de  c. 

Soit , par  exemple , m = 4 , on  aura  , 

(*  + « + *)4  = (*  + C'A 

= x*  -f-  4 («  + b)  x3  -f-  6 (a+è)2  x1  -f  4cJ  x -f  c* 

— *4  -f-  4cx3  6c2x2  + 4 («*  *1-  b)*  x -J-  (a  -|-  £)* 

— x*  -f  4*’  (<*  + b)  + 6x2  (a2- f.  tab  -f-  b1) 

+ 4x(a3+3«2è4-3aè*-f-£3)-f-a4  -f-  l,a>b 
-(-  Sa’i1  -f-  4 ab*  -f-  b*  j 

en  ordonnant  les  termes  par  rapport  à x. 

11  est  facile  de  faire  les  multiplications  indiquées. 

141.  Si  les  termes  x et  a du  binôme  avaient  des  coeffi- 
ciens , on  éleverait  ces  coefficiens  aux  puissances  marquées 
par  les  exposans  correspondans  de  x et  de  a.  Ainsi , par 
exemple , 

(ax  -J-  3 a)4  ~ -J-  4 -a3.  3ax}  -J-  6.2*.  3*.  alx‘ 

-f-  k.ï.V.nïx  -f-  34.a4 

= ifix4  qônx3  -f-  ai6«2  x*  ai6n3x  -J-  81a4. 

Les  coefficiens -ne  se  répètent  plus  dans  le  développement, 
comme  on  l’a  remarqué  plus  haut , à cause  de  l’inégalité  des 
coefficiens  dans  le  binôme. 

1 /j  7 . Si  on  avait  à développer  (x—a)",  au  lieu  de  (x-J-«)*, 
il  suffirait  de  changer  le  signe  du  second  terme , celui  du 
quatrième,  celui  du  sixième,  et  en  général  celui  de  chaque 
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terme  de  rang  pair;  parce  que  l’exposant  de  a est  impair 
dans  chacun  de  ces  ternies  , et  que  toute  puissance  impaire 
d’une  quantité  négative  , est  elle-même  négative , ou  en  gé- 
néral ( — = — a'k+'  ; aX  ± i , ou  X est  entier  , 
désigne  généralement  un  nombre  impair.  Ainsi , 

(3a  — 5 b)*  = 81  a*  — - 5t,oa’b  + i35o a}bx 
— i5oo ab*  -f-  6a5i4. 

1 43.  A cause  de  an  xm~H  =xm  y,  peut  employer  la 


formule , 

c*+«r 


m (m — 1) 
1 .a 


m 


) (m — a)  aî 
x* 


1 .a. 3 

m (m — 1)  (m — a) (m — n-j-i) 

1 .a. 3 ....  » 


au  lieu  de  la  première , 

, m (m — 1)  , . 

(x  _p.  a ')m  — xm  + tnaxm~  -+-  — - a x * • • 

m ' 0 {m—n  -f-  1) 

1 . a ....  n 

De  cette  manière,  l’exposant  de  x dans  le  développement, 
est  le  même  que  celui  de  a.  Cela  donne  le  moyen  de  ramener 
le  développement  de  (x  + «)“  à celui  de  (1  + j)m  » en  fai- 
sant — — y,  et  multipliant  ensuite  par  xm  chaque  terme  du 
développement  de  (1  -\-y  )"  ; en  effet, 
x + a=x  (1  + -7-)’  donc  (*+*)-  = *-  (1+^)  . 


Autre  méthode  pour  trouver  la  formule  du 
binôme  de  Newton. 


l44.  A cause  de  x + « = * ^1  + et 


il  suffit  de  trouver  le  développement 
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de  0-t)  , ou  celui  de  (i  4-  y)m  en  faisant  — — y. 

Soit  donc 

(i  -f-y)»«  = À 4-  By  4-  Cy1 4-  Dyi  4-  EyA  4- , etc.  . . (t). 

A,  B,  C , D,  E,  etc.,  sont  des  coefficiens  indépendans  de y, 
et  dépendons  seulement  de  l’exposant  m.  On  aura  de  même , 

(i  4-z)m  = A 4-  Bz  4-  Cz1  4-  Dz3  4-  Es 4 4-  etc.; 

on  tire  de  là, 

(1  4-y)m  — (H-*)"  = £(y-z)  -+-  C(y*— =’))  M 

4-Z)(j3  — z3)  4-  El^y4 — z4)  4-  etc.  j ' ^ 

Qu'on  divise  les  deux  membres  de  l’équation  (2)  par  y — z, 
on  aura  : 


«*  +y)m 


d + z)m 


y — s 


^4-C(y4-z)4-Z>(yM-yz4-=î)  ^ 

C. 

» 


4-  E (y3  4-/Jz  4-yz1 4-  z3)  4-  etcA 
Soit  1 -4- y ~ «,  et  (1  4 -y)m  — um-t  soit  de  meme 
14 • z zz  v , et  (1  -{-  z)n  — ym;  donc, 

(1  +•*■)»-—  (1  +z)m  um  — v" 

a — v — y — z,  et  1 — — — — 

y — z u — v 

— uK~ 1 4-  4-  nm~ 3i>*„.  4-  v*~‘  ; 

ainsi  l’équation  (3)  devient 

4“  um~iv  -4—  um“"3i>*.  .....  vm — 1 . • . . . | 

— E 4-  C (y  4-  z ) 4-  D (y*  4-  /=  -H  =’)>»•  • (4) 
-f-  ( yJ  -f-  y’z  4-  yzx  4-  z3)  4-  etc.  j 

/ 

Qu’on  suppose  y r=  z et  par  conséquent  u — v,  l’équa- 
tion devient 

mvm~‘  = B 4-  iCy  4-  3 Dy1  4-  /|£y3  4-  etc. 

ou  rn  (i4-y)**— 1 zz  B 4-  iCy  4-  3-Dy1  4-  t\Eyl  4-  etc. .-.  (5) 

multipliant  chaque  membre  de  cette  équation  par  i-f-y, 
et  ordonnant  les  termes  par  rapport  à y , nous  aurons , 

m (14-y)”  — B 4-  (E  4-  aC)y  4-  (aC4- 3Z))y1-> 

4~  (3Z)  4”  kE)y*  4~  etc.  1 

i5* 


« 
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oam(i+%+  Çy*  4-  Py*  -t-  %*  ■+*  etc.)  1 t 

= Æ-H(JB-+-aC)j+  (*C  + ZD)y*  j-. . . (7) 
4-  ( W -f-  4 E)y'  4-  etc.  J 

en  remplaçant  ( 1 + y )“  par  sa  valeur  tirée  de  Inéqua- 
tion (1),  et  en  remarquant  en  même-tems  que  si  dans  l’équa- 
tion (1)  on  fait  yso,  on  aura  A =:  1.  Egalons  séparément 
les  coefficiens  qui  multiplient  la  même  puissance  dey  , nou* 
aurons  B szm; 


B (m  — 1)  m(m  — 1) 

B -4-  aC=  mB,  et  C — : -i = — ; 

* a i.a 


iC  4-  \D  ==  mC , et  D — 


C (m — a)  m (m — 1)  (m — a)  _ 


1 .a. 3 


3 Z)  4-  42?  ==  rnD  ; et  £ 


D(m — 3) m(m — i)  (m — a)  (ct — 3) 


i .a. 3. 4 


donc, 

* -< 

. . rn  . m(m — i)  , . m (m — i)  (m — a)  } 

(l-f-y)M*=l  -f-  ^ y 

m (m — i)  (m— a)  (*>— 3)  ^ + efc 

i .a.3*4  „ 


. (8) 


m étant  un  nombre  entier  , le  développement  s’arrêtera 
lorsque  l’on  sera  arrivé  au  terme  du  rang  m + i , parce 
que  le  suivant  renfermerait  le  facteur  m — m,  ou  zéro. 

Remettons  — au  lieu  de  y,  nous  aurons , 

X 


(,+i)-=(^)  = 


(x  J-  a)m  a 

~ ; =1+  m— 
xm  * 


m (. 


1- 

~ x1 


m (m — i)  (m — a)o5 


-f—  etc. 


Multiplions  par  xm , nous  aurons  enfin  , 


(x  4-  «)“  = xm  4- 


maxm 


«V-* 


m (m— -i)  {m — a)  . , 

4 — — — a>xn  > 4-  etc. 

^ *.a.3 


(S) 
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Formule  du  même  binôme  dans  le  cas  où  T exposant 
est  fractionnaire. 

l45.  L’exposant  fractionnaire  a été  introduit  pour  indi- 

m 

quer  l’extraction  des  racines  ; ainsi  l’expression  a “ est 

équivalente  à Va-  , et  signifie  qu’on  veut  extraire  la  ra- 
cine niirae  de  la  puissance  mième  de  a.  Cette  expression  est 

aussi  équivalente  à (Va)-  , et  signifie  qu’on  veut  élever  la 
racine  niira*  de  a à la  puissance  m.  Cela  posé , soit 

m 

(I’+tK)“  = 4 *+■  £y  •+-  Cjr*  H-  Dyi  -H  Ey4  4-  etc (1) 

Soit  aussi , 

m 

(1  4“  t)fl  « ^ 4“  -^2  “4"  4“  4“  Ez4  -f-  etc» 

Il  est  aisé  de  voir,  en  égalant  y ou  z à zéro  , que  A •xz  1. 
On  tire  de  ces  équations , 

m m 

(1  -f -y)*  — (1  -f-  z) n =3  B (y  — z)  -4-  C (y1  — z1) 
-4-  D ( y 3 — z})  -4-  E ( y 4 — y *)  4-  etc. 

Divisant  par  y — z , il  vient , 


(i-hr)*  — (»+«)* 

y—t 


— B H-  C (y-4-z)  -J-  • • • 

D (y’-t-yz- t-z*)  4 -E  (y*  -)-ylz  -¥-yzl  -4-  z3)  -4-  etc. 

« 

Soit  1 -4- j “ u , et  1 4*  z — v , on  aura  , 


(») 


U • 


B -f.  C(y4-z)  + fl(j!  4-y:4-z!)l  ^ ^ 

4-  E (yl-i-y'z-hyz2  4-  Z3)  4-  etc.J 
Soit  de  plus  u zz  u,n,  et  v zz.  vln  ; on  aura , 

n m 

V a Ufm  "Vfm  ufm~~l  -J-  Vfm~l 


en  divisant  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  u'  — v'. 
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Si  on  substitue  cette  dernière  quantité  à la  place  du  pre- 
mier membre  de  l’équation  (3)  ; si  ensuite  on  y suppose 
u1  — v1  , et  par  conséquent  u = v , et  y — z , on  aura 
toutes  réductions  faites , 

= J5-4-  aCj  -f-  3Z)j*  -f-  t*Ef  -f-  etc (4) 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  équation  par  i -+■/» 

m 

et  au  lieu  de  (i-l-jO  “ dans  le  premier  membre,  mettons  sa 
valeur  prise  dans  l’équation  (i)  , nous  aurons, 

~ (i  -f-  By  -f-  Cy  Dy  -f-  Ey+-h  etc.)  = . . . .1  ^ 
B (3ZH-4.fiy  -f- e tc.J 

Remarquons  ici  que  cette  équation  est  la  même  que  l’équa- 

m 

tion  (6)  du  numéro  précédent , en  y remplaçant  m par 


Ainsi  on  aura , 


B — 

n 


*(--0 

V n J m (m — n)  . 


jy  ^ ( n m (m  — n)  (/» — an) 

3 ” n.a«.3n 

m (m  — n)  (m  — an)  (m — 3«) 


■f'-5) 


n . an . in . 4 n 


etc. 


la  formule  définitive  est  donc, 

. . £■  m m ( m — n)  \ m (m— n)  (m — an)  . 

(i+y)  — 1+  — y H — y h ; jr 

^ 1 n"'  n.m  "S  n.an.3n  ^ 


m (m — n)  (m — an)  (m — 3n) 
n.an*3n.4n 


. (6) 


y. 


etc. 


Ce  développement  ne  peut  jamais  s’arrêter,  parce  que  m 
et  n étant  des  nombres  premiers  entre  eux  , aucun  des  fac- 
teurs des  coefficiens  ne  peut  devenir  nul. 

Cette  formule  nous  servira  pour  le  développement  des 
quantités  exponentielles  et  logarithmiques;  on  peut  aussi  en 
faire  usage  pour  l’extraction  des  racines  des  quantités  numé- 
riques. 
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s3i 


m , 

146.  Soit  m — 1 , et  a = 2 , alors  (1  -+-7)  " — (1  -f- j,ÿ* 
e=  1/1  -hj'i  on  a donc, 

t/i+S=  i4-ir—  + ï-î-fy  -ï.j.j.Î/  etc. 


Les  facteurs  des  numérateurs  sont  la  suite  des  nombres 
impairs  x,  3,  5,  etc.,  et  les  facteurs  du  dénominateur  sont 
les  nombres  pairs  2 , 4,6,  8 , etc. , avec  l’attention  de  ré- 
péter x dans  les  deux  premiers  facteurs.  Il  faut  que  y soit 
une  fraction  beaucoup  plus  petite  que  l’unité , afin  que  la 
valeur  des  termes  da  développement  décroisse  rapidement , 
et  qu’il  suffise  de  calculer  quelques  termes  pour  avoir  une 
approximation  suffisante.  Soit  par  exemple  à extraire  la 
racine  quarrée  de  xox  , on  fera  , 

xei  = 100  -(-1  = 100  (1  -|-o,oi);  V xox  = 10  |/i  + o,o7? 


Mettant  0,01  pour  y dans  la  série  précédente,  on  aura  , 

yi  -f-  0,01  ~ 1 -f-  o,oo5  — - 0,0000125  -j-  o,oooooo6a5 
— 0,00000000039  -f-  etc.  = 1,004987562  j 


et  |/ioi  zz  10,049875621. 

On  aura  par  le  meme  calcul , 

^99  = k'ioo  — 1 = 10  i/x — 0,01  = 10  (1  — o,oo5 
— 0,0000125  — '0,000000625  — 0,00000000039,  etc) 
==  9>9^9^7^7I* 

Il  a été  facile  de  voir  que  tous  les  termes  de  ce  dernier 
développement  sont  négatifs  , excepté  le  premier.  Quant 
à la  valeur  des  ternies,  elle  a dû  être  évidemment  la  même 

que  dans  le  développement  V 1 -f-0,01. 

Soit  proposé,  pour  dernier  exemple,  de  prendre  la  racine 

cinquième  de  260.  On  aura  ^260  — V 243  -j-  17 —Ÿ ?S -^-17 

= 3 V 1 + ; faisant  7==—=  0,06^9590;-=-^ 

et  la  formule  (6)  donnera 

V260  ==  3,0408477. 
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Formule  du  binôme  de  Newton , dans  le  cas  où 
T exposant  est  négatif. 

\f\rj-  Remarquons  d’abord  qu’une  quantité  algébrique  de 
la  forme  a~m , est  équivalente  à la  fraction  -■*—  , comme 
on  l’a  expliqué  en  parlant  de  la  division  algébrique. 

Soit  (i  -+-y)~m  — A-\~By+-  Cy*-+-Dy*  -\-Ey*  te...  (i) 

Soit  de  même, 

(i-f-z)-"  — A-\-  Bz  -+-  Czx  -f-  Z)zJ  4-  EzA  4-  etc. . ...  (a) 

Retranchons  l’équation  (a)  de  l’équation  (i),  et  divisons 
ensuite  de  part  et  d’autre  par  y — z , nous  aurons  : 

• = J+C  (J'+O  }...p) 

4-  D {yt  — Hyz— J— s1)—!— (y1  -i-y'z-hyz 1 -+-  z5 )4-  e te. J 
Soit  i — u;  i-f-zzzv;  à cause  de 


I um  — va 

Umvm  U — v 


U — - V umVm  (tt — v) 

X (um~ 1 4-  um~Jv 4-  um~ *vx  4-  4 

L’équation  (3)  , toute  réduction  faite , devient , 


u-K" 


1 v 4“  «m— 3 vl  4-  um~*  v5.  ...  I 

,+  z)+D(y'+yz  + z')\"' 
y3  4 -yxz  4-^yz1  4-  s3).  ...  J 


(4) 


* . 

- - — («m-*  u**" 

tim  > 

4_  vm-ij  — B 4-  C (y 

4 -E{y 

Qu’on  fasses  = z,  et  par  conséquent  u — v;  de  plus, 
qu’on  remette  i 4 -y  pour  u,  l’équation  (4)  devient 

— m (i  4-_y)-*-‘  — E 4-  a Cy  -f-  3 Dy1  4-  kEy^  4*  etc...  (5) 

Qu’on  multiplie  par  i ~t~y,  et  qu’au  lieu  de  (t  4-7)"'"» 
on  substitue  sa  valeur  prise  dans  l’équation  (1),  on  aura, 

— m ( A -t-  By  -t-  cy  4-  Dyî  -H  Ey*  4-  etc.  )1 
-(2?  + aO+3iy  + 4^3+etc)  X (1 +J  ) j*  * * W 
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Cette  équation  étant  la  mêmeque  l’équation  (7),  relative  au 
cas  où  l’exposant  est  un  nombre  entier , en  y changeant  m eu 
— - m ; le  reste  du  calcul , dans  le  cas  présent  ,■  se  déduira  de 
celui  du  cas  cité  , en  y changeant  m en  — rn.  Ainsi  on  aura 
définitivement , 


r 1 -, m m (m  4- 1) 

( I +*)m  = I - -y  + \ J y 

ïTàTî — ^ etc- 


— (7) 


Formule  pour  développer  en  série  la  quantité 
exponentielle  a*  . 

j 48.  Soit  + ’£x  + Cx1  +Dx'+  Ex*  -f  etc.  (1) 

Soit  de  même 

aJ  — A By  -J-  Çy1  4"  JÇ>'Î  4"  “1"  elc>  • • • (a) 

Retranchant  l’équation  (a)  de  l’équàtiou  (1),  et  divisant 
par  x —y , nous  aurons  , • 


a*  — af 


= £ + c(*  -hr)  + D (x*  4-  Xy  4 -y 


x-y ' ~v~  '*  •"  ' “v~  ■TV^‘)[. ..  (3) 

4-  e (*’  4-  * y +,xy*  4 -y)  + etc  J 

Soit  a zr  1 -+-  b ; on  aura 

a*— a?  — ay  {a*~y—  1)  —^[(14-  Vyy-y  — 1 ] — r»y  X 
( (X-y)b  4.  <*-^*Jpï>b>+  etc.) 

Ainsi  l’équation  (3)  deviendra 
[a  bi  + ) . • 


. (*— y — O {*— y— a)  (*— x—  3),  | 

a. 3.4  [ 

. (■»— r— 0 (*— r— ») 31  (*—y— 4) , 5"j 
***  a. 3. 4. 5 b J 

= Æ + C (*4-^)  4.  i)  (^4-^4-^) 
+ ^ (*3  4*  X1  4-^  4-  ay*  4-y ) 4-  etc. 
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Faisant  x —y,  l'équation  (4)  se  change  en  celle-ci  : 

+ *♦  + ;*’  - ; A64-«c.)^  ... 

zz  B iCx  •+•  3 Dxl  -f*  l\Ex r*  -f-  etc. J*  * * ' * 


Soit  X = b - i b1  + i 4»  - b*  -t-  i b'  — ±b»  + , etc. , 

et  remettons  la  -valeur  de  a * prise  dans  l’équation  (i)  , on 
changera  l’cquation  (5)  en  celle  qui  suit  : 

& (A  -\ {-  Bx  -f-  Cr*  -j-  + Æ»4  -f-  etc  )1 

= Z?  -f  aC*  -j-  'iDx*'  + 4£r3  -f  etc.)”'  t6' 


Fn  faisant  x = o dans  l’équation  (i) , on  trouve  A — a9 
zz.  i.  D’après  cela,  si  on  égale  ensemble  les  coefficiens  qui 
multiplient  la  même  puissance  de  x dans  le  premier  et  le 
second  membre  de  l’équation  (G) , on  trouve  successivement , 

% 

B = iC  — Bk  , et  C — — zz  — ; 3i>  = Ci  , 

1 a i .a 


_ Ci  *»  Dk  A* 

èl  B ZZ. r;4  E=Dk,  et  Ezz — = — = 1- etc. 

3 i .a. 3 ’ ^ ’ 4 j. a.3. 4 1 - 


Ainsi  on  a définitivement, 


, Xx  kixz 

«•  = H 1 


X,*î  , KH 

4 1-  etc. . . . 

^ ..2.3  ~ . .2.3.4 

I /jQ.  Soit  d’abord  ar  — i , l’équation  (7)  devient 


C?) 


A» 


0=1  4-  — 4-  — 4 1 

1 1 ‘ i.a  ‘ 1 .a.3  “ 1 


*♦ 


+ _J1_ 

i.a.3.4. 


4.5 


2.3.4 
- etc. 


. (8) 


Mais  on  a supposé  précédemment, 

/ = -\b*  +iiî-iW  + etc....  (9) 

4 * 

équation  où  b = a — 1. 

L’équation  (8)  fait  connaître  a quand  on  donne  X,  et 
l’équation  (9)  montre  comment  on  peut  avoir  X si  a est 
connu.  . 

Soit  P zz  1 , et  c la  valeur  correspondante  de  a ; l’équa- 
tion (8)  devient , 

e zz  2,718281828439  etc.  ■*  (10) 
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A l’égard  de  A , on  ne  peut  le  calculer  commodément  par 
l’équation  (9),  qu’en  supposant  1.  Soit,  par  exemple, 
a = , et  par  conséquent  b — ^ ; on  aura  , 

A — 0,09531. 

Si  dans  l’équation  (7)  on  met  e pour  fl  , et  par  conséquent 
1 pour  X , on  aura  généralement , 


• I * a * . 

e*  ==  1 4-  — 4-  — 4-  

~ 1 ' i.a  ~ 1.2.3 


+ 77 


2. 3. 4. 5 


1.2. 3. 4 


+ etc. 


...(11) 


Qu’on  suppose  x = A , X ayant  la  valeur  qu’on  lui  assigne 
dans  l’équation  (9),  alors  l’équation  (11)  devient 


. X A* 

e*  = t+  - + — 4- 


+ 


AJ 


1.2.3 

A* 


+ 


A4 


1 .2.3.4 


>...(12) 


etc. 


1 .2.3.4. 5 

Donc  en  rapprochant  (8)  et  (ia)  , on  en  conclut, 

a = e*.  . . s (i3) 


Formules  logarithmiques. 

3 5o.  Soit  y — a”  , équation  où  x et  y sont  des  quantités 
variables  , et  a une  quantité  constante  qui  diffère  de  l'unitc. 

x est  le  logarithme  du  nombre  quelconque  y , et  a est  la 
base  du  système  de  logarithme.  Si  a = 10  , on  aura  les  loga- 
rithmes vulgaires  dont  nous  avons  précédemment  expliqué 
la  théorie  et  l’usage. 

I 5 1 . Soient  donc  deux  nombres  quelconques  , y ~ a*  , 
et  y ' — u*1  , on  aura  , 

i°.  y .y  = a*+*', 

et  log -y  .y  = x + x’  = log. y -J-  log.  y ; 
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et 

log.  y =3ï 

X1  — log.  y _ log.  y! 

3°. 

y “ = am* , 

et 

log.  y*  z 

— mx  — m log.  y ; ' 

L°. 

• 

V,  = Va-  = 

et 

H-  Vj 

.*  log-  y 

m m 

Ainsi  les  logarithmes  tirés  de  l’équation  y ~ a*  — a IoS-y  , 
donnent  les  mêmes  règles  de  calcul  que  les  logarithmes  vul- 
gaires. 

1 5a.  Si , dans  l’équation  y ~ a*  , on  fait  d’abord  x — o , 
et  ensuite  x — i , on  aura  dans  le  premier  cas  y S3  a°  — i 
et  dans  le  second  y — a;  passant  des  nombres  aux  loga- 
rithmes , on  trouve  log.  i =o , et  log.  a = i.  Ainsi  dans 
tout  système  de  logarithmes , celui  de  l’unité  est  zéro , et 
celui  de  la  base  a est  l’unité. 

0 ‘ 

__l53.  De  1 équation  a r=  e* , on  tire  en  général  log.  t* 
— k log.  e.  Si  a est  la  base  du  système , on  trouve  k 

= log.  « ’ et  e — S*  > au  contraire , e est  la  base  du 
système , on  aura  log.  a = /F. 

i54-  On  appelle  Népériens  , les  logarithmes  dont  la  base 
est  e , parce  que  ce  sont  ceux  que  Ncper  calcula  d’abord.  On 
leur  avait  aussi  donné  le  nom  de  logarithmes  hyperboliques, 
parce  qu  ils  ont  des  rapports  avec  l'hyperbole  équilatère. 

> * 35-  Occupons-nous  d’abord  des  logarithmes  Népériens. 
D après  ce  quon  vient  de  voir  , k est  le  logarithme  Népérien 
de  a ; ainsi  en  mettant  pour  k la  valeur  tirée  de  l’équa- 
tien  (9) , des  quantités  exponentielles,  et  faisant  «si+y, 
on  aura  le  logarithme  Népérien  d’un  nombre  quelconque 
1 ■+■  y pour  la  formule  suivante  : 

H-  {i+y')=y‘-îy'  + iy>—ly*+  etc (.) 

On  aura  de  meme  en  remplaçant  y par  — y , 
log.  (i-y)  = -y-iy‘_;yl  -iys-etc..  (2) 
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On  tire  des  équations  (i)  et  w. 
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ïog.  (1  + y) 

= 2 (y  + 


-H-  (.-y)  = •*  03)1 

hy\  + ïj5  + ? y7  + k >’)  + «sic. J 

1 56.  Soit  lif  = • on  tire  de  là  y — - d 

n i-jr  ^ an  + <*' 

Mettant  cette  valeur  pour  y , dans  l’équation  (3) , faisant 
attention  que  n -}-  t/  — n ^ , et  par  conséquent  que 

log.  [n  + d)  = log.  n 4-  log.  ; on  aura , pour 

passer  du  logarithme  de  n à celui  de  n -f-  d , la  formule 
suivante  : 

l°g-  («-H^  = log.  n -f  a (~ h- v æ 1 

6 T U-K  * (m+Àï 


+ 1X 


(0 


etc. 


i57-  Si  on  fait  d — 1,  l’équation  (4)  devient. 


(5) 


loe.  (»+.)=  log.  „ + _i_(,  + ; x _j_ 

+i  * (i^T?  + ; * <» 4^? + •*•). 

l58.  Soit  d’abord  i)  on  aura  : 

log.  2 = t(i4"T*  ir  + T:  TT  + 7*  -F 

+ y • -jr  + n • + etc-)=  0,69314718056. 

En  faisant  n = 2 , on  aura  : 

iog.  3 =2  log.  2 4-  —fi  4-  4-  • — 4-  — . — 4-  — — i- 
b 6 “ 5\  ~ 3 5*  “ 5 5*  T 7 i« 

+ 7 ’ “jT  + Tl  • ■+■  etc*)  = 1,09861229. 


(6) 
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On  calculerait  de  même  le  logarithme  de  chaqne  nombre 
premier , et  avec  les  logarithmes  des  nombres  premiers  , on 
aurait  facilement  ceux  de  leurs  multiples. 

I r>C).  Pour  passer  des  logarithmes  Népériens  aux  loga- 
rithmes vulgaires,  il  faut  reprendre  les  équations  y = a*  , 
et  a = ek  ; il  faut  de  plus  supposer  que  a est  égal  à 10  , et 
qu’il  représente  la  hase  du  système.  Alors,  à cause  de  a* 
= iix  , on  aura  x pour  le  logarithme  vulgaire  dey,  et  Ax 
pour  le  logarithme  Népérien  de  la  même  quantité  ; ce  qui 
lait  voir  qu’on  a le  logarithme  vulgaire,  en  divisant  le  loga- 
rithme Népérien  par  A.  Or  , d’après  l’équation  a = e*  , on 
voit  que  A est  le  logarithme  Népérien  de  a , et  par  consé- 
quent celui  de  10.  Ce  logarithme  Népérien  se  calcule  en  fai- 
sant n = 9 dans  la  formule  (5) , laquelle,  en  faisant  attention 
que  log.  9 = 3 log.  3 , donne , 


log.  10  = 2 log.  3 + —(  — . - 4-  — . — U — . — . 

B b T 19^  3 19»  T 5 i9«  ~ 7 >9< 

-f-  — . -J-  etc.  2,302585092994. 

160.  Au  lieu  de  diviser  le  logarithme  Népérien  par 
2,302585092994  , il  est  plus  commode  de  le  multiplier  par 

- , ■ ' = 0,4342944819. 

2,502^8^092994 

En  se  bornant  à 8 chiffres  décimaux,  log.  2 = o,3oio3ooo; 
tel  il  est  en  effet  dans  les  tables  de  Callet  et  de  Borda. 


161.  La  série , 

a</  / , ï d1  \ 

^Td{1  + T ‘ JZT^dÿ  + ’ elc  J 

a d 1 2d> 

ou  -"i  + T • TT,  + elc* 

a n+d  3 (a  n+dy  1 

exprime  la  différence  du  logarithme  Népérien  de  w — f—  d,  et 
de  celui  de  n.  Cette  différence  se  réduit  au  premier  terme, 

— - , quand  le  suivant  — I—  . - — , est  au-dessous 
a nq-  d 1 3 (an  dy 

d’une  partie  décimale  , dont  l’ordre  est  marqué  par  le  nombre 
des  chiffres  décimaux  employés  dans  l’évaluation  des  loga- 
rithmes. Ainsi  dans  les  tables  de  Callet , où  cet  ordre  est  le 
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septième , le  terme  — . — — - devient  négligeable  dès 
3 (2/1  + dy  ' 

que  l’on  a — . — ^ , ■ <0,0000001  , ou  dès  que  l’on  a 
«>  ioo  d. 

Cette  remarque  s’applique  avec  encore  plus  de  raison  aux 
logarithmes  vulgaires,  qui  ne  sont  pas  tout-à-fait  la  moitié 
des  logarithmes  'Népériens. 

_ , ad  d d1 

De  plus  , a cause  de  — — L etc.' 

a n + d a a n1 


la  différence  se  réduit  à — , dès  que  est  au-dessous  delà 

n 1 an* 

partie  décimale  dont  on  vient  de  parler.  C’est  ce  qui  arrive  pour 

</! 

les  tables  deCallet,quandona <0,000000 1,  ou  /i>aa37<f, 

an1 

ou  en  nombre  rond  a5oo  d.  Dans  ce  cas  , la  différence 

d . 

des  logarithmes  représentée  par  — • devient  proportionnelle 

n 

à celle  de»  nombres,  et  réciproquement  la  différence  des 
nombre»  est  proportionnelle  à celle  des  logarithmes  ; c’est  suc 
cela  qu’est  fondé  l’usage  des  parties  proportionnelles  dans 
ios  tables  de  logarithmes. 


Pâleurs  logarithmiques  de  divers  nombres. 

102.  Nous  terminerons  ce  supplément  par  un  recueil  des 
logarithmes  vulgaires  de  quelques  uns  des  nombres  dont  on 
fait  un  usage  très-fréquent  dans  les  mathématiques  appliquées. 

La  nouvelle  mesure  linéaire  est  le  mètre , et  l’ancienne 
est  la  toise  : le  rapport  de  ces  deux  mesures  est  tel , que 

log.  im4,r«  — log.  ot0“e,5i3o74  = 9,7101800; 
log.  ï t®'*«  = log.  im,  94go36  “ 0,2898200. 

Le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  , ou  la  demi- 
ciropnférence  d’un  cercle  qui  a l’unité  pour  rayon,  est 

» = 3,i4i5926536,  log.  a = 0,4971499. 

Le  rayon  de  la  terre , considérée  comme  sphérique.  . 4 
=:  6366 log.  =5  6,8o388ot. 
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Le  grade  d’un  grand  cercle,  dans  la  même  hypothèse, 
— iooooom,  log.  = 5,0000000. 

En  oonsulérant  la  terre  comme  un  ellipsoïde  de  révolution, 
le  rayon  de  l'équateur  = 6375739™,  log.  6,8o453o5. 
Le  demi-axe  de  rotation,  ou  le  rayon  au  pôle  =:  6356649™, 
log.  6_,8o3aa83. 

Dans  ce  cas  l’aplatissement  ou  l’excès  du  grand  axe  pris 
pour  unité,  sur  le  petit  axe,  est 

La  vitesse  du  son  est  de  337™, 27  Par  seconde  de  60  à 
l’heure,  log.  = 2,5279777. 

La  pesanteur  dans  le  vide  ou  le  double  de  l’espace  qu’un 
corps  qui  tombe  librement  parcourrait , à Paris  , pendant 
la  première  seconde  de  sa  chute , est 

g = 9,8087952,  log.  = 0,99161567; 

» 

Elle  augmente  en  allant  de  l’équateur  au  pôle. 

La  longueur  du  pendule  simple , battant  à Paris , les  se- 
condes dans  le  vide,  est 

= om,9938387i  l°g-  = 9>9973i59; 

Cette  longueur  croît  proportionnellement  au  quarré  du  sinus 
de  la  latitude. 

Nota.  Les  logarithmes  des  nombres  purement  fractionnaires 
sont  pris  ici  conformément  à la  seconde  remarque  du  n°.  118; 
et  nous  observerons  à Cet  égard  que  si  on  avait  à prendre 
une  racine  quelconque  d’un  nombre  de  cette  nature,  il 
faudrait,  avant  de  diviser  son  logarithme  par  l’indice  de  la 
racine  proposée  , augmenter  sa  caractéristique  d’autant  de 
dixaines , moins  une,  qu’il  y a d’unités  dans  l’indice  de 
, cette  racine. 


\ 
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LIVRE  PREMIER. 


CHAPITRE  PREMIER. 

PRINCIPES  FONDAMENTAUX  DE  LA  GÉOMÉTRIE. 

Notions  générales  sur  T étendue. 

I.  L’espace  que  les  corps  occupent  a nécessairement  trois 
dimension^,  auxquelles  on  donne  les  noms  de  longueur , lar- 
geur et  épaisseur. 

Les  limites  d’un  corps  sont  des  surfaces  ; c’est  une  étendue 
en  longueur  et  en  largeur  seulement. 

Les  limites  des  surfaces,  que  l’on  appelle  lignes,  ne  sont 
douées  que  d’une  dimension  qui  est  la  longueur. 

Enfin,  les  limites  des  lignes,  désignées  sous  le  nom  de 
points , n’ont  ni  longueur,  ni  largeur,  ni  épaisseur. 

Il  est  évident  que  ces  diverses  espèces  de  limites  ne  peu- 
vent exister  séparément  : cependant  nous  les  considéreras 
par  la  pensée,  chacune  en  particulier;  et  pour  procéder  du 
simple  au  composé,  nous  exposerons  successivement  les  prin- 
cipales propriétés  des  lignes,  des  surfaces  et  des  corps.  C’est- 
là  l’objet  de  la  Géométrie. 

De  la  nature  des  Lignes  et  des  Surfaces. 

2-  La  ligne  droite  est  le  plus  court  chemin  d'un  point  à un 
autre  : ainsi  entre  deux  points  donnés,  on  ne  peut  mener 
qu’une  seule  ligne  droite, 

5.  Toute  ligne  qui  n’est  pas  droite,  ou  qui  n’est  pas  com- 
posée de  lignes  droites,  est  courbe.  La  ligne  droite  est  unique 
dans  son  espèce  ; mais  il  y a une  infinité  de  lignes  courbes  dif- 
férentes. 

4-  Le  plan  ou  la  surface  plane  est  celle  sur  laquelle  on 
conçoit  que  l’on  peut  appliquer  une  ligne  droite  dans  tous  les 

Géométrie,  1 6 
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sens.  Les  lignes  des  figures  relatives  à ce  livre  seront  tontes 

situées  sur  une  telle  surface. 

5.  Toute  surface  qui  n’est  ni  plane,  ni  composée  de  plu- 
sieurs plans  , est  courbe.  Le  plan  est  unique  dans  son  espèce  ; 
mais  les  surfaces  courbes  sont  diversifiées  à l'infini. 

Fig.  1.  6.  Parmi  les  lignes  courbes,  la  plus  simple  dans  sa  nature, 

et  celle  que  l'on  considère  uniquement  dans  les  élémens  de 
Géométrie,  est  la  ligne  circulaire,  ou  la  circonférence  de 
cercle , dont  tous  les  points  situés  sur  un  même  plan , sont 
également  éloignés  d’un  autre  point  pris  dans  ce  plan , et  que 
l'on  nomme  centre. 

Des  propriétés  des  lignes  droites  qui  dérivent  de 
leurs  positions  respectives. 

7.  Il  est  évident  qu’une  droite  ne  peut  en  rencontrer  une 
autre  qu’eu  un  seul  point. 

Fig.  a.  8.  Un  angle  est  l’espace  indéfini  compris  entre  deux  droites 
qui  se  coupent , et  que  l’on  peut  concevoir  prolongées  autant 
qu’on  le  voudra.  Les  droites  CA,  CB,  sont  les  côtés  de 
l’angle  A CB  , et  le  point  C en  est  le  sommet. 

(_).  Deux  angles  sont  égaux,  lorsqu' étant  posés  l'un  sur 
l’autre  , ils  se  couvrent  parfaitement. 

Tig.  3.  ” 10.  Si  la  position  respective  de  deux  droites  AB,  CD 
est  telle  que  les  deux  angles  adjacens  ACD  , DCB  soient 
égaux , chacun  de  ces  angles  se  nomme  angle  droit , et  la 
droite  CD  est  dite  perpendiculaire  à AB,  ou  récipro- 
quement. Il  est  évident  que  tous  les  angles  droits  sont 
égaux  entre  eux,  puisque  le  même  espace  ADB  ne  peut 
être  divisé  eu  deux  parties  égales,  de  plusieurs  manières  par 
la  droite  CD. 

Fig.  4.  11.  Tout  angle  moindre  qu’un  droit , se  nomme  angle 

aigu  : tel  est  l’angle  HGF, 

Tout  angle  plus  grand  qu’un  droit , se  nomme  angle  obtus  : 
tel  est  l’angle  ECU. 

Fig.  5.-  12.  Toute,  dioite  qui  en  rencontre  une  autre , fait  avec 

celle-ci  deux  angles  adjacens , dont  la  somme  est  égale  à 
deux  angles  droits.  Il  est  évident  en  effet  que  les  deux 
angles  adjacens  ECU,  HGF  pris  ensemble,  valent  deux 
droits, 
t 
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\ Donc,  si  un  des  angles  est  droit,  l’autre  l'est  aussi,  et  les 
lignes  qui  forment  ces  angles  sont  nécessairement  perpen- 
diculaires l’une  à l’autre. 

» 

I 3-  Tous  les  angles  consécutifs  ABD,  DBE,  EBC  formés  Fig.  6. 
■d’un  même  côté  de  la  droite  AC  , et  pris  ensemble  , valent 
deux  angles  droits. 

14.  Lorsque  deux  droites  se  coupent , les  angles  opposés  FiS-  7- 
par  le  sommet  sont  égaux.  En  effet , la  somme  des  deux 
angles  adjacens  ACD , ACE  est  égale  à deux  angles  droits  : 

de  même  la  somme  des  deux  angles  ACD  , DCB  est  égale  à 
deux  angles  droits  ; donc  si  l’on  retranche  de  chacune  d* 
ces  sommes  l’angle  commun  ACD , il  restera  l’angle  ACE  égal 
à son  opposé  DCB. 

15.  Il  suit  de  là  que  tous  les  angles  que  l'on  peut  former 
mutour  d’un  point , valent  quatre  angles  droits. 


Des  Triangles , et  de  leur  égalité  . 

16.  Il  faut  au  moins  trois  droites  pour  enfermer  un  Fig.  8. 
espace , et  dans  ce  cas , cet  espace  se  nomme  triangle  : 

tel  est  l’espace  ABC.  Les  lignes  AB,  AC,  BC,  sont  les  côtés 
de  ce  triangle. 

1 7.  Deux  triangles  sont  égaux , lorsqu’ils  ont  un  angle 
égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à chacun 

Soit  A—Al,AB  — A<B<,AC—AfC'. 

Les  deux  triangles  ABC , A'B'C'  peuvent  être  posés  l’un 
sur  l'autre,  de  manière  qu’ils  coïncident  parfaitement.  D’a- 
bord , si  l’on  place  le  côté  A' B'  sur  son  égal  AB,  le  côté 
A'C1  tombera  sur  son  égal  AC,  à cause  de  l’égalité  des 
angles  A , A'.  Donc  le  côté  C'B!  couvrira  parfaitement  BC. 

Donc,  etc.  ' 

Concluons  de  là  que , BC—B'C',  B — B',  Cz=Cf. 

18.  Deux  triangles  sont  égaux,  lorsqu'ils  ont  un  côté  égal 
adjacent  à deux  angles  égaux  chacun  à chacun. 

Soit  A>  =A,  B<  — B,  A’ B'  — AB. 

Pour  opérer  la  superposition,  soit  placé  A' B'  sur  son 
égal  AB  : alors  à cause  de  l’égalité  des  angles  A , A'  le  côté 
A'C  tombera  sur  AC.  De  même,  puisque  les  angles  B , B1 

16* 
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sont  égaux,  le  côté  B'C1  tombera  sur  BC-,  donc,  le  point  C' 
««•  8>  coïncidera  avec  C ; donc , etc. 

Il  suit  de  là  que,  C — C',  AC=A'C> , BC  = BfC'. 

1 q.  Dans  tout  triangle , un  côté  quelconque  est  plus  petit 
que  ïa  somme  des  deux  autres. 

Car  la  ligne  droite  AC,  par  exemple,  est  le  plus  court 
chemin  de  A en  C • donc,  AC  est  plus  petit  que  AB  -J-  BC. 

Fig.  9.  20.  Si  d'un  point  O pris  dans  t intérieur  d’un  triangle  ACB , 

on  mène  aux  extrémités  du  côté  AB  les  droites  AO,  BO,  la 
somme  de  ces  deux  lignes  sera  moindre  que  celle  des  autres 
côtés  AC , CB. 

Soit  prolongée  AO  jusques  en  D.  Dans  le  triangle  ODB  on 
aura , O B < OD  DB;  ajoutant  de  part  et  d’autre  AO , il 

viendra , 

AO  + OB<AO  OD  + DB  ou  AO  + OB  <AD  +DB. 

Pareillement , AD  AC  CD  j ajoutant  de  part  et  d’autre 
DB , on  aura  , 

AD  DB  < AC  -J-  CB  ; 

mais  l’on  vient  de  trouver  que  AO- j-  OB  < AD  DB  ; 
donc,  à plus  forte  raison , 

AO  -f  OB  <AC  + CB. 

Fig.  10.  21.  Si  deux  triangles  ont  un  angle  inégal  compris  entre  deux 

côtés  égaux  chacun  à chacun  , le  troisième  côté  opposé  au  plus 
petit  angle  , sera  plus  petit  que  le  troisième  côté  opposé  au  plus- 
grand  angle. 

Soit,  par  exemple,  AB  — A1  B1,  AC—A'C,  A<^Af‘ 
on  aura , CB  < CB1. 

Cette  proposition  est , pour  ainsi  dire , évidente  par  elle- 
même  ; car  on  conçoit  que  si  les  deux  côtés  AC,  AB  restant 
de  même  grandeur,  pendant  que  le  troisième  côté  CB  aug- 
mente ou  diminue  sans  cesse,  l’angle^  opposé  à celui-ci, 
doit  augmenter  ou  diminuer  de  plus  en  plus.  Mais  en  voici 
une  démonstration  rigoureuse.  , 

Eri  plaçant  le  triangle  ACB  sur  le  triangle  A'C'B1,  de 
manière  que  AB  coïncide  avec  A' B' , il  peut  arriver  trois 
cas  ; ou  le  point  C tombera  au  dedans  du  triangle  A'C' B',  ou 
sur  le  côté  CB , ou  bien  hors  du  triangle  ACB. 

Fig.  10'.  Ier.  Cas.  Si  le  point  C tombe  dans  l’intérieur  du  triangle 
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A' B'C',  comme  en  C,  on  aura  A'C"  -+-  CB1  •<  A'C 
•4-  C'B'.  Otant  d’une  part  A' C"  =:  AC , et  de  l’autre,  son 
égal  A' C',  il  restera, 

C"B'  ou  CB  C C>£'. 

/N 

IIe.  Cas.  Si  le  point  C tombe  eh  C"  sur  le  côté  C'B1 , Fig.  iow. 
U est  évident  que  B'C"1,  ou  son  égal  BC , sera  plus  petit 
que  B'C1. 

IIIe.  Cas.  Enfin , si  le  point  C tombe  en  dehors , comme  Fig.  io'". 
en  C'y , on  aura  , 

A'C'  < C'D  -f-  A'D  et  C'y  B'  < C’yD  -f  DB' . 

Ajoutant  ces  deux  inégalités  membre  à membre , on 
aura , 

A'C  + C'y  B'  <;  CB ' + A' C^. 

Otant  d’une  part  A'C , et  de  l’autre,  son  égal  A' Ç'y , il 
restera , 

C'y  B’  ou  CB  < C'B'. 

22.  Deux  triangles  sont  égaux , lorsqu’ils  ont  les  trois  côtés  Fig.  8. 
égaux  chacun  à chacun. 

Puisque  les  trois  côtés  du  triangle  A CB  sont  respecti- 
vement égaux  aux  trois  côtés  du  triangle  A'  C B' , on  doit 
avoir  A — A',  par  exemple;  car  si  A était  plus  grand  ou 
plus  petit  que  A',  il  faudrait  qu’on  eût  CB  plus  grand  ou 
plus  petit  que  C'B'  ( n°.  21  );  mais  ces  côtés  sont  égaux, 
donc  A doit  être  égal  à A'.  On  prouverait  de  môme  que 
B ■=!  B',  et  que  C — C. 

On  remarquera  que  les  angles  égaux  sont  opposés  à de» 
côtés  égaux , et  réciproquement. 

Des  Lignes  perpendiculaires  et  des  Obliques. 

2 3.  On  peut  regarder  comme  une  vérité  incontestable, 
que,  par  un  point  pris  sur  une  droite,  on  ne  peut  élever 
qu’une  seule  'perpendiculaire  à cette  droite.  Ainsi , en  sup- 
posant que  CD  fasse  avec  AB  deux  angles  égaux  ACD , pjg.  3. 
DCB  adjacens , la  droite  CD  sera  perpendiculaire  à AB 
( n°.  îo  ). 

Les  lignes  telles  que  CD , qui  ne  sont  point  perpendicu-  Fig.  7, 
laires  à AB , se  nomment  obliques. 

24.  Lorsque  par  un  point  pris  hors  d'une  droite , on  mène  Kg-  **• 
plusieurs  lignes  à différens  points  de  cette  droite , i°.  la  perpen- 
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ii.  diculaire  est  plus  courte  que  toute  oblique  ; i°.  les  obliques  que 
s'écartent  également  du  pied  de  la  perpendiculaire , sont 
égales  ; 3°.  et  de  deux  obliques  inégales  , la  plus  longue  est  celle 
qui  s’écarte  davantage  du  pied  de  cette  perpendiculaire. 

Soit  prolongée  AB  perpendiculaire  à DE,  d’une  quantité 
BF  — AB , et  soient  menées  les  droites  CF,  DF, 

Le  triangle  CBF  est  égal  au  triangle  ABC , puisque 
l’un  et  l’autre  ont  un  angle  égal  en  B , compris  entre  deux 
côtés  égaux  chacun  à chacun  ( n°.  17).  En  effet , CB  est 
commun  aux  deux  triangles;  de  plus,  BFz^zAB  par  cons- 
truction, et  les  angles  en  B sont  droits  par  hypothèse; 
ainsi,  CF  = AC.  Mais  la  ligne  ABF  étant  droite,  on  a 
AF  < AC  4*  CF  ; donc  AB  , moitié  de  AF,  est  plus  court 
que  AC,  moitié  de  la  ligne  brisée  ACF.  Donc  la  perpen-, 
diculaire  AB  est  plus  courte  que  toute  oblique  AC , AD. 

Soit  maintenant  BE  = BC.  Le  triangle  ABE  sera  évi- 
demment égal  au  triangle  A CB  ( n°.  17  );  donc  AEz=.  AC ; 
donc  deux  obliques  qui  s’écartent  également  du  pied  B de  la 
h perpendiculaire  AB,  sont  égales. 

Dans  le  triangle  ACF,  la  ligne  brisée  ADF  est  plus  courte 
que  la  ligne  brisée  ACF  ( n°.  ao);  donc  la  moitié  de  la 
première,  ou  AD,  est  plus  courte  que  la  moitié  de  la  se- 
conde, ou  AC;  donc,  de  deux  obliques  inégales,  la  plu* 
longue  est  celle  qui  s’écarte  le  plus  du  pied  de  la  perpen- 
diculaire. 

La  perpendiculaire  étant  plus  courte  que  toute  oblique, 
mesure  la  vraie  distance  d’un  point  à une  droite. 

25-  Il  suit  de  ce  qui  précède,  que,  d'un  point  pris  hors 
d’une  droite , on  ne  peut  abaisser  qu’une  seule  perpendicu- 
laire sur  celle  droite. 

Que , d'un  point , on  ne  peut  mener  à une  droite , trois 
autres  droites  égales. 

Que  lorsque  deux  triangles  ont  chacun  un  angle  droit , 
ces  triangles  sont  égaux  , s'ils  ont  en  outre  deux  côtés  de 
même  espèce  égaux  chacun  à chacun  , ou  un  autre  angle 
égal  adjacent  a un  côté  égal  de  même  espèce. 
ia-  Que  s*  une  droite  CD  est  perpendiculaire  sur  le  milieu 
d’une  autre  droite  AB , tout  point  O de  la  première  , sera 
également  distant  des  extrémités  A , B de  la  seconde. 

Que  tout  point  K , situé  hors  de  la  perpendiculaire  CD, 
est  inégalement  éloigné  des  extrémités  île  A et  B.  En  effet , 
le  point  O étant  à égale  distance  des  extrémités  de  AB, 
on  a AOz=z.OB;  et  comme  dans  le  triangle  EOB,  le  côté 
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BE  < OE  -f-  OB  , il  scnsuil  que  EB  < OE  -f-  AO  ; doue  ri 
EB  < AE.  h " 

26.  *S7  ««  triangle  a deux  côtés  égaux  , /es  angles  opposés 
à ces  côtés  sont  égaux. 

Soit  AO  = OB.  Si  du  point  O l’on  abaisse  OC,  perpendi- 
culaire sur  AB , on  aura  nécessairement  AC  <=z  CB  ; ainsi 
les  deux  triangles  AOC , . BOC  seront  égaux,  comme  ayant 
les  trois  côtés  égaux  chacun  à chacun  , ou  un  angle  droit 
compris  entre  deux  côlés  égaux  chacun  à chacun.  Donc 
l’angle  A — l’angle  OBA. 

Réciproquement , si  les  angles  A , B sont  égaux  , les  côtés 
OB  , AO,  opposés  à ces  angles  , seront  égaux. 

2 7 • Lorsque  deux  côtés  d'un  triangle  sont  inégaux , le 
plus  grand  angle  est  celui  qui  est  opposé  au  plus  grand 
côté. 

Soit  AE  ^>EB.  Elevez  CD  perpendiculaire  sur  le  milieu  de 
AB,  et  menez  OB.  Par  suite  de  cette  construction  , les  angles 
OBA,  O AB  sont  égaux.  Mais  l’angle  EBA  est  plus  grand 
que  OBA  ; donc  l’angle  EBA,  opposé  au  plus  grand  côte 
AE , est  plus  grand  que  l’angle  A,  opposé  au  plus 
petit  côté  EB.  Le  réciproque  de  ce  théorème  est  également 
vrai. 

Il  suit  de  là  que  quand  les  trois  côtés  d’un  triangle 
sont  égaux , les  trois  angles  le  sont  aussi , et  réciproque- 
ment. 

Théorie  des  parallèles , et  Conséquences  qui  en 
‘résultent. 

28.  Deux  droites  sont  dites  parallèles , lorsqu’étant  situées  Fl»'  ' ” 
dans  un  même  plan  , elles  ne  peuvent  jamais  se  rencontrer. 

Les  deux  droites  AC,  BD  , perpendiculaires  à une  aulr.c 
droite  AB , sont  donc  parallèles  ( n°.  a5).. 

Nous  admettrons  en  principe  qu’une  droite  perpendiculaire 
à une  autre  , est  rencontrée  par  toutes  celles  qui  sont  obli- 
ques sur  celte  autre.  Ainsi  l'oblique  BE , étant  prolongée 
suffisamment  , rencontrera  de  nécessité  la  ligne  AC,  perpen- 
diculaire à AB.  La  difficulté  de  prouver  rigoureusement  cette 
proposition  est  un  obstacle  à la  perfection  de  la  théorie  des 
parallèles.  - 

29*  & deux  parallèles  sont  coupées  par  une  troisième  droite  , yjg  . 

* 16 
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^ la  somme  des  deux  angles  intérieurs  du  meme  côté , sera  égale 
à deux  droits. 

Du  milieu  M de  la  droite  GH,  abaissons  sur  AB  la  per- 
pendiculaire MK-,  cette  ligne  sera  en  même-tems  perpen- 
diculaire à CD  ( n°.  précédent  ).  Les  triangles  MKG,  MLH, 
tous  deux  rectangles  , l'un  en  K , l’autre  en  L , sont  égaux  , 
parce  que  les  côtés  GM,  MH , le  sont  aussi  par  construction, 
de  même  que  les  angles  KMG  , HML , comme  étant  opposés 
par  le  sommet  ( n°.  14  )•  Donc  l’angle  KGM  — l’angle  MHL. 
Mais  les  angles  KGM , MG  A , valent  ensemble  deux  angles 
droits , et  il  en  est  de  même  des  angles  MHL , MHD  ; donc 
les  angles  MGB , MHD,  intérieurs  du  même  côté,  réunis  , 
forment  deux  angles  droits. 

Pour  abréger  le  disoours,  on  appelle  angles  correspondons , 
les  angles  égaux  AGE , CHE , situés  d’un  même  côté  de  la 
sécante  EF  ; 

Angles  alternes  internes  , les  angles  égaux  KGM , MHL  , 
situés  de  part  et  d’autre  de  la  sécante  EF,  et  entre  les  paral- 
lèles AB , CD  ; 

• Angles  alternes  externes  , les  angles  égaux  FC.K , EHL , 
situés  de  part  et  d’autre  de  la  sécante  , et  au  dehors  des 
parallèles. 

Il  est  remarquable  que  tous  les  angles  aigus  sont , dans 
eette  figure  , égaux  entre  eux  , ainsi  que  tous  les  angles 
obtus. 

i3.  50.  Deux  droites  parallèles  à une  troisième  , sont  paral- 

lèles entre  elles. 

Soient  AC  et  GH  parallèles  à BD.  D’un  point  quelconque 
G , élevez  à la  droite  BD  la  perpendiculaire  GB.  Cette  ligne 
sera  à la  fois  perpendiculaire  aux  droites  AC  ^ GH ; donc  ces 
droites'  sont  perpendiculaires  à une  même  ligne  ; dçnc  elles 
sont  parallèles  ( n°.  28  ). 

i5.  3l.  Deux  parallèles  sont  par-tout  également  distantes. 

SÎ  entre  les  deux  parallèles  AB , CD,  on  mène  par-tout 
où  l’on  voudra  les  perpendiculaires  AC,  BD,  à la  droite 
AB , ces  perpendiculaires  seront  égales.  En  effet,  les  triangles 
ACB , CBD  sont  égaux  , comme  ayant. un  côté  égal  adjacent 
à deux  angles  égaux  chacun  à chacun  ; car  CB  est  commun 
aux  deux  triangles  , les  angles  alternes  internes  CB  A , B CD 
sont  égaux , par  la  même  raison  il  y a égalité  entre  les 
angles  ACB , CBD  ; donc  AC—  BD. 
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Oh  peut  conclure  de  là,  que  les  parties  de  parallèle»  • 

comprises  entre  parallèles  sont  égales  , et  réciproquement. 

3 2.  Si  deux  angles  ont  les  côtés  parallèles  chacun  à Fig-  »<>• 
chacun , et  dirigés  dans  le  même  sens , ces  angles  sont 
égaux. 

Soit  DF  parallèle  à AB,  et  DE  parallèle  à AC,  pro- 
longez DE  jüsques  en  G.  La  droite  EG  étant  une  sécante 
à l’égard  des  parallèles  AB , DF,  les  angles  EDF , EGB 
correspondans  , sont  égaux.  De  même,  la  droite  AB  étant 
une  sécante  par  rapport  aux  parallèles  AC,  GE,  les  angle» 

A , G sont  égaux.  Donc  l’angle  A = l’angle  D. 

• : N 

Des  Lignes  droites  considérées  dans  le  cercle , 
et  de  la  mesure  des  Angles. 

33.  Toute  droite  menée  du  centre  à la  circonférence  d’un  Fig.  17. 
cercle,  se  nomme  rajm  Ainsi  CA  est  un  rayon. 

D’ne  droite  ne  peut  évidemment  rencontrer  une  circon- 
férence de  cercle  en  plus  de  deux  points. 

On  appelle  arc  une  portion  de  la  circonférence. 

La  corde  ou  sous-tendante  d’un  arc  tel  que  AD  B , est  la 
droite  AB,  qui  joint  ses  deux  extrémités. 

Une  corde  qui  passe  par  le  centre  du  cercle,  se  nomme 
diamètre  : le  diamètre  AE  est  donc  le  double  du  rayon  AC. 

Toute  ligne  MN  qui  coupe  la  circonférence,  se  nomme 
sécante. 

La  surface,  ou  portion  de  cercle  comprise  entre  l’arc  et  sa 
corde , s’appelle  segment.  Telle  est  la  partie  ADBA. 

La  portion  de  cercle  comprise  entre  un  arc  AB  et  les  deux 
rayons  AC , CB  menés  aux  extrémités  de  cet  arc,  se  nomme 
secteur. 

La  tangente  à la  circonférence,  est  une  droite  telle  que 
PQ,  qui  n’a  qu’un  point  R de  commun  avec  cette  circon- 
férence. Ce  point  se  nomme  point  de  Contact. 

Un  angle  est  dit  inscrit,  lorsque  son  sommet  est  à la  cir-  F' g-  34. 
conférence,  et  qu’il  est  formé  par  deux  cordes.  Par  exemple, 
l’angle  C est  un  angle  inscrit. 

34.  Dans  un  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux , /er  Fig.  iS. 
arc  égaux  sont  soutendus  par  des  cordes  égales  , et  récipro- 
quement. 

Si  l’arc  AMB  est  égal  à l’arc  DNE,  on  aura,  corde  AB 
— corde  DE  j car  l’arc  AMB  pourra  être  superposé  exac- 
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r,g.  a.  tement  sur  l'arc  DNE , à cause  de  leur  égalité  et  de  l’unifor- 
mité  de  leur  courbure.  Donc  les  points  A,  B,  tombant  respec- 
tivement, en  E et  en  D,  on  aura  nécessairement  AB  = DE* 

Réciproquement , si  les  cordes  AB , DE  sont  égales , les 
arcs  AMB,  DNE  qu’elles  soutendent,  seront  égaux  ; car  il  est 
évident  que  les  triangles  ACB , DCE  ont  les  trois  côtés  égaux 
chacun  à chacun;  donc  les  angles  ACB , DCE  sont  égaux; 
donc  les  arcs  AMB  , DNE  le  sont  aussi. 

35.  Le  plus  grand  arc  est  soutendu  par  la  plus  grande 
torde  , et  réciproquement. 

Soit  l’arc  ABD  > l’arc  AMB , les  triangles  ACB , ACD 
auront  deux  côtés  égaux  chacun  à chacun  , puisque  les  droites 
AC,  CB , CD  sont  des.  rayons  d’un  même  cercle;  mais  l’angle- 
ACB  est  plus  petit  que  l’angle  ACD , donc  (n®1.  ai  ) AB 
< AD. 

Réciproquement , si  corde  AD  > corde  AB,  on  conclura 
des  mêmes  triangles  que  l’angle  ACD  > l’angle  ACB. 

Tig.  19.  36.  La  perpendiculaire  élevée  à t\ extrémité  du  rayon 

tT un  cercle  , est  tangente  d la  circonférence. 

Supposons  que  AB  soit  perpendiculaire  au  rayon  AC  ;. 
toute  oblique  CB  sera  plus  longue  que  ce  rayon , et  par 
conséquent  le  point  B sera  hors  du  cercle.  La  ligne  AB  n’a 
donc  que  le  point  A de  commun  avec  la  circonférence..  Donc 
AB  est  une  tangente. 

Kg-  90.  Il  suit  de  là  que  lorsque  deux  cercles  se  touchent  inté- 
rieurement ou  extérieurement , le  point  de  contact  et  les 
centres  des  cercles  sont  sur  une  même  droite. 

Kg.  ai.  57.  Tout  rayon  perpendiculaire  à une  corde  , passe  par 
le  milieu  de  cette  corde  , et  par  le  milieu  de  tare  qu’elle 
soutend. 

Les  deux  rayons  AC,  CB  étant  deux  obliques  égales, 
doivent  s’écarter  également  de -la  perpendiculaire  CD  ; donc 
AE  — EB.  En  second  lieu,  puisque  la  perpendiculaire  CD’ 
passe  par  le  milieu  de  AB  , le  point  D pris  sur  cette  per- 
pendiculaire est  à égale  distance  de  A et  de  B ; donc,  corde  AD 
— corde  DB  ; donc  puisque  ces  cordes  sont  égales  , les. 
arcs  AD  , DB  sont  égaux  ( n°.  34  ). 

Il  résulte  de  là  que  le  centre  C,  le  milieu  E de  la  corde  AB 
et  le  milieu  D de  l'arc  ADB , sont  trois  points  situés  en 
ligne  droite. 

Fig.  17.  On  tirerait  encore  pour  conséquence,  que  les  arcs  EM 
AN  compris  entre  parallèles,  sont  égaux. 
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58.  Deux  angles  sont  toujours  entre  eux  comme  les  arcs  **• 
interceptes  entre  leurs  côtés  et  décrits  de  leurs  sommets , 
comme  centres , avec  des  rayons  égaux. 

Supposons  d’abord  que  les  angles  ACB , A'  C'B'  soient 
dans  un  rapport  commensurable , comme  3 : 5,  par  exemple; 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  supposons  que  l’angle  M,  pris 
pour  mesure  commune , soit  contenu  trois  fois  dans  l’angle 
ACB  ) et  cinq  fois  dans  A1  C'B1-  Les  angles  partiels  étant 
égaux,  leurs  arcs  respectifs  Ax,  xy...  A'y',  xy'  ....seront  aussi 
égaux  entre  eux  ; donc  l’arc  entier  AB  sera  à l’arc  entier 
A' B' , comme  3 : 5. 

Ce  raisonnement  ayant  toujours  lieu , quel  que  soit  le  rap- 
port commensurable  des  angles  C , C , il  s’ensuit  que  les 
arcs  AB , A' B'  sont  dans  le  même  rapport  ; et  il  est  clair 
que  la  réciproque  de  cette  proposition  est  également  vraie. 

Si  les  deux  angles  ACB , A' C'B'  ne  sont  pas  dans  un  rap-  F,S-  *3. 
port  commensurable , portons  le  plus  petit  angle  A' C'B' 
sur  le  plus  grand;  c’est-à-dire,  faisons  ACB"  — A' C'B' , 
et  supposons  que  la  proportion  précédente  n’ayant  pas  lieu , 
on  ait  alors , 

angle  ACB  : angle  ACB"  ::  arc  AB  : arc  AO. 

Concevons,  ensuite,  que  l’arc  AB  soit  divisé  en  parties 
égales,  dont  chacune  soit  plus  petite  que  B" O;  il  y aura 
nécessairement  un  point  de  division  I entre  B"  et  O , et 
pour  lors , en  vertu  de  la  commensurabilité , 

angle  ACB  : angle  A Cl  arc  AB  : arc  Al. 

De  cette  proportion  et  de  la  précédente , l’on  conclut , à 
cause  de  l’égalité  des  antécédens , 

angle  ACB"  : angle  ACI  ::  arc  AO  : arc  AI. 

Mais  l’arc  AO  est  plus  grand  que  l’arc  AI  •,  donc  pour  que 
cette  dernière  proportion  pût  subsister , il  faudrait  qu’on 
eût  aussi  l’angle  ACB"  plus  grand  que  l’angle  ACI ; or  au 
contraire  il  est  plus  petit  ; donc  il  est  impossible  que  l’angle 
ACB  soit  à l’angle  A' C'B' , comme  l’arc  AB  est  à un  arc  plus 
grand  que  A' B'  ou  AB" . 

On  prouverait,  de  la  même  manière,  que  le  quatrième  terme 
de  la  proportion  ne  peut  être  plus  petit  que  A' B'  ; donc  il 
lui  est  égal;  donc  on  a toujours, 

angle  ACB  : angle  A' C'B'  ::  arc  AB  : arc  A'B'. 

Puisque  l’angle  au  centre  du  cercle , et  l’arc  intercepté 
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Fjg.  a3.  augmentent  ou  diminuent  dans  le  même  rapport , on  est  en 
droit  de  prendre  l’une  de  ees  grandeurs  pour  la  mesure  de 
l’autre.  C’est  une  des  raisons  qui  ont  engagé  les  géomètres  à 
prendre  l’arc  AB  pour  mesure  de  l’angle  ACB  , quoiqu’il 
soit  plus  naturel  de  mesurer  une  grandeur  avec  une  autre 
de  même  espèce.  Il  est  évident  que  cet  angle  serait  droit , si 
l’arc  AB  était  le  quart  de  la  circonférence  entière. 

3g.  On  tire  pour  conséquence  de  ce  qui  précède  , que 
tJcu.x  secteurs  pris  clans  le  meme  cercle  , ou  clans  des  cercles 
égaux , sont  entre  eux  comme  leurs  arcs  respectifs  ; ainsi  les 
arcs  qui  servent  de  mesure  aux  angles  , peuvent  aussi  e» 
servir  aux  secteurs  d’un  même  cercle. 


Fig.  24.  ^O.  Tout  angle  inscrit  ou  formé  par  deux  ebrdes  , a pour 

mesure  la  moitié  de  tare  compris  entre  ses  côtés. 

Supposons  que  l’un  des  côtés  de  l’angle  A CB  soit  un  dia- 
mètre , le  côté  CB , par  exemple  ; et  menons  par  le  centre  O, 
la  droite  EF  pafallèlc  à AC. 

L’angle  au  centre  FOB  est  égal  à l’angle  C , comme  cor- 
respondant; ainsi  la  mesurede  l’un  est  celle  de  l’autre.  De  plus, 
l’arc  FB  = CE  est  la  mesure  de  l’angle  FOB  ( n°.  38  ) , et  les 
arcs  AF,  CE  sont  égaux  comme  étant  compris  entre  parallèles 

(n°.  37);  donc  l'angle  C a pour  mesure  BF  — 

2 


Fig.  aS.  Si  le  centre  O est  dans  l’intérieur  de  l’angle  C,  soit  mené 
le  diamètre  COD.  Les  mesures  respectives  des  angles  A CD, 

B CD  sont  — - et  ; donc  l’angle  proposé  ACB  a pour 


Fig.  a6. 


dD  , BD  , ...  dB 

ire  — -4 , c est-a-dire 


Enfin  si  le  centre  O est  extérieur  à l’angle  ACB,  soit  mené  le 
diamètre  COD.  11  est  visible  que  puisque  cet  angle  est  égal 

à A CD  — B CD , sa  mesure  est  — , c’est-à-dir* 

a a 


d B 


. a 

Fig.  27.  4l.  Un  angle  formé  par  une  corde  et  une  tangente  , a 

pour  mesure  la  moitié  de  l’arc  compris  entre  ses  côtés. 

Menons  le  diamètre  CD.  Si  l’angle  ACB  formé  parla  corde 
CB  et par  la  tangente  AC  est  moindre  qu’un  droit,  le  diamètre 
CD  6era  en  dehors  de  cet  angle , et  le  contraire  aura  lieu  pour 


1 
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l'angl eACF.  Dans  le  premier  cas,  A CB— ACD — BCD\  et  puis- 

C£D 

que  l’angle  ACD  est  droit , le  quart  de  la  circonférence  — 

2 

en  sera  la  mesure  (n°.  38).  D’un  autre  côté,  l’angle  B CD  a pour 

_ BD  j i , „ , CRD  RD 

mesure  ; donc  la  mesure  de  1 angle  ACB  — 


_ CB 

a 

Dans  le  second  cas , on  a ACF  ==  ACD  -j-  DCF\  donc 

,,  , Arr.  CBD  DF  CBDF 

I angle  ALJr  a pour  mesure  4-  — — ; c est-a- 

a a a 

dire,  la  moitié  de  l’arc  compris  entre  ses  deux  côtés. 


Des  Polygones  , et  de  leurs  principales  propriétés. 

4 

42.  Des  surfaces  planes  terminées  par  plusieurs  lignes 
droites  ou  côtés  , se  nomment  polygones.  Le  plus  simple  de 
tous  est  le  triangle  dont  nous  déjà  examiné  quelques  pro- 
priétés. 

Le  triangle,  considéré  par  rapport  à ses  côtés,  se  nomme , 

Equilatéral , quand  ses  trois  côtés  sont  égaux  ; 

Isoscèle  , quand  il  a seulement  deux  côtés  égaux  ; 

Scalènc  , quand  ses  trois  côtés  sont  inégaux. 

Considéré  p^r  rapport  à ses  angles , il  est 

Rectangle  , lorsqu’il  a un  angle  droit  , 

Obtusangle  , lorsqu’il  a un  angle  obtus  ; 

Acutangle  , lorsque  ses  trois  angles  sont  aigus  ; 

Equiangle  , lorsque  ses  trois  angles  sont  égaux. 

Dans  le  triangle  rectangle,  le  côté  opposé  à l’angle  droit 
se  nomme  hypoténuse. 

Apres  le  polygone  de  trois  côtés  ou  le  triangle  , vient  le 
polygone  , 

de  4 cô,<*  qu’on  nomme.  . Quadrilatère  ; 

5  Pentagone  ; 

6  Hejragone  ; 

q Eptngone  ; 

8 Octogone ; 

g., Enne.agone  ; 

- 10.  . . . .’ Décagone. 

.Cette  nomenclature  ne  s’étend  guère  au-delà  ilu  décagone  ; 
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cependant  on  nomme  encore  dodécagone  le  polygone  de 
îa  côtés,  ?t  pente  décagone  celui  de  i5  côtés. 

Fig.  a8.  Le  quadrilatère , qui  a les  côtés  opposés  parallèles  , se 
nomme  parallélogramme  : il  prend  le  nom  de  rectangle , si 
ses  angles  sont  droits. 

Fig.  3'J.  Le  losange  ou  rhombe  est  un  parallélogramme  dont  les 
quatre  côtés  sont  égaux. 

Fig.  3o.  Le  qUarré  est  le  parallélogramme  , dont  les  angles  sont 
droits  et  les  côtés  égaux. 

Un  polygone  qui  est  à la  fois  équiangle  et  équilatéral , se 
nomme  polygone  régulier. 

Toute  ligne  tirée  du  sommet  d’un  angle  à celui  d’un  autre 
angle , dans  l’intérieur  d’un  polygone  , se  nomme  diagonale. 

Fig.  3i.  4-5-  Les  trois  angles  d'un  triangle  rectiligne  , pris  ensemble  , 

valent  deux  angles  droits. 

Si  on  prolonge  le  côté  AC , et  que  l’on  mène  CE  paral- 
lèle à AB,  les  angles  A,  et  DCE  seront  égaux  comme 
eorrespondans.  De  même  les  angles  B et  BCE  seront  égaux 
comme  alterries-internes.  Mais  les  trois  angles  ECD,  BCE , 
ACB  valent  ensemble  deux  angles  droits  ; donc  aussi  les 
trois  angles  d’un  triangle  rectiligne  sont  égaux  à deux  droits. 

Il  suit  évidemment  delà  que  l’angle  extérieur  B CD  vaut 
la  somme  des  deux  intérieurs  opposés  A et  B ; 

Que  si  un  des  angles  d’un  triangle  est  droit , chacun  des 
deux  autres  angles  est  aigu , et  la  somme  de  ceux  - ci  est 
égale  à un  angle  droit. 

Fig-  3i  44-  La  somme  des  angles  intérieurs  d'un  polygone  est 
et  33,  égale  à autant  de  fois  deux  angles  droits  , qu'il  y a de  côtés 
moins  deux. 

Si  par  le  même  point  A l’on  mène , à tous  les  sommets 
des  angles  opposés,  des  diagonales  AC,  AD...  il  est  aisé  dê 
voir  que  le  polygone  sera  partagé  en  autant  de  triangles 
que  le  polygone  a de  côtés  moins  deux.  Or  la  somme  de 
tous  les  angles  de  ces  triangles  forme  celle  des  angles  du 
polygone  ; donc  cette  somme  est  égale  à autant  de  fois  deux 
angles  droits  qu’il  y a de  côtés  moins  deux  dans  le  poly- 
gone. Ainsi  dans  le  cas  de  la  figure  3a  qui  représente  un  pen- 
tagone , la  somme  des  angles  intérieurs  est  égale  à trois  foi* 
dciix  angles  droits , ou  à six  angles  droits. 

Si  on  désigne  par  n le  nombre  des  côtés  du  polygone  pro- 
posé, par  s la  somme  de  ses  angles , et  par  D l’angle  droit, 
on  aura  en  général , 

f = ( n — a ) X a£>. 
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45.  Maintenant  il  est  facile  de  démontrer  que  si  on  pro- 
longe dans  le  meme  sens  les  côtés  d’un  polygone  convexe 
c'est-à-dire  d’un  polygone  qui  n'a  que  des  angles  saiüans  , 
la  somme  de  tous  les  angles  extérieurs  sera  toujours  égale  à 
quatre  angles  droits. 

E11  effet , tous  les  angles , tant  intérieurs  qu’extérieurs  , 
valent  autant  de  foi»  deux  angles  droits  qu’il  y a de  côtés  * 
et  la  somme  des  angles  extérieurs  étant  seulement  égale  à 
autant  de  fois  deux  angles  droits  qu’il  y a de  côtés  moins 
deux  , il  est  évident  que  la  différence  de  ces  deux  sommes , 
qui  exprime  la  somme  des  angles  extérieurs,  est  égale  à deux 
fois  deux  angles  droits  , ou  à quatre  angles  droits. 

Cette  proposition  et  la  précédente  sont  principalement  utiles 
pour  s’assurer  que  l’on  n’a  point  commis  d’erreur  dans  la  me- 
sure des  angles  d’un  polygone  tracé  sur  le  terrain  , comme 
on  le  verra  par  la  suite. 


CHAPITRE  II. 

THÉORIE  DES  LIGNES  PROPORTIONNELLES  ; SIMILITUDE 
DES  TRIANGLES  ET  DES  POLYGONES. 

/|6.  Des  droites  parallèles  qui  divisent  en  parties  égales  un 
des  côtes  d un  triangle , divisent  pareillement  en  parties  égales 
Un““tre  côté  de  ce  triangle,  si  elles  sont  en  meme-tems pa- 
rallèles au  troisième  côté.  1 

Si  les  intervalles  AB,  BC , CD,  etc.  sont  égaux,  et  que  les 

CF'  DG'"'  *o!ent  parallèle»,  les  intervalles 
Ah.,  h.r , rG ,...  seront  aussi  égaux.  Pour  le  prouver,  soient 
menées  à la  droite  AM  les  parallèles  Ex,  Fy,  Gz...  Les  tri- 
angles ABE,  ExF i FyG..  seront  égaux  ; car  les  lignes  Ex,  Fy.,. 
étant  respectivement  égales  à BC,  CD...  comme  parallèles 
comprises  entre  parallèles  , sont  égales  entre  elles  ; de  plus, 
es  angles  BAE,  xEF...  sont  égaux  comme  èbrrespondans  ; 
enfin  les  angles  ABE , ExF...  sont  aussi  égaux,  parce  qu’il» 
ont  ouverture  dirigée  dans  le  même  sens  et  les  côtés  paral- 
lèles. Les  triangles  dont  il  s’agit  ont  donc,  chacun  à chacun, 
un  cote  égal  adjacent  à deux  angles  égaux;  donc  ils  sont 
«gaux  ; donc  AF.  tx  EF  — FG  = etc. 

Concluons  de  là  que  quel  que  soit  le  rapport  des  deux  ligne* 

* * 16’ 


Fig.  33. 


Fig.  34. 
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34.  AB , AE  , leurs  multiples  respectifs  AD , seront  dans, 
le  meme  rapport , c’est-à-dire  que  l’on  aura , 

AB  : AE  ::  AD  : AG  ::  n x : « X 

n étant  un  nombre  entier  quelconque. 

35.  Donc  si  dans  le  triangle  ABC , une  droite  DE  menée  pa- 
rallèlement à AC  divise  le  côté  AB  en  t^ux  parties  BD,  AD 
commensurables  , cette  droite  divisera  aussi  la  ligne  BC  dans 
le  même  rapport. 

En  général , quel  que  soit  le  rapport  de  BD  à AD , on  aura 
toujours  , 

BD  : AD  ::  BE  : EC, 
ou  AB  : BD  ::  BC  \ BE\ 

mais  supposons  que  l’on  ait  au  contraire  , 

AB  BD  ::  BC  : BF. 

Si  on  divise  BC  en  un  assez  grand  nombre  de  parties  égales,, 
pour  qu’il  tombe  un  point  de  division  1 entre  E,  F,  et  que- 
par  le  point  I on  mène  la  droite  IK  parallèle  à AC , on  aura, 
en  vertu  de  la  commensurabilité  , 

AB  : EK  ::  BC  : Bl-, 

or  de  cette  proportion  et  de  la  précédente  , on-tire  nécessaire- 
ment celle-ci , 

BD  : BK  BF  : Bl ; 

laquelle  ne  peut  subsister,  puisque  BD  étant  plus  petit  que 
BK,  il  faudrait  que  BF  fût  plus  petit  que  Bl , et  au  con- 
traire il  est  plus  grand.  Le  quatrième  terme  de  la  proportion 
hypothétique  ne  peut  donc  pas  être  plus  grand  que  BE  : 011 
démontrerait  de  même  qu'il  ne  peut  pas  être  plus  petit  ; donc 
BF  = BE  , donc  etc. 

Il  est  nécessaire  de  démontrer  la  proposition  réciproque  , 
c’est-à-dire  de  démontrer  que  si  deux  côtés  d’un  triangle 
sont  coupés  pat  une  droite  , en  parties  proportionnelles  , cette 
droite  sera  parallèle  au  troisième  côté. 

4.7.  On  appelle  triangles  semblables , ceux  qui  ont  les 
angles  égaux  chacun  à chacun , et  les  côtés  homologues  pro- 
portionnels. Par  côtés  homologues , on  entend  ceux  qui  ont  1* 
même  position  dans  ces  ligures , ou  qui  sont  adjacens  à des- 
angles  égaux  ; ces  angles  eux-mêmes  s’appellent  angles  homo- 
logues. 
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48.  Deux  triangles  équiangles  ont  les  côtés  homologues  Fig.  36. 
proportionnels  , et  sont  pat  conséquent  semblables. 

Prenons  sur  les  côtés  AC , CB  du  grand  triangle , les  par- 
ties ta1  , Cb'  respectivement  égales  aux  côtés  ca , ç b du 
petit  triangle , et  tirons  la  droite  a1  b1.  Le  triangle  a'C  b' 
sera  égal  au  triangle  acb , comme  ayant  l’un  et  l’autre  un 
angle  égal  compris  entre  côtés  égaux  chacun  à chacun  , puis- 
que par  hypothèse  les  triangles  ACB  , acb  sont  équiangles. 

Ainsi  la  droite  a1  b'  sera  égale  à ab  et  parallèle  à AB  , et  l’on 
aura  par  le  théorème  précédent , 

AC  : CB  ::  ac  : cb  ; 

Donc  lorsque  deux  triangles  sont  équiangles  , leurs  côtés 
homologues  sont  proportionnels. 

49-  Deux  triangles  qui  ont  les  côtés  respectivement  paral- 
lèles sont  donc  semblables  , car  ils  sont  équiangles. 

On  prouverait  de  la  même  manière , que  deux  triangles 
qui  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels  , 
sont  semblables. 

5o.  Lorsque  deux  triangles  ont  les  côtés  homologues pro-  Fig.  3;. 
portionnels  , ces  triangles  sont  semblables. 

Supposons  que  dans  les  triangles  ABC,  abc , on  ait 
AB  : ab  ::  AC  \ ac  ::  BC  : bc\ 
il  s’agit  de  prouver  que  A — a , B ~b , C~r.  Pour  cet 
effet , l’on  construira  le  triangle  adb  équiangle  au  triangle 
ACB  , de  manière  que  l’on  ait  l’angle  abd  — B , et  l’angle 
bad  — A.  Alors  par  le  théorème  précédent , on  aura  , 

AB  : ab  ::  AC  : ad  ::  BC  : bd  ; 
mais  par  supposition , 

AB  : ab  ::  AC  : ac  ::  BC  : bc; 
donc  ad  — ac  , et  bd  — bc-,  donc  les  deux  triangles  adb , acb 
sont  égaux  : mais  le  premier  est  équiangle  au  triangle  ACB  ; 
donc  celui-ci  et  le  triangle  acb  sont  équiangles  et  semblables. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que,  pour  affirmer  que  deux  tri- 
angles sont  semblables , il  suffit  de  dire  qu’ils  ont  deux  angles 
égaux  chacun  à chacun , ou  les  côtés  homologues  propor- 
tionnels. 

5 1 • Deux  triangles  sont  semblables  , lorsque  leurs  côtés  sont  jqg.  3 j_ 
perpendiculaires  chacun  à chacun. 

Soient  de  , df , ef  respectivement  perpendiculaires  à AC , 

AB , CB.  Dans  le  quadrilatère  Cxey , les  quatre  angles 

C corné  trie * 17 
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rig.  33.  valent  ensemble  quatre  angles  droits  , et  par  hypothèse  les 
angles  en  X et  y sont  droits  ; donc  les  deux  restans  C , dey 
valent  deux  angles  droits  : mais  les  deux  angles  dey , def 
valent  eux-mêmes  deux  droits  j donc  l'angle  def  — C . On 
prouverait  pareillement  que  l’angle  fde  = A , et  que  l’angle 
dfe  “ B ; donc  les  deux  triangles  A CB  , def  qui  ont  les 
côtés  perpendiculaires  chacun  à chacun  , sont  équiangles  et 
par  conséquent  semblables. 

11  est  remarquable  que  les  côtés  homologues  sont  ceux 
qui  sont  perpendiculaires  entre  eux  ; ainsi  on  tire  sur-le- 
champ  , 

AB  : df  ::  AC  : de  ::  BC  : ef. 

Nous  avons  supposé  qu’un  triangle  était  renfermé  dans 
l’autre  ; mais  si  cette  circonstance  n’avait  pas  lieu , on  pour- 
rait imaginer  un  troisième  triangle  dçf  intérieur  , dont  les 
côtés  seraient  parallèles  à ceux  du  triangle  comparé  à ABC , 
et  alors  la  démonstration  précédente  rentrerait  dans  le  cas 
de  la  ligure  actuelle. 

Fig.  3g.  52.  Deux  parallèles  menées  à travers  des  droites  qui 

partent  d’un  même  point , sont  coupées  en  parties  propor- 
tionnelles par  ces  droites. 

Si  les  droites  BC,  be  sont  parallèles  , on  aura,  BD  : bd  :: 
DE  : de  ::  E C : ec  ; car  puisque  bd  est  parallèle  à BD , le 
triangle  Abd  est  équiangle  à ABD  , et  l’on  a la  proportion , 

BD  ; bd  ::  AD  : Ad  ; 

par  la  même  raison,  les  triangles  ADE , Ade  étant  équiangles, 
donnent , 

DE  : de  ::  AD  : Ad ; 

donc  à cause  du  rapport  commun  AD  : Ad , on  a , 

BD  : bd  ::  DE  : de. 

On  trouverait  semblablement  que  , 

DE  ~.de  ::  EC  : ec  ; 

donc  la  ligne  bc  est  divisée  aux  points  d , e , comme  la  ligue 
BC  l’est  aux  points  D , E. 

Il  suit  delà  que  si  BC  était  divisée  en  parties  égales  , sa 
parallèle  bc  serait  de  même  divisée  en  parties  égales. 

*l°'  *0,  53-  Si  de  r angle  droit  d’un  triangle  rectangle , on  abaisse- 

une  perpendiculaire  sur  l’hypoténuse . 
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i°.  Cette  perpendiculaire  partagera  le  triangle  en  deux 
autres  qui  lui  seront  semblables  ; 

2°.  Elle  sera  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segmens 
de  l'hypoténuse.  ° 

3».  Chaque  côté  de  F angle  droit  du  triangle proposé , sera 
moyen  proportionnel  entre  l'hypoténuse  entière  et  le  segment 
adjacent.  , 


Le  triangle  ABC  est  rectangle  en  A,  et  la  perpendicu- 
laire AD  abaissée  du  point  A sur  l’hypoténuse  CB  , parta- 
gera ce  triangle  en  deux  autres  triangles  semblables  entre 
eux,  et  au  grand  triangle;  car  les  angles  b , e,  valant  ensemble 
unjangle  droit,  ainsi  que  les  angles  b , C,  on  a nécessairement 

JK»  3 mê™e.raison  B=b’  donc  les  deux  triangles 
xlCD , Al) B sont  equiangles  entre  eux  et  au  triangle  ACB 
donc  ils  sont  semblables.  Ainsi  en  comparant  les  côtés  homol 

logues  des  deux  premiers , on  aura  , 

CD  : AD  ::  AD  : DB  ; 


•c’est-à-dire  que  la  perpendiculaire  AD  est  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  deux  segmens  CD,  BD  de  l’hypoténuse 

sef  iTn  * CÔtéS  h°moloSues  d<*  deux  triangles 

semblables  ACB , ACD , on  aura  , ° 


« 


CD  : AC  ::  AC  : BC-, 
et  il  est  évident  que  l’on  aura  de  même  , 

BD  : AB  ::  AB  : BC.  ^ 

Donc  un  des  côtés  de  l’angle  droit  d’un  triangle  rectangle 
est  moyen  proportionnel  entre  l’hypoténuse  entière  et  le 
segment  adjacent. 

Des  deux  proportions  (2)  et  (1)  l’on  tire, 

ÂBZ  = BC  X BD , ÂZz  — BC  x CD ; 

•ajoutant  ces  deux  équations  membre  à membre , il  vient , 

+ ÂCZ  = BC  ( BD  -f  CZ>  ) ; 


mais  BD  -f-  CD  — BC-,  donc  ABZ  -f-  AC1  = BC1  ; 

c’est  à-dire  que  la  somme  des  secondes  puissances  od  des 
quarres  des  côtés  de  l'angle  droit,  est  égale  à la  seconde  puis- 
sance ou  nu  quarré  de  l'hypoténuse. 

Nous  parviendrons  bientôt  à cette  proposition  importante 
par  une  méthode  indépendante  de  la  similitude  des  triangles, 

r7* 
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Des  propriétés  du  cercle. 

Fig.  41.  54.  Des  parties  de  deux  cordes  qui  se  coupent  dans  le 

cercle  , sont  réciproquement  proportionnelles. 

Le»  triangles  AED , CEB  sont  semblables , car  ils  sont 
équiangles.  En  effet  , les  angles  en  E sont  égaux  comme  étant 
opposés  par  le  sommet;  et  les  angles  A,  C , sont  aussi  égaux  , 
parce  qu’ils  ont  chacun  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BD  ; 
ainsi  les  côtés  homologues  de  ces  triangles  donnent , 

AE  : EC  ED  : EB-, 

donc  les  parties  d’une  corde  forment  les  extrêmes  d’une  pro- 
portion , et  les  parties  de  Vautre  corde  en  forment  les  moyens. 

Fig.  4a.  S*  l’une  des  cordes,  AB  par  exemple,  était  un  diamètre, 
et  que  l’autre  corde  CD  lui  fût  perpendiculaire , on  aurait 
évidemment  EC  zz  ED  ; donc  la  proportion  précédente  de- 
viendrait , 

AE  : EC  : : EC  : EB  ; d’où  EC: 1 = AE  X EB. 

Il  suit  de  là  que  toute  perpendiculaire  au  diamètre  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segmens  qu’elle  forme 
sur  ce  diamètre  ; propriété  qui  dérive  aussi  immédiatement 
de  celle  du  triangle  rectangle  ACB  ( n°.  précédent).  Ce  même 
triangle  fait  connaître  en  outre  que  la  corde  AC  est  moyenne 
proportionnelle  entre  le  diamètre  AB , et  le  segment  adja- 
cent AE. 

Fig.  43.  55.  Si  d’un  point  pris  hors  d’un  cercle  on  mène  deux 

sécantes  terminées  à la  partie  concave  de  la  circonférence  , 
ces  sécantes  entières  seront  réciproquement  proportionnelles 
à leurs  parties  extérieures. 

Les  triangles  ABC , EBC  ont  un  angle  commun  en  B. 
De  plus  A ~ C { n”.  40  ) ; donc  ces  triangles  sont  sem- 
blables (n°.  48)  , et  leurs  côtés  homologues  donnent , 

AB  . BC  ::  BD  : BE. 

Une  des  sécantes  entières  et  sa  partie  hors  du  cercle  , sont 
donc  les  extrêmes  d’une  proportion , tandis  que  l'autre  sécante 
et  sa  partie  extérieure  en  forment  les  moyens. 

F'g*  44.  56.  Toute  tangente  au  cercle , est  moyenne  proportionnelle 

entre  la  sécante  entière  et  sa  partie  extérieure. 

Les  triangles  ACB , ADB  sont  semblables,  car  ils  ont  un 
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angle  commun  en  B ; de  plus,  l’angle  inscrit  C,  et  l’angle 
B AD  formé  par  une  tangente  et  une  corde , ont  chacun  pour 
mesure  la  moitié  de  l’arc  AD  ( nos.  40  et  41);  donc  , 

BC  : AB  ::  AB  : BD  ; d’où  ÂBZ  =.BCy,  BD. 

Des  propriétés  des  Polygones  réguliers  inscrits  et 
circonscrits  au  cercle  , et  du  rapport  approché 
du  diamètre  à la  circonférence. 

57.  Deux  polygones  quelconques  sont  semblables,  lors- 
qu’ils ont  les  angles  égaux  chacun  à chacun , et  les  côtés  ho- 
mologues proportionnels. 

58.  Deux  polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de  cétés  , Fig.  4 S. 
sont  des  figures  semblables. 

Prenons  pour  exemple  les  deux  hexagones  réguliers 
ABCDEF , abedef.  La  somme  des  angles  étant  la  même  dans 
l’une  et  dans  l’autre  figure , et  étant  égale  à huit  angles  droits  , 
l’angle  B AF  est  le  sixième  de  cette  somme,  aussi  bien  que 
l’angle  baf  ; donc  B AF  — baf  : il  en  est  par  conséquent  de 
même  des  autres  angles  des  polygones  ; donc  ces  polygones 
sont  équiangles.  De  plus , puisque  par  la  nature  de  ces 
figures  , AB  — BC—...  et  ab  = bc  — ...  il  est  évident  que 
l’on  a la  proportion  , 

AB  : ab  ::  BC  1 bc  y.  CD  : cd,  etc. 

Donc  les  deux  polygones  dont  il  s’agit  ont  les  angles  égaux 
et  les  côtés  homologues  proportionnels  : donc  ils  sont  sem- 
blables. 

De  cette  suite  de  rapports  égaux , l’on  tire  cette  nouvelle 
proportion , 

AB-\- BC CD...*^-AF  r bc  -|-  cd...-y  af  ri  AB  1 ab, 

donc  les  périmètres  ou  contours  de  deux  polygones  réguliers 
d’un  même  nombre  de  côtés , sont  entre  eux  comme  leurs  côtés 
homologues. 

59.  Tout  polygone  régulier  peut  être  inscrit  et  circonscrit 
au  cercle. 

Supposons  que  le  point  O soit  le  centre  du  cercle  dont  la 
circonférence  passe  par  les  trois  points  A , B , C ; il  s’agit 
de  prouver  qu’elle  passera  en  même  - tems  par  les  points 
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Fig.  45.  D , E....  Pour  le  prouver,  abaissons  la  perpendiculaire  OH 
\ sur  BC  ; alors  les  quadrilatères  OHCD , OHBA  seront  égaux  , 
parce  que  si  l’on  plie  la  figure  ABCD  suivant  OH,  le  point  C 
tombera  en  B , puisque  BHzzlCH-,  et  à cause  de  l’égalité  des 
angles  du  polygone,  le  côté  CD  coïncidera  avec  AB  , et  la 
droite  OD  avec  AO.  Mais  AO  est  un  rayon  ; donc  OD  en 
est  un  aussi*;  donc  enfin  la  circonférence  qui  passe  par  A , 
B , C , passe  de  même  par  D.  , 

On  prouverait  par  un  raisonnement  semblable , que  cette 
circonférence  doit  passer  par  le  point  E , et  ainsi  de  suite  ; 
donc  tout  polygone  régulier  est  inscriptible  dans  un  cercle. 

En  second  lieu , il  est  évident  que  toutes  les  perpendicu- 
laires , telles  que  OH,  abaissées  du  centre  O du  polygone 
sur  ses  côtés,  sont  égales;  donc  si  du  point  0 comme  centre , 
et  du  rayon  OH  on  décrit  une  circonférence,  elle  touchera 
tous  les  côtés  du  polygone , chacun  en  son  milieu , et  le 
polygoi  e sera  circonscrit  à cette  circonférence. 

Le  rayon  du  cercle  inscrit  se  nomme  aussi  apothème  du 
polygone. 

Il  suit  delà  que  les  périmètres  de  deux  polygones  réguliers 
d'un  même  nombre  de  côtés , sont  proportionnels  aux  rayons 
des  cercles  inscrits  ou  circonscrits  ; car  ces  périmètres  sont 
entre  eux  comme  les  côtés  homologues  AB , et  ab  . et  ces 
côtés  sont  proportionnels  aux  rayons  OB  et  ob  , ou  OH 
et  oh. 

Fig.  46.  60.  Deux  polygones  semblables  sont  composés  d’un  même 

nombre  de  triangles  semblables  , chacun  à chacun  , et  sem- 
blablement disposés. 

Les  polygones  semblables  ABC... , abc...,  sont  évidemment 
composés  d’un  même  nombre  de  triangles  disposés  de  la 
méine  manière.  De  plus , le  triangle  T est  semblable  au 
triangle  t , comme  ayant  chacun  un  angle  compris  entre 
côtés  proportionnels  ; ainsi  l’angle  EBC  ~ ebc  ; on  a doue , 


d'ailleurs  , 
donc , • 


AB  : ab  ::  BE  : be% 
AB  : ab  BC  ; bc  ; 
BE  : bc  ; : BC  : bc  ; 


donc  le  triangle  T1  est  semblable  au  triangle  t f (n».  4 9).  On 
prouverait  de  même  que  T11  et  t"  sont  semblables  ; donc  , et*. 
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61.  Le  côté  de  l'hexagone  régulier  inscrit,  est  égal  au  Fig.  4 5. 
rayon.' 

En  effet,  l’angle  au  centre  AOB,  est  le  sixième  de  4 
angles  droits,  ou  les  deux  tiers  d’un  angle  droit  pris  pour 
unité  de  mesure.  Les  deux  autres  angles  égaux  ABO, 

B AO,  du  même  triangle,  -valent  donc  ensemble  i — -, 
ou  i;  ainsi  chacun  égale  | d’un  droit.  Donc  le  triangle  AOB 
est  équilatéral  ; donc  le  côté  de  l’héxagone  inscrit  est  égal 
au  rayon. 

62.  Le  c6té  du  décagone  régulier  est  égal  à la  plus  grande  Fig.  47. 
partie  du  rayon  du  cercle  circonscrit , divisé  en  moyenne  et 
extrême  raison. 

Une  ligne  est  dite  divisée  en  moyenne  et  extrême  raison , 
lorsque  sa  plus  grande  partie  est  moyenne  proportionnelle 
entre  l’autre  partie  et  la  ligne  entière. 

Cela  posé  , soit  AB , le  côté  du  décagone  régulier.  Alors, 
l’angle  O est  le  dixième  de  4 angles  droits,  ou  les  | d’un 
seul,  et  il  reste  pour  les  deux  autres  angles  égaux  A, 

OBA  ,2  — | d’un  droit , ou  | ; ce  qui  donne  pour  cha- 
cun i.  Maintenant , si  l’on  divise  l’angle  OBA  en  deux 
parties  égales  par  la  droite  MB , le  triangle  ABM  sera 
évidemment  semblable  au  triangle  ABO,  et  de  plus , le 
triangle  B MO  sera  isoscèle;  ainsi  l’on  aura  AB  = BM 
= MO.  Mais  la  similitude  des  triangles  ABO,  ABM, 
donne, 

AO  : AB  ::  AB  : AM, 
donc  1”  AO  : MO  ::  MO  : AM-, 

donc  le  rayon  AO  est  partagé,  au  point  M,  en  moyenne 
et' extrême  raison;  donc,  enjbn , le  côté  AB  du  décagone 
régulier  est  égal  à MO , c’est-à-dire  au  plus  grand  des  deux 
segmens.  .... 

63.  Toute  ligne  courbe  ou  polygonale  qui  enveloppe,  d'une  j-jg,  jg, 
extrémité  à l’autre  , une  ligne  convexe , est  plus  longue  que  la 

ligne  enveloppée:  es 

On  entend  par  ligne  convexe  , toute  ligne  qui  ne  peut  être 
coupée  qu’en  deux  points  par  une  droite. 

Soit  AMB , cette  ligne  convexe.  Si  elle  n’est  pas  plus 
petite  que  toutes  celles  qui  l’enveloppent , il  existera  parmi 
ces  dernières,  une  ligne  plus  courte  que  toutes  les  autres, 
et  qui  sera  plus  petite  que  AMB , ou  tout  au  plus  égale  à 
AMB.  Soit  ACDB , celte  ligne  enveloppante  : entre  ces 
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Fig.  48.  deux  lignes,  menez  à volonté  la  droite  EF  qui  ne  ren- 
contre point  AMB , ou  qui  ne  fasse  que  la  toucher.  Cette 
droite  étant  plus  courte  que  ECDF \ il  s’ensuit  que  la  nou- 
velle ligne  enveloppante  AEFB , est  plus  petite  que  la  pre- 
mière ACDB.  Mais  par  hypothèse,  celle-ci  doit  être  la  plus 
courte  de  toutes  ; donc  cette  hypothèse  ne  peut  subsister ,. 
donc  toutes  les  lignes  enveloppantes  sont  plus  longues  que 

AMB. 

Il  suit  de  là  , i°.  que  l’on  peut  trouver  une  ligne  envelop- 
pante qui  diffère  aussi  peu  qu’on  voudra  de  la  ligne  en- 
veloppée ; i°.  que  l’on  peut  circonscrire  à un  cercle  un  poly- 
gone régulier,  ou  même  irrégulier,  dont  1 excès  du  péri- 
mètre sur  la  circonférence , ou  l’excès  de  la  surface  du  po- 
lygone sur  la  surface  du  cercle,  soit  plus  petite  qu  aucune 
quantité  donnée.  Le  cercle  est  donc  la  limite  des  polygones 
circonscrits  : il  l’est  aussi  des  polygones  inscrits. 

64-  Ees  circonférences  des  cercles  sont  entre  elles  comme 
les  diamètres. 

Ite.  Démonstration  : Si  on  désigne  par  P et  P*  les  péri- 
mètres des  polygones  semblables  circonscrits  respectivement 
aux  cercles  dont  les  rayons  sont  R , R',  ou  aura,  par  ce  qui 
précède , 

P _ f 

pi  R!  > 

de  plus , si  l’on  conçoit  que  le  nombre  des  côtés  de  cet 
polygones  soit  assez  grand  pour  que  les  différences  entre 
leurs  périmètres  et  la  circonférence  du  cercle  auquel  chacun 
d’eux  est  circonscrit , soient  au  dessous  de  toute  grandeur 

assignable,  la  différence  du  rapport  —,  des  circonférences, 

p 

au  rapport  p des  contours  des  polygones,  pourra  être  ré- 
duite à tel  degré  de  petitesse  que  l’on  voudra.  Cette  diffé- 

. , C R 

rence  étant  aussi  celle  des  rapports  invariables  p et 


P R 

puisque  p — il  s’ensuit  que  la  différence  entre  ces 

deux  derniers  rapports  est  au-dessous  de  toute  grandeur 
donnée;  donc  ces  rapports  sont  égaux;  donc,  enfin, 

4 = p,  ou  C .C1  ::R  :R'  ::  D ; D'. 

v Ji  - — 1 
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IIe.  Démonstration  : Voici  une  autre  manière  de  démontrer 
cette  proposition , lorsque  l’on  introduit  l’idée  de  l’infini  dans 
la  Géométrie. 

En  imaginant  deux  polygones  semblables  circonscrits  aux 
deux  cercles,  et  dont  le  nombre  des  côtés  soit  infini,  c’est- 
à-dire,  soit  plus  grand  que  toute  quantité  assignable,  les 
contours  de  ces  polygones  différeront  infiniment  peu  des  circon- 
férences correspondantes  , ou , ce  qui  est  pour  ainsi  dire  de 
même  , s’identifieront  avec  ces  circonférences.  On  peut  donc 
prendre  les  périmètres  de  ces  polygones  pour  les  circonfé- 
rences mêmes  des  cercles  ; mais  par  le  théorème  du  n°.  59  , ces 
périmètres  sont  entre  eux  comme  les  rayons  des  cercles  cir- 
conscrits ; donc,  etc. 

Il  résulte  de  là , que  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre , est  le  meme  dans  tous  les  cercles.  Si  donc  » 
désigne  ce  rapport , ou  , ce  qui  revient  au  même , la  cir- 
conférence d’un  cercle  dont  le  diamètre  = 1 , on  aura  en 
général , 

1 : 1 ::  nR  : C, 


ou  bien , 


C = in  R , et  R = — . 

2» 


C’est  à l’aide  de  ces  formules  que  l’on  calcule  la  circon- 
férence C d’un  cercle,  lorsque  le  rayon  R est  connu,  ou 
que  l’on  calcule  son  rayon,  quand  sa  circonférence  est 
donnée. 

Suivant  Archimède , le  rapport  » = y , du  moins,  à peu 
de  chose  près  j c’est-à-dire  que  si  le  diamètre  d’un  cercle 
= 7i  sa  circonférence  est  assez  exactement  22.  Ce  géo- 
mètre , pour  déterminer  ce  rapport  approché , inscrivit  et 
circonscrivit  au  cercle  un  polygone  régulier  de  96  côtés , 
en  partant  de  l’héxagone  dont  le  côté  est  égal  au  rayon 
du  cercle  circonscrit,  et  il  trouva  pour  résultat,  que  la 
circonférence  de  ce  cercle  était  < 3 et  > 3 ^ , ce  qui 
donne  en  effet  le  rapport  de  1 : 3 7 ou  7 : 22.  Depuis, 
on  a trouvé  des  rapports  beaucoup  plus  approchés , et 
celui  de  Mctins  est  un  de  ceux-là , puisqu’étaut  évalué  en 
décimales,  il  donne  — 3,1415929,  résultat  vrai  jus- 
qu’au sixième  chiffre  décimal.  Dans  les  calculs  qui  n’exigent 
pas  une  grande  précision , l’on  ne  fait  usage  que  de  ce  dernier 
rapport  réduit  à celui-ci  ,*=  3, 14. 

65.  La  détermination  du  rapport  approché  de  la  circon- 
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férence  au  diamètre,  exige  que  l’on  sache  résoudre  les  deux 
problèmes  suivans  : 

4®'  Ier.  PROBLÈME  : Étant  donnée  la  corde  d’un  arc  , trou- 
ver la  corde  de  sa  moitié. 

Soit  AB  = a,  la  corde  donnée;  AB'  —a' , la  cordc 
cherchée;  et  AC=zr,  le  rayon  du  cercle  connu. 

En  vertu  du  n°.  54,  AB'  est  moyenne  proportionnelle 
entre  le  diamètre  B'D , et  le  segment  B'M  adjacent;  ainsi, 

a'l  = iry.  B'M,  mais  B'M  =z  r - CM  ~ r - l /é1  — -, 

_ _ _ 4 
puisque  CM1  =.  A CÉ  — AM1,  ( n°.  53);  donc, 

a'-  =z  a r (r  — V A = ar*  — rl/4>  — a1;' 

donc,  , 


a'  'Z itd  — /V 4r*  — a1. 

Si  on  suppose  que  le  rayon  est  i , on  a simplement, 
a'  — Vi  — 


Pour  application , considérons  a comme  le  côté  de  l’héxa- 
gone  régulier  inscrit  ; auquel  cas,  a = i (n°.  6i),  et  a.'  égale 
le  côté  du  dodécagone  régulier.  On  a donc , 

a*  -=.V  2 — ;/3  ~ 0,51763809  ; 

parconséqueilt , si  a"  désigne  le  côté  du  polygone  régulier 
de  a4  côtés,  on  aura,  en  dénotant  d’ailleurs  { 1/4  — a'1 
Parr/».j  ■ -, 


a"  — V^a  — 1/4  — a'1  ~z=z  1/2  — a/7  — o,a6io5a38  , 


et  ainsi  de  suite  jusqu’au  polygone  de  96  côtés , dont  le  côté 
est'. 


a,v=z  o,o65438i7, 
et  le  périmètre  964'*'  — 6,282064. 


IIe.  PROBLEME  : Etant  donné  le  périmètre  d’un  poly- 
gone régulier  inscrit  dans  un  cercle  connu  , trouver  le  péri- 
mètre d’un  polygone  semblable  circonscrit. 

Puisque  j t/4  — = r'  est  l’apothême  du  dodécagone 

régulier  inscrit,  •)  t/4  — a,yI  = r,v  sera  l’apothêroedu  poly- 
gone de  96  côtés.  Mais  le  rayon  AC  du  cercle  AB1  B , est 
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l'apothème  de  tous  les  polygones  circonscrits;  si  donc  A'v 
est  le  côté  du  polygone  circonscrit  de  96  côtés , on  aura , 
n°.  59, 


r,v  : x ::  çfia,r  : 96 A,,r~  =6,285429; 


partant , 


, . ,,,  9&>lr  4. 9e^iy 

- cire.  AC  = =3,i4i8, 


rapport  exact , à moins  de  3 dix  millièmes  près. 


CHAPITRE  III. 

DE  L’AIRE  DES  POLYGONES  , ET  DE  CELLE  DU  CERCLE. 

66.  On  appelle  aire , la  surface  d’une  figure  quelconque , 
considérée  par  rapport  à sa  grandeur. 

Deux  figures  de  formes  très-différentes,  et  qui  ont  des  aires 
égales,  sont  dites  équivalentes  ; et  deux  figures  semblables 
qui  peuvent  être  superposées,  sont  dites  égales.  • 

Mesurer  une  surface,  c’est  chercher  combien  de  fois  elle 
contient  une  autre  surface  prise  pour  unité  de  mesure.  L’unité 
de  mesure  est  le  quarré. 

La  hauteur  d’un  triangle  est  la  perpendiculaire  abaissée  p[g  5„_ 
du  sommet  d’un  de  ses  angles  sur  le  côté  opposé  que  l’on 
nomme  la  hase.  Le  sommet  de  l’angle  opposé  à la  base  , s’ap- 
pelle le  sommet  du  triangle. 

La  hauteur  d’un  parallélogramme,  est  la  perpendiculaire  Fig.  5i. 
qui  mesure  la  distance  de  deux  côtés  opposés , que  l’on 
nomme  bases. 

La  hauteur  d’un  trapèze,  est  la  perpendiculaire  comprise  Fig  5î 
entre  ses  deux  bases  ou  côtés  parallèles. 

67 . Des  parallélogrammes  qui  ont  des  bases  égales  et  des  p;g  53 
hauteurs  égales , sont  équivalons . 

Soient  les  parallélogrammes  AB  CD  , ABEF \ ayant  même 
base  AB,  et  même  hauteur  DX.  Il  est  clair,  par  la  nature 
de  ces  figures,  que  les  côtés  AB  , DC  sont  égaux  entre  eux , 
ainsi  que  les  côtés  BE  , AF  (n°.  3i).  Il  est  évident  en  outre 
que  si , des  lignes  égales  DC , FE , on  retranche  la  partie  com- 
mune CF,  les  restes  DF,  CE  seront  égaux  ; ainsi  les  deux 
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Fig,  56. 
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triangles  ADF,  BCE  sont  équilatéraux  entre  eux,  et  par 
conséquent  égaux. 

Maintenant,  si  du  quadrilatère  ABED , on  retranche  suc- 
cessivement les  triangles  égaux  BCE,  ADF,  les  restes  AB  CD, 
ABEF  seront  équivalens  , donc,  etc. 

11  suit  de  là,  que  tout  parallélogramme  est  équivalent  a un 
rectangle  de  même  base  et  de  même  hauteur. 

68.  Tout  triangle  est  la  moitié  d'un  parallélogramme  de 
même  base  et  de  même  hauteur. 

En  effet,  les  triangles  ABC,  ADC,  sont  égaux , comme 
ayant  les  trois  côtés  égaux  chacun  à chacun.  On  peut 
donc  dire , i°.  qu’un  triangle  est  la  moitié  d’un  rectangle  de 
mêmebaseet  de  même  hauteur  ; i°.  que  tous  les  triangles  qui 
ont  des  bases  égales  et  des  hauteurs  égales , sont  équi- 
valens. 

69.  Deux  rectangles  de  même  hauteur  sàrit  entre  eux 
comme  leurs  bases , et  réciproquement. 

Soient  les  deux  rectangles  ABDC,  EFHG , ayant  même 
hauteur  AC.  Si  l’on  suppose  qu’une  ligne  m,  considérée 
comme  unité  de  mesure  linéaire,  soit  contenue  5 fois  dans 
la  base  AB , et  3 fois  dans  la  base  EF-,  et  que  par  tous 
les  points  de  division  x,  y...,  p,  q,  on  élève  des  per- 
pendiculaires xx' , yy' , . . . pp' , qq' , les  rectangles  Ax' , 
x y' , ...  Fp' , pq' ...  seront  égaux.  Or  les  rectangles  AD  , 
EH,  contiennent  respectivement  autant  de  fois  un  des  rec- 
tangles partiels,  que  leurs  bases  AB,  EF  contiennent  de 
fois  la  ligne  m ; donc , puisque  ces  bases  sont  dans  le  rap- 
port commensurable  de  5 : 3,  les  rectangles  AD,  EH  sont 
aussi  dans  le  même  rapport.  Il  est  évident  qu’il  en  serait 
de  môme  pour  tout  autre  rapport  de  môme  espèce.  Il  y a 
plus,  la  proposition  serait  encore  vraie,  si  les  bases  des  rec- 
tangles étaient  dans  un  rapport  incommensurable;  et  pour 
le  prouver , on  peut  employer  le  tour  de  démonstration  des 
nos.  38  et  46  ; donc,  en  général, 

ABDC  : EFHG  ::  AB  : EF. 

70.  Deux  rectangles  quelconques  sont  entre  eux  comme 
les  produits  de  leurs  bases  par  leurs  hauteurs. 

Supposons  que  les  bases  des  deux  rectangles  ABCD , 
B EFG  soient  contigües  et  sur  la  môme  droite  AE , et  que 
l’on  ait  construit  le  grand  rectangle  ADHE.  Les  deux  rec- 
tangles AC , BH  ayant  môme  hauteur  AD , sont  entre 
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en*  comme  leur»  bases.  De  même,  les  rectangles  B H , 

BF,  ayant  même  base , sont  entre  eux  comme  leurs  hau- 
teurs ; ainsi , d’une  part , 

ABCD  : BEHC  ::  AB  : B£; 

et  de  l’autre, 

BEHC  : B EFG  ::  BC  : BG. 

Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre , et  omettant 
le  facteur  commun , on  aura , 

ABCD  : BEFG  ::  AB  X BC  : BE  X BG-, 

ce  qui  prouve  la  proposition  énoncée. 

Lorsque  le  rectangle  BEFG  est  un  quarré,  on  prend  son 
côté  BÈ  pour  unité  de  mesure  linéaire;  alors  la  proportion 
précédente  devient , 

ABCD  : BEFG  ::  AB  X BC  : i. 

Si  donc  les  lignes  AB  et  BC  sont  mesurées  avec  la  même 
unité  BE,  le  produit  AB  X BC  exprimera  le  nombre  de 
fois  que  l’unité  de  surface , ou  le  quarré  BEFG  , est  contenu 
dans  le  rectangle  ABCD.  Pour  abréger  les  expressions , on 
dit  que  l’aire  d’un  rectangle  est  égale  au  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur. 

Afin  de  mieux  fixer  les  idées  à cet  égard , supposons  ç-, 
que  AB  — *>  mètres,  et  que  BC  = Z mètres;  l’aire  du 
rectangle  ABCD  sera  au  quarré  BEFG  ::  3 X 51  : i , 
ou  plus  simplement , l’aire  de  ce  rectangle  sera  de  iù  mètres 
quarrés. 

La  seule  inspection  de  la  figure,  démontre  sur-le-champ 
que  quand  la  base  et  la  hauteur  d’un  rectangle  sont  cora- 
mensurables , ce  rectangle  a en  effet  pour  mesure,  le  pro- 
duit de  sa  base  par  sa  hauteur. 

7 1 . L’aire  d'un  parallélogramme  quelconque  est  égale  au  5$ 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Car  le  parallélogramme  ABCD  est  équivalent  au  rec- 
tangle ABFE , qui  a même  base  AB , et  même  hauteur  AE. 

Donc  AB  X AE , est  la  mesure  de  l’aire  du  parallélo- 
gramme ABCD. 

72.  L’aire  d’un  triangle  est  égale  au  produit  de  sa  base  Fig.  S.’,, 
par  la  moitié  de  sa  hauteur. 

Car  le  triangle  ABC  est  la  moitié  du  parallélogramme 
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Fig.  54-  AB  CD,  qui  a même  base  AB,  et  même  hauteur  DE,  donc 
ABXDE 

est  l’expression  de  l’aire  du  triangle  ABC. 


Fig.  59.  17 3.  L'aire  d’un  trapèze  est  égale  h sa  hauteur  multipliée 

par  la  demi-somme  de  ses  bases  parallèles. 

Le  trapèze  AB  CD  est  composée  des  deux  triangles  ACB , 

, . stBXDE 

ACD  : or,  le  premier  a pour  mesure  , et  le  second, 


VC  X DE  „ . . {AB  + CD\ 

; donc  1 aire  du  trapeze  ABCD  z=z  1 J 

X DE. 

Si  par  le  milieu  H de  la  diagonale  AC,  on  mène  1K  paral- 
lèle aux  bases  AB , CD  du  trapèze , il  est  clair  que  l’on  aura , 

HK  — — , 1H  = — ( n°.  48  ),  donc  IK  = ; 

2 a a 

donc  l’aire  d’un  trapèze  est  aussi  égale  au  produit  de  la  ligne 
qui  joint  les  milieux  des  deux  côtés  non  parallèles,  multipliée 
par  la  hauteur  de  ce  trapèze. 


Fig.  45.  q/y.  L'aire  d’un  polygone  régulier  est  égale  à la  moitié  dit 
produit  de  son  contour  par  son  apothème. 

Puisque  tous  les  triangles  AOB , BOC, ...  sont  égaux, 
l’aire  du  polygone  régulier  ABCD...  est  égale  à celle  du 
triangle  AO  B , multipliée  par  le  nombre  des  côtés  de  ce 

polygone.  Or,  l’aire  AOB—  — - ; donc,  pour  le  cas  de 


la  figure,  l’aire  du  polygone  = 6 AB  y.  — • Mais  6 AB  est 
OH 

le  périmètre , et  — est  la  moitié  de  l'apothème  ou  du  rayon 

du  cercle  inscrit  ; donc  l’aire  d’un  polygone  régulier,  quel 
que  soit  le  nombre  de  ses  côtés,  est  telle  que  le  porte  l’énoncé 
du  théorème. 

En  général , l’aire  d’un  polygone  quelconque,  circonscrit  à 
un  cercle , est  égale  au  produit  de  son  contour  par  la  moitié 
du  rayon  de  ce  cercle. 

75.  L’aire  d’un  cercle  est  égale  au  produit  de  sa  circon- 
férence par  la  moitié  de  son  rayon. 

lre.  Démonstration  : Nous  ferons  dépendre  la  démons- 
tration de  ce  théorème,  de  ce  principe  incontestable,  savoir; 
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que  si  une  grandeur  variable  Jï,  a pour  limites  deux  autres 
grandeurs  constantes  A,  B , chacune  plus  petite  que  X, 
celles-ci  sont  nécessairement  égales. 

Maintenant,  puisque  d’après  le  théorème  du  n°.  63,  on 
peut  concevoir  un  polygone  régulier,  et  même  irrégulier, 
circonscrit  à un  cercle  du  rayon  R , de  manière  que  le  pé- 
rimètre P de  ce  polygone,  diffère  aussi  peu  qu’on  voudra 
de  la  circonférence  C,  l’excès  du  produit  P X 7 B-  » sur  le 
produit  invariable  C X 7 R-,  pourra  être  au-dessous  de  toute 
grandeur  assignable.  D’un  autre  côté,  l’aire  du  même  poly- 
gone , toujours  plus  grande  que  celle  du  cercle , peut  ap- 
procher de  cette  dernière  , d’aussi  près  qu’on  voudra.  Les 
produits  j PR-,  j CR,  et  l’aire  du  cercle,  sont  donc  trois 
quantités  qui  se  trouvent  absolument  dans  les  mêmes  cir- 
constances que  la  grandeur  variable  X , et  les  deux  autres 
grandeurs  A , B ; donc  le  produit  CR , est  la  vraie  mesure 
de  la  surface  du  cercle. 

IIe.  Démonstration  : Lorsque  l’on  veut  faire  usage  de  la 
considération  de  l’infini , on  démontre  le  théorème  aeluel 
ainsi  qu’il  suit  : 

Si  l’on  conçoit  un  polygone  circonscrit  d’un  nombre  infini 
de  côtés , son  périmètre  différera  infiniment  peu  de  la  circon- 
férence du  cercle.  On  peut  donc  substituer  ce  polygone  à ce 
cercle.  Donc  l’aire  d’un  cercle  est  égale  à sa  circonférence, 
multipliée  par  la  moitié  de  son  rayon. 

Désignons  par  w la  circonférence  d’un  cercle  dont  le  dia- 
mètre =:  1 ; par  R le  rayon , et  par  C la  circonférence  d’un 
autre  cercle  ; on  aura  ( n°.  64  ) , 

C = i*R. 

Or , l’aire  du  cercle  = j CR  , donc  \CR  — nR1  ; 
c’est-à-dire  que  l’aire  d’un  cercle  est  aussi  égale  au  produit 
du  quarré  de  son  rayon  par  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre. 

76.  L'aire  d'un  secteur  circulaire  est  égale  au  produit  de 
son  arc  par  la  moitié  de  son  rayon. 

En  effet,  il  est  évident  que  le  secteur  ACBM  est  au  cercle 
entier,  comme  l’arc  AMB  est  à la  circonférence  entière,  ou 

arc  AB  X —AC  : cire.  AC  X —AC.  Mais  l’aire  du 

a a 
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18.  cercle  = cire.  AC  X — AC ; donc  l’aire  du  secteur 
ACBM  = arc  AB  X — AC. 

a 

Quant  à l’aire  du  segment  AMB  , on  voit  bien  qu’elle 
est  égale  à celle  du  secteur  ACBM. , moins  celle  du  triangle 
A CB. 


CHAPITRE  IV. 

DE  LA  COMPARAISON  DES  AIRES  DES  FIGURES 
SEMBLABLES. 

60.  77.  Le  quarré  construit  sur  l'hypoténuse  d'un  triangle  rec- 

tangle , est  égal  à la  somme  des  quarrés  construits  sur  les  deux 
autres  côtés. 

Cette  proposition  déjà  prouvée  au  n°.  53,  se  démontre 
très-simplement  ainsi  qu’il  suit  : 

Soit  le  triangle  ACB , rectangle  en  A , et  soit  construit 
un  quarré  sur  chaque  côté.  Si  du  point  A l’on  abaisse  sur 
FG  la  perpendiculaire  AE,  et  que  l’on  mène  les  droites 
AF,  BL,  les  triangles  ACF,  BCL  seront  égaux;  car  ils 
auront  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  cha- 
cun à chacun.  En  effet , angle  LCB  ==  angle  ACF,  côté 
CL  = côté  CA,  et  côté  CB  — côté  CF.  Mais  le  triangle 
LCB  est  la  moitié  du  quarré  ACLK , comme  ayant  l’un 
et  l’autre  même  base  et  même  hauteur;  par  la  même  rai- 
son, le  triangle  ACF  est  la  moitié  du  rectangle  CDEF-, 
donc  le  quarré  AL  est  équivalent  au  rectangle  CE.  On 
prouverait  semblablement  que  le  quarré  AH  est  équivalent 
au  rectangle  BE  ; donc  le  quarré  CG  est  égal  au  quarré 
AH,  plus  au  quarré  AL  -,  ce  qui  se  traduit  ainsi. 

» CB1  = ÂB1  + ÂC\ 

Donc  le  quarré  d un  des  côtés  de  l’angle  droit  est  égal  au 
quarré  de  l'hypoténuse  moins  le  quarré  de  l’autre  côté , ce 
gui  s’exprime  ainsi  : 

ÂBl  = CB1  — AC\ 
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Car  remarquez  bien  que  l’aire  d’un  quarré  est  égale  au 
quarré  de  sa  base  (n°.  70). 

Donc  , dans  un  quarré , le  quarré  fait  sur  la  diagonale 
est  double  du  quarré  fait  sur  le  côté  ; ou , ce  qui  est  de 
même,  la  diagonale  est  au  côté  " t/a  : 1.  Ainsi,  la  dia- 
gonale d’un  quarré  est  incommensurable  avec  son  côté. 

Les  autres  propriétés  du  triangle  rectangle  sont  démontrées 
au  numéro  cité  précédemment. 

78.  Dans  tout  triangle,  le  quarré  du  côté  opposé  à un  Fig.  61. 
angle  aigu  , est  égal  à la  somme  des  quarrés  des  deux  autres 
côtés , moins  deux  fois  le  produit  du  côté  sur  lequel  tombe 
la  perpendiculaire  , multiplié  par  le  segment  adjacent  h cet 
angle. 

Les  triangles  ACD , DCB,  tous  deux  rectangles,  donnent 
respectivement,  ; 

ÂC1  = ÂD1  -f  CD1  et  CD'  — CB1  — BD1. 

Si  l’on  substitue  cette  dernière  valeur  de  CD1,  dans  la  pre- 
mière de  AC1,  on  obtiendra , 

ÂC1  = ÂD1  + CB1  — BD 1 , 


mais  dans  la  figure  61,  le  segment  AD=  AB  — BD,  et  dans 
la  figure  6a,  le  segment  ADzzz  BD  — AB.  On  a donc  dans 
l’un  et  l'autre  cas , 


AD1  = AB1  — a AB  X BD  + BD1-, 
expression  qui  change  la  seconde  valeur  de  A C1  en  celle-ci  ; 
AC1  ÂB 1 -f  BC1  — a AB  X BD  , 


ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

7Q.  Dans  un  triangle  obtusangle , le  quarré  du  côté  opposé  Fig.  62. 
à l'angle  obtus  , est  égal  à la  somme  des  quarrés  des  deux 
autres  côtés , plus  deux  fois  le  produit  de  la  base  par  te  seg- 
ment adjacent  h cet  angle. 

Ou  a,  par  la  même  raison  que  dans  le  théorème  pré- 
cédent , * 

BC1  = BD1  + CD1,  CD 1 = ÂC1  — AD1, 

d’où  l’on  conclut , 

BC1  — BD1  -f  ÂC1  — ÂD1, 
mais  BD  = AB  -f-  AD, 

Géométrie,.  1 8 
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Fig.  6a.  ou  bien  BDZ  — ABZ  -f-  AD"  -f-  2 AB  X AD-, 

donc  ~BCZ  = ÂBZ  -f-  ÂCZ  + 2 AB  X AD, 

comme  le  porte  l’énoncé  de  la  proposition. 

Fig.  63.  80.  Dans  un  triangle  quelconque , si  on  mène  du  sommet 

au  milieu  de  la  base  une  droite  , le  double  de  la  somme  des 
quarrès  de  cette  droite  et  de  la  moitié  de  la  base  , sera  égal 
à la  somme  des  quarrés  des  deux  autres  côtés. 

Soit  E le  milieu  de  la  base  AB  du  triangle  ABC,  et  CD  sa 
hauteur  ; le  triangle  ECB  donnera  par  le  théorème  du  n°.  78, 

CBZ  = CËZ  -f-  EB1  — 2 EB  X ED, 
et  le  triangle  ACE  donnera  par  le  théorème  précédent , 

Âcr  = CE1  + Â£z  + 2 AE  x ED  -, 
donc,  ajoutant  et  observant  que  AE  = EB , on  aura, 

ÂCZ  + CB~  = iC£z  -f  2 AEZ-, 

ce  qu’il  fallait  démontrer. 

On  conclurait  aisément  de  là  que , dans  tout  parallélo- 
gramme , la  somme  des  quarrés  des  côtés  est  égale  à la  somme 
des  quarrés  des  diagonales. 

ri".  61.  81.  Des  triangles  semblables  sont  entre  eux  comme  les 

quarrés  de  leurs  côtés  homologues. 

Les  triangles  ABC , abc , étant  semblables , on  a la  pro- 
portion , 

AB  : ab  ::  AC  : ac  ; 

de  même  à cause  des  triangles  équiangles  A CD  , acd , on  a, 
CD  : cd  ::  AC  : ac. 

Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre,  il  -vient, 

AB  X CD  : ab  X cd  ::  AC1  : acz. 

Mais  AB  X CD  est  le  double  de  l’aire  du  triangle  ACB , 
et  ab  X cd  est  aussi  le  double  de  l’aire  du  triangle  abc-,  donc 
les  aires  des  triangles  semblables  sont  entre  elles  comme  les 
quarrés  de  leurs  côtés  homologues. 

f1?-  46.  82 . Les  surfaces  des  polygones  semblables  sont  entre  elles 

comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues , ou  de  leurs 
lignes  homologues. 
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Puisque  les  polygones  ABCDE , abcde  , sont  semblables, 
ils  sont  composés  d’un  même  nombre  de  triangles  T,  T , T11 , 
t,  f , t" , semblables  chacun  à chacun  et  disposés  de  la  même 
manière  ; on  a donc , en  vertu  du  théorème  précédent  , 


T : t 

::  ÂBZ 

; ab1 , 

T'  : t' 

::  BCZ 

: ~bcz, 

V : t » 

::  CDZ 

: cdz . 

Tous  ces  rapports  sont  égaux , car,  à cause  de  la  similitude 
des  polygones  , on  a , 

AB  : ab  ::  BC  : bc , etc. 

©U  Âti z : ab1  ::  BC1  : ~b?,  etc. 

Donc  la  somme  des  antécédens  T -f-  T -f-  T",  ou  le  poly- 
gone ABCDE  est  à la  somme  des  conséquens  / -j-  tf  -f-  é', 
©u  au  polygone  abcde , comme  un  antécédent  AB~  est  à son. 
conséquent  ab1.  Donc , etc. 

83.  Les  aires  des  cercles  sont  entre  elles  comme  les  quarrés 
des  rayons  , ou  des  diamètres  , ou  des  circonférences. 

On  a vu  f n<\  75  ) que  l’aire  S d'nn  cercle  = 1R1,  R 
étant  le  rayon  de  ce  cercle,  et  * le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre;  par  conséquent,  pour  un  autre  cercle 
du  rayon  R1,  on  a S1  —rR11-,  donc,  de  ces  deux  égalité» 
i’on  tire  la  proportion, 

S : S'  ::  1R1  : vR'1  ::  R 1 : R11 
Mais  par  le  théorème  du  n°.  64  , 

R : R'  ::  C : C' 
ou  R1  : R >•  C1  : C1, 

et  puisque  les  rayons  sont  comme  les  diamètres,  on  a en 
outre 

R * : R'1  ::  D1  : Z)'*; 

donc  a cause  de  l’égalité  de  ces  rapports, 

S : S1  ::  D1  : D'1  ::  C1  : C'1 , 
ce  qu’il  fallait  démontrer. 

îS* 
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CHAPITRE  V. 

PROBLÈMES  DE  GÉOMÉTRIE  RELATIFS  A LA  THÉORIE 
PRÉCÉDENTE. 

Solutions  graphiques. 

Fig.  64.  84.  Trouver  le  rapport  de  deuæ  droites. 

Mesurer  la  distance  de  deux  points , ou  la  longueur 
d’une  droite  tracée  sur  la  terre  ou  sur  le  papier , c’est 
chercher  combien  de  fois  cette  droite  en  contient  une  autre 
prise  pour  unité.  Cette  unité  est  absolument  arbitraire.  En 
France  , l’unité  de  mesure  des  longueurs  est  le  mètre  qui  , 

comme  l’on  sait , se  divise  en  dixièmes , centièmes  , etc 

Si  donc  on  veut  connaître  la  distance  du  point  A au  point 
B sur  le  terrain,  on  portera  successivement  le  mètre  dans 
la  direction  A B , autant  de  fois  qu’il  sera  possible , et 
si  l’on  trouve  un  reste,  on  l’évaluera  en  parties  de  cette 
unité. 

L’alignement  AB  se  trace  à l’aide  de  jalons  ou  bâtons 
bien  droits,  que  l’on  plante  verticalement  et  de  manière 
que  le  premier  jalon  cache  exactement  tous  les  autres  ; 
alors  les  pieds  de  tous  ces  jalons  sont  sur  la  même  ligne 
droite , si  le  terrain  est  horizontal  ou  d’une  seule  pente  : en 
général,  ils  sont  dans  le  même  plan  vertical. 

On  voit  par  là  que  le  rapport  de  deux  lignes  est  ex- 
primé par  celui  de  deux  nombres  qui  indiquent  combien 
de  fois  une  autre  ligne  de  même  nature  est  contenue  dans 
les  deux  premières.  Par  exemple , une  longueur  = 1 8m,  5 , et 
une  autre  ~ 5m,  x5 , donc  ces  deux  longueurs  sont  entre  elles 
si:  i8m,  5 : 5m,  ::  i85o  : 5a5  ::  74  : ai. 

Si  les  deux  lignes  étaient  tracées  sur  le  papier,  on  pour- 
rait encore  trouver  leur  rapport  exact  ou  approché  , par 
la  méthode  que  Ton  suit  en  arithmétique , pour  trouver 
le  plus  grand  diviseur  commun  de  deux  nombres. 

Fig.  65.  g5.  Les  trois  côtés  d’un  triangle  étant  donnés  séparément , 

décrire  ce  triangle. 

Les  trois  lignes  données  sont  m,  n,p.  Prenez  AB—m, 
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puis  du  point  A comme  centre  et  d’un  rayon  égal  à n , dé- 
crivez un  arcjçy;  ensuite,  du  point  B comme  centre  et  d’un 
rayon  égal  p , décrivez  un  autre  arc  zt , de  manière  que  celui- 
ci  coupe  le  premier  en  C;  enfin  , tirez  les  droites  CA , CB , 
et  le  triangle  ABC  sera  celui  qu’il  fallait  décrire. 

La  construction  seule  fait  voir  que  les  arcs  xy,  zt,  ne  peuvent 
se  couper,  et  par  conséquent  que  le  triangle  .ne  peut  avoir 
lieu  qu’autant  que  la  plus  grande  ligne  donnée  est  plus  petite 
que  la  somme  des  deux  autres. 

86.  Diviser  une  droite  donnée  en  deux  parties  égales.  Fig.  66. 

Des  extrémités  de  la  droite  donnée  AB,  et  d’un  rayon 

plus  grand  que  la  moitié  de  cette  droite  , décrivez  deux  arcs 
.qui  se  coupent  en  C et  en  D ; alors  la  droite  CD  sera  per- 
pendiculaire à AB.  En  effet,  les  deux  points  C,  D étant 
également  éloignés  de  A et  de  B,  sont  nécessairement  sur 
la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  AB  (n°.  24);  mais  deux 
points  déterminent  la  position  d’une  droite  ; donc  CD  divise  la 
droite  AB  en  deux  parties  égales. 

87.  Par  un  point  donné  sur  une  ligne  , élever  une perpen-  Fig.  67. 
diculaire  à cette  ligne. 

Prenez,  à droite  et  à gauche  du  point  donné  C,  deux  par- 
ties égales  CD , AC  ; et  des  points  A , D , comme  centres  , 

..avec  un  rayon  plus  grand  que  AC , décrivez  deux  arcs  qui  se 
coupent  en  E : la  droite  CE  sera  la  perpendiculaire  demandée. 

Car  le  point  £ étant,  par  construction,  également  éloigné  de  A 
et  de  B , appartient  à la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de 
AD  ; donc  CE  est  cette  perpendiculaire. 

88.  D’un  point  donné  hors  d'une  droite  , abaisser  une  per- 
pendiculaire  sur  cette  droite. 

Du  point  C comme  centre,  donné  hors  de  la  droite  AB , 
et  d’un  rayon  suffisamment  grand,  décrivez  un  arc  qui  coupe 
AB  en  deux  points  £,  F\  ensuite  de  ces  points  comme 
centres,  et  du  même  rayon,  si  l’on  veut,  décrivez  deux 
autres  arcs  qui  se  coupent  en  D : la  droite  CD  sera  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  de  EF,  et  par  conséquent  sur  la 
droite  AB.  En  effet  les  points  C,  D , sont  chacun  également 
distans  de  E et  de  F. 

8g.  Par  un  point  donné , mener  une  parallèle  à une  droite  Fig.  69. 
'donnée.  ...  • , 

Du  point  donné  C pris  pour  centre  et  d’uir  rayon  CB  suffi- 
. sauiment  grand , décrivez  un  arc  indéfini  BD.  Du  point  B 
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Fig.  6r.  comme  centre,  et  du  même  rayon,  décrivez  l’arc  CA  ; prene® 
BD—AC,e t tirez  la  droite  CD  qui  sera  la  parallèle  demandée. 

En  effet , par  construction,  les  angles  alternes  internes 
BCD , ABC , sont  égaux;  doue  les  lignes  AB , CD,  sont 
parallèles. 

Voici  un  autre  moyen  de  résoudre  ce  problème,  et  qui  est 
assez  exact  dans  la  pratique. 

F'g.  7°’  Du  point  C comme  centre,  on  décrit  l'arc  xy  tangent 
à AB,  et  d’un  autre  point  F pris  sur  AB,  on  décrit  du 
même  rayon  l’arc  zt.  Ensuite  on  dispose  une  règle  dont 
le  bord  passe  par  le  point  C,  et  soit  tangent  à l’arc  zt.  La 
droite  CD,  déterminée  de  celte  manière,  sera  la  parallèle 
demandée. 

Fig.  71.  90.  Par  un  point  donné  hors  d’une  droite , mener  une  ligne 

qui  fasse  avec  la  première , un  angle  donné. 

Soit  C le  point  donné  bors  de  la  droite  AB , et  M l’angle 
donné.  Par  un  point  D , pris  à volonté  sur  AB,  on  .tirera 
une  droite  DE  de  telle  sorte  que  l’angle  EDB  :zr  M',  ensuite 
on  mènera  par  le  point  C une  droite  CH  parallèle  à DF. 
Alors  l’angle  CHD  sera  égal  à EDB , et  le  problème  sera 
résolu-.  • . . 

9t.  Divi.  ser  un  angle  en  deux  parties  égales. 

Pour  diviser  l’angle  BAC  en  deux  parties  égales,  de  son 
sommet  A comme  centre  et  d’un  rayon  pris  à volonté  , dé- 
crivez l’arc  mn.  Puis,  des  points ///,  «comme  centres,  et  d’un 
rayon  plus  grand  que  i mn,  décrivez  deux  arcs  qui  se  coupent 
en  D.  Par  ce  moyen,  la  droite  AD  divisera  l’angle  BAC  en 
deux  parties  égales. 

En  effet,  les  deux  points  A , D sont  chacun  également 
éloignés  des  extrémités  de  la  corde  mn  ; donc  la  droite  AD 
est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  cette  corde  donc  elle- 
divise  l’are  rnEn  et  l’angle  BAC  en  deux  parties  égales. 

On  peut , par  la  même  construction  , diviser  v « arc  en  4 ». 
8,16  ...  etc. , parties  égales. 

FiS-  74-  92.  Mener  une  perpendiculaire  à l’extrémité  d’une  droite 

sans  la  prolonger. 

Prenez  à volonté  un  point  C dans  l’intérieur  dé  l'angle 
droit  EAB.  De  ce  point  comme  centre , et  d’un  rayon 
= AC , décrivez  une  circonférence  ADHE.  Par  le  point 
D , où  cette  circonférence  coupe  la  droite  AB , menez  le 
diamètre  DE,  et  joignez  les  points  A,  E : la  droite  AM 
sera  perpendiculaire  à AB.  En  effet , l’angle  inscrit  EAD 
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a pour  mesure  la  moitié  de  la  demi-circonférence  EHD,  donc 
eet  angle  est  droit  ( nos.  38  et  40  ). 

S’il  s'agissait  de  résoudre  le  même  problème  sur  le  terrain, 
on  s’y  prendrait  de  la  manière  suivante  : 

Placez-vous  quelque  part  en  Ç ; puis  tendez  un  cordeau  Fig.  7.4, 
d’une  longueur  AC , de  C en  D,  de  telle  sorte  que  l’extré- 
mité D soit  dans  la  direction  AB-  Tendez  ensuite  le  même 
cordeau  de  Ç en  E,  dans  la  direction  CD,  marquée  par 
des  piquets  : alors  la  droite  AE  sera  la  perpendiculaire 
demandée.  On  voit  bien,  que  cette  construction  revient  à la 
précédente. 

g3.  Par  un  point  donna , mener  une  tangente  à un 
cercle. 

Si  le  point  A est  donné  sur  la  circonférence,  menez  le  Fl^'  *®* 
rayon  AC,  et  élevez  sur  ce  rayon  la  perpendiculaire  AB, 
qui  sera  tangente  au  point  A ( nQ.  36  ). 

Si  le  point  A est  donné  hors  de  la  circonférence,  joignez  Fig. 
ce  poiut  et  le  centre  C du  cercle  donné;  et  sur  la  ligne 
AC,  comme  diamètre  , décrivez  la  circonférence  ABCB1  : 
les  droites  AB , AB1 , menées  du  point  donné  aux  intersec- 
tions des  deux  cercles,  seront  tangentes  au  premier  cercle 
CB.  Cela  est  évident,  puisque  les  angles  CBA,  CB1  A sont 
droits  chacun  ( nu*.  38  et  40  ). 

Les  deux  triangles  ABC , AB'C  étant  égaux,  il  s’ensuit 
que  les  angles  BAC , B' AC  le  sont  aussi.  Donc,  pour  qu’un 
cercle  ne  touche  que  les  côtés  d’un  angle,  il  faut  que  son 
centre  soit  sur  la  droite  qui  divise  l’angle  dont  il  s’agit  en 
deux  parties  égales. 

(yj . Inscrire  un  cercle  dans  un  triangle. 

Il  résulte  de  la  conséquence  déduite  de  la  solution  du  Fig.  7 6. 
problème  précédent  , que  pour  inscrire  un  cercle  dans  un 
triangle,  il  faut  diviser  en  deux  parties  égales,  deux  des 
angles  de  ce  triangle,  parce  que  le  point  d’intersection  des  deux 
lignes  de  division , sera  le  centre  du  cercle  cherché.  Quant 
au  rayon  OK  de  ce  cercle  , il  est  clair  qu’il  sera  égal  à la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  0,  sur  un  des  côtés  AC 
du  triangle  ABC. 

Ç)5.  Faire  passer  une  circonférence  par  trois  points  donnés  F'g-  7"> 
non  en  ligne  droite. 

Les  points  donnés  étant  A,  B , C , joignez-les.  par  le* 
deux  droites  AB,  BC\  et  sur  le  milieu  de  chacune,  élevez 


Digitized  by  Google 


?.80  COCUS  DE  MATHÉMATIQUES. 

Fig.  77.  les  perpendiculaires  de  , gf.  Le  point  O d’intersection  de 
ces  perpendiculaires,  sera  alors  également  distant  des  trois 
points  A , B , C , et  sera  par  conséquent  le  centre  du  cercle 
cherché. 

Il  n'est  pas  difficile  de  prouver  qu’on  ne  peut  faire  passer 
qu’une  seule  circonférence  par  les  trois  points  A,  B,C\ 
et  l'on  voit  bien  que  si  ces  points  étaient  en  ligne  droite,  le 
problème  serait  impossible. 

Cette  solution  résout  de  même  le  problème  où  il  s’agit 
de  faire  passer  une  circonférence  par  les  sommets  des  trois 
angles  d’un  triangle,  ou  bien  de  trouver  le  centre  d’un  cercle 
ou  d’un  arc. 

Fig.  78.  Si  les  trois  points  A , B , C , sont  donnés  sur  le  terrain, 
et  qu’il  faille  tracer  une  circonférence  par  ces  trois  points 
supposés  beaucoup  éloignés  les  uns  des  autres  , on  mesu- 
rera avec  un  graphomètre  ( n°.  aa5  ) l’angle  AB  C , et  l’on 
choisira  d’autres  points,  tels  que  B1,  d’où  les  objets  A , C 
soient  vus  sous  le  même  angle  qu’en  B.  C’est-à  dire  de 
manière  qu’on  ait  ABC  — AB'C.  L’ensemble  de  tous 
ces  points  déterminera  l’arc  de  cercle  cherché,  que  l’on 
tracera  ensuite  librement.  Tour  achever  la  circonférence, 
on  choisira  de  même  d’autres  points  b , b'....,  en  sorte 
que  chacun  des  angles  AbC , Ah' C soit  égal  à l’excès  de 
deux  angles  droits  sur  1’angk?  B' . 

Fig.  71).  q(i.  Sur  une  droite  donnée , décrire  un  segment  capable 
d’un  ongle  donné. 

.Soit  AB  la  droite  donnée,  et  C l’angle  connu.  Il  s’agit  de 
décrire  sur  cette  droite  un  arc  AK  B , qui  soit  tel  que  tous  les 
angles  inscrits  K , K1...,  soient  égaux  à l’angic  C- 

Faites  l’angle  MAB  — C.  Elevez  AO  perpendiculaire  a 
AM,  ainsi  que  OD  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AB  ; et 
le  point  O,  commun  à ces  deux  perpendiculaires,  sera  le 
centre  de  l’arc  AK  B demandé. 

En  effet,  les  angles  MAB , et  K sont  égaux  , comme  ayant 
chacun  pour  mesure  la  moitié  de  l’arc  AEB  ( n°‘.  l\0  et  4 > ) j 
mais  par  construction  MAB  ==  C , donc  K = C. 

On  verra  un  usage  de  cette  solution  dans  le  Levé  des 
plans. 

I ig.  80.  ( )-» . Trouver  une  quatrième  proportionnelle  à trois  lignes 

données. 

Les  trois  lignes  données  sont  rn  , n,  p.  Sur  le  côté  AX 
d’uu  angle  arbitraire  A , portez  j à partir  du  point  A , et  a 
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la  suite  l’une  de  l’autre , les  deux  premières  lignes  wets; 
sur  l’autre  côté  AY , portez  , à partir  de  même  du  point  A , 
la  troisième  ligne  p ; joignez  les  extrémités  de  m et  de  p ; 
et  par  l’extrémité  de  n , menez  DE  parallèlement  à BC. 

La  partie  CE  sera  la  quatrième  proportionnelle  cherchée, 
car  à cause  des  parallèles  DE , B C , on  a m : n ::  p : x. 

On  trouve  de  la  même  manière  une  troisième  propor- 
tionnelle à deux  lignes  données  A , B ; car  elle  est  la 
même  que  la  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes 
A , B,  B. 

Ç)8.  Diviser  une  ligne  donne e en  tant  de  parties  égales  Fig.  81. 
qu'on  voudra. 

Soit  proposé  de  diviser  la  ligne  AB  en  cinq  parties  égales. 

Par  l’extrémité  A , menez  la  droite  indéfinie  AC,  et  portez 
sur  cette  droite  cinq  fois  la  longueur  quelconque  A 1;  joi- 
gnez le  dernier  point  de  division  C et  l’extrémité  B de  la 
droite  AB  ; menez  Di  parallèle  à BC,  et  pour  lors  AD  sera 
la  cinquième  partie  de  AB  ( n°.  46  ). 

Ce  procédé  peut  se  varier  de  différentes  manières  : en 
voici  un  autre  qui  est  fort  exact  dans  la  pratique.  1 

Soit  toujours  AB  la  ligne  à diviser.  Menez  à volonté  la  Fi8-  **• 
droite  indéfinie  BD,  et  par  le  point  A,  la  droite  AE 
parallèle  à BD.  Portez  sur  chacune  de  ces  parallèles  cinq 
parties  égales,  et  joignez  tous  les  points  de  division  cor- 
respondans  par  les  droites  AD,  (1)  (4),  (2)  (3),  .....  les- 
quelles , étant  parallèles  et  équidistantes , diviseront  AB  en 
cinq  parties  égales.  . 

, C)Ç).  Par  un  point  pris  dans  l'intérieur  d’un  angle  donné , Fig.  83. 

mener  une  droite  de  manière  que  les  parties  comprises  entre 
ce  point ' et  les  deux  côtés  de  l’angle  soient  égales. 

.Soit  D le  point  donné  dans  l’intérieur  de  l’angle  BAC. 

Par  ce  point,  menez  DE  parallèle  à AB-,  prenez  EF=z:  AE, 
et  menez  la  drpit e FDG,  qui  sera  nécessairement  divisée  en 
deux  parties  égales  au  point  D (n°.  4$). 

IOO.  Sur  une  droite  donnée , construire  un  triangle  sein-  Fig.  61. 
blable  à un  triangle  donné. 

Soit  ACB  le  triangle  donné.  Il  s’agit  de  construire  suç  ab , 
le  triangle  acb  semblable  au  premier.  Pour  cet  effet,  faites 
l’angle  a z=z  A , et  l’angle  b =2?  ( n°.  89  ).  Les  droites  ac, 
be,  se  rencontreront  en  un  point  c,  qui  sera  l’homologue  do 
Ç , et  le  problème  sera  résolu.  . . 
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6i.  On  pourrait,  mais  d’une  manière  moins  simple,  cons- 
truire le  triangle  abc  semblable  a ABC  , en  cherchant 
d’abord  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes 
AB  , AC , ab  , et  ensuite  une  autre  quatrième  proportion- 
nelle aux  trois  lignes  AB  , BC , ab  : alors  on  connaîtrait 
les  trois  côtés  du  triangle  abc  , que  l’on  construirait  par  la 
méthode  du  n°.  85. 

La  réduction  d’un  plan  peut  s’exécuter  à l'aide  de  l’un 
de  ces  procédés;  ear  si  tous  les  points  principaux  de  ce 
plan  sont  liés  par  des  triangles  , et  si  l’on  construit  d’autres 
triangles  qui  leur  soient  semblables  , qui  soient  disposés 
* de  la  môme  manière  et  dont  les  côtés  soient  & ceux  des 
premiers  dans  le  rapport  donné  , on  aura  le  canevas  dé 
la  copie  du  plan  proposé.  Nous  reviendrons  sur  cet  objet. 

Au  lieu  de  suivre  la  voie  pénible  que  nous  venons  d’in- 
diquer pour  trouver  une  quatrième  proportionnelle  à trois 
lignes  données  , il  est  plus  facile  de  faire  usage  des  échelles 
dont  les  longueurs  sont  dans  le  rapport  même  qui  doit  exister 
entre  les  lignes  homologues  d’une  figure  et  de  sa  copie  ; aussi, 
nous  allons  parler  de  leur  construction., 

r 

§4.  I O I • Construire  une  échelle  de  parties  égales . 

On  entend  par  échelle  une  droite  qui  sert  à mesurer 
toutes  les  lignes  d’un  plan  ou  d’une  carte.  Lorsque  l’on 
n’a  point  de  détails  minutieux  à représenter,  on  emploie 
le  plus  souvent  des  échelles  construites  ainsi  qu’on  le  voit 
au  bas  de  la  figure  85  ; mais  dans  le  cas  contraire  on  se 
sert  des  échelles  de  dixrnes.  Voici  comment  on  construit  cos 
dernières  : 

Supposons  que  l’on  veuille  le  dixième  du  petit  intervalle 
a m , qui  peut  représenter  un  mètre  par  exemple.  On 
élévcra  à la  droite  ab  la  perpendiculaire  ac , sur  laquelle 
on  portera  dix  intervalles  égaux  ; puis  par  tous  les  points  de 
division  l’on  mènera  des  parallèles  à la  ligne  ab-,  ensuite  on 
tirera  les  transversales  cm  , x n,  y p , .....  qui  seront 
équidistantes  , puisque  les  espaces  am  , rnn.  ...  cas,  .rjr.  . . 
sont  égaux  par  construction.  De  cette  manière  la  partie  de 
la  première  parallèle  (i)(i')  interceptée  dans  le  triangle  S bd, 
sera  le  dixième  de  a m , ou  d’un  mètre.  La  partie  de  la 
seconde  parallèle  interceptée  en  sera  les  et  ainsi  de  suite. 

Maintenant , si  l’on  veut  une  longueur  de  1 6 mètres  L , par 
exemple,  on  prendra  avec  le  compas  la  partie  de  1» parallèle 
(4)  (40  comprise  entre  ef  et  la  transversale  qz.  De  même 
pour  avoir  la  longueur  de  a8m,55,  on  prendra  la  partie  de 
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la  parallèle  qui  est  comprise  entre  gh  et  xn,  et  qui  tient 
le  milieu  entre  les  deux  autres  (5)  (5X)  et  (6)  (ô'). 

Dans  la  pratique  on  remplace  les  lettres/j  g , par  les  nom- 
bres io,  20;  et  les  lettres  v,  u,  t , s,  r....  par  les  nombres 
t j 2 j 3,  4,  5 

103.  Trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux  pjg 
lignes  données. 

Ice  Solution  : Sur  une  droite  indéfinie  xy  , portez  à la  suite 
l’une  de  l’autre  les  lignes  A ex  B données.  Sur  la  somme  xy 
de  ces  deux  lignes , comme  diamètre  , décrivez  une  demi- 
circonférence , et  par  l’extrémité  s du  segment  xz  — A, 
élevez 'à  xy  la  perpendiculaire  zu  , qui  sera  la  moyenne  pro- 
portionnelle cherchée.  En  effet , par  la  propriété  du  cercle 
( n°.  54  ) , on  a xz  : zu  : : su  : zy , ou  A : zu  : : zu  : B. 

IIe.  Solution  : Sur  la  plus  grande  ligne  B ou  xy1 , décrivez 
une  demi-circonférence  ; portez  la  ligne  A sur  la  ligne  B , 
c’est-à-dire  faites  xz  = A , et  par  l’extrémité  z de  la 
droite  A , élevez  zu'  perpendiculaire  à xy'  ; enfin  menez 
la  corde  xuf , qui  sera  la  moyenne  proportionnelle  deman- 
dée ( n°.  54  ). 

Pour  trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux 
nombres , on  les  multiplie  l’un  par  l’autre  , et  la  racine 
quarréedn  produit  est  cette  moyenne  proportionnelle.  (Voyez 
X Arithmétique  ). 

103.  Diviser  une  ligne  en  moyenne  et  extrême  raison. 

Soit  la  droite  AB  qu’il  s’agit  de  diviser  en  moyenne  et  Eig.  86^ 
extrême  raison.  Menez  CA  perpendiculaire  à AB , et  faites 

CA  ~ — f ; du  point  C comme  centre,  et  du  rayon  CA  dé- 
a 

crivez  une  circonférence  ; joignez  CB  ; prenez  BE  rx  DB , 
et  le  point  E divisera  AB  r comme  l’exige  l’énoncé  de  la 
question. 

Car  à cause  que  AB  est  tangente  à la  circonférence , on  a 
(n°.  56). 

HB  : AB  ::  AB  ::  BD 

et  ensuite , • . 

HB-AB:  AB  ::  AB  - BD  : BD ; 
mais , HB  — AB  = HB  — HD  = BD  ; . 

et  AB  — BD  — AB  — BE  = AE  ; 

donc  la  proportion  précédente  devient , 

BD  : AB  AE  : BD-, 
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Fig.  86.  ou  en  mettant  les  moyens  à la  place  des  extrêmes , et  BE 
pour  BD , 

AB  : BE  ::  BE  : AE. 

A B étant  plus  grand  que  B E , on  a nécessairement 
BE  > AE  ; donc  la  plus  grande  partie  BE  de  la  ligne  AB 
est  moyenne  proportionnelle  entre  AB  et  AE. 

On  remarquera  que  par  cette  construction  , la  sécante  BH 
est  divisée  en  moyenne  et  extrême  raison  au  point  D. 

I O/j.  Trouver  le  côté  d’un  quarré  équivalent  à un  rectangle 
donné. 

Soient  & et  A la  base  et  la  hauteur  du  rectangle  donné  , 
x le  côté  du  quarré  cherché.  Il  est  clair  qu’en  vertu  de 
l’énoncé  de  la  question  , on  doit  avoir  , 

l>  y h zz  x3  , oui  : æ x : h; 

•c’est-à-dire  que  le  côté  du  quarré  est  moyen  proportionnel 
entre  la  base  et  la  hauteur  du  rectangle.  On  résoudra  donc 
ce  problème  par  la  méthode  du  n°.  102. 

r't>-  I3-  ] O ).  Transformer  un  polygone  rectiligne  quelconque  , en 

un  autre  polygone  équivalent  et  qui  ait  un  côté  de  moins. 

Supposons  que  le  polygone  proposé  soit  le  quadrilatère 
AB  CD , il  s’agit  de  trouver  un  triangle  qui  lui  soit  équiva- 
lent. Pour  cet  effet , menez  la  diagonale  AC,  et  par  le  point 
B la  droite  DE  parallèle  à cette  diagonale  et  terminée  au 
côté  AB  prolongé  suffisamment  ; puis  joignez  les  points 
E , C ; le  triangle  BCE  sera  équivalent  au  quadrilatère 
AB  CD.  Pour  le  prouver  , il  faut  considérer  que  les  triangles 
ADC  , AEC  sont  égaux  en  surface , comme  ayant  même  base 
AC  et  même  hauteur  : si  donc  a la  partie  commune  A CB  , on 
•ajoute  d’une  part  le  triangle  ADC , et  de  l’autre  le  triangle 
AEC , on  aura  deux  sommés  «gales  ; donc  le  triangle  EBC 
- est  équivalent  au  quadrilatère  ABCD. 

On  voit  par-là  la  possibilité  de  transformer  un  polygone 
quelconque  en  triangle  équivalent  ; car  s’il  s’agit , par  exemple, 
d’opérer  sur  un  pentagone,  on  le  transformera,  par  la  méthode 
précédente,  en  un  quadrilatère  équivalent  ; puis  l’on  trouvera 
un  triangle  équivalent  à ce  quadrilatère. 

1 06.  Trouver  un  quarré  équivalent  à un  polygone  donné. 

Pour  résoudre  ce  problème  graphiquement , on  transfor- 
mera le  polygone  donné  en  un  triangle  équivalent  ; ensuite 
on  prendra  par  le  procédé  du  n°.  îoa  une  moyenne  propor- 
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tionnelle  entre  la  base  et  la  moitié  de  la  hauteur  de  ce  triangle  : 
cette  moyenne  proportionnelle  sera  le  côté  du  quarré  cher- 
ché ( n°*.  72  et  104). 

Il  suit  de  là  que  toutes  les  figures  rectilignes  sont  quarrables. 

Nota.  Pour  construire  uu  quarré  équivalent  à un  cercle, 
il  faudrait  que  le  côté  de  ce  quarré  fût  une  moyenne  pro- 
portionnelle entre  la  circonférence  et  la  moitié  du  rayon  du 
cercle  donné  ; mais  le  rapport  numérique  de  res  deux  lignes 
étant  incommensurable  , il  s’ensuit  que  la  quadrature  du 
cercle  est  impossible  ; cependant  l’aire  du  quarré  obtenu  par 
cette  méthode  , différera  d’autant  moins  de  celle  du  cercle , 
que  le  rapport  dout  il  s’agit  sera  plus  approché. 

107.  Inscrire  un  quarré  dans  un  cercle. 

Menez  deux  diamètres  AC , BD  perpendiculaires  entre  F,S-  #7- 
eux  ( n°.  86  ) , et  les  quatre  droites  qui  joindront  Jeurs 
extrémités  seront  les  côtés  du  quarré  inscrit  ABCD  : cela  est 
évident. 

On  voit  bien  ce  qu’il  faudrait  faire  pour  circonscrire  un 
quarré  au  même  cercle  ; et  il  n’est  pas  difficile  de  prouver 
que  le  quarré  circonscrit  est  double  du  quarré  inscrit. 

En  divisant  en  deux  parties  égales  chaque  quart  de  cir- 
conférence, et  joignant  tous  les  points  de  division,  on  aurait 
l’octogone  régulier  inscrit  ; de  là  on  pourrait  passer  à un 
autre  polygone  régulier  d’un  nombre  de  côtés  double.  Ainsi 
tous  les  polygones  réguliers  inscriptibles  ou  circonscrip- 
tibles  à l'aide  du  quarré  , sont  ceux  de  , 

4 , 8 , 16  , 3a  , etc.  côtés. 

1 08.  Inscrire  un  hexagone  régulier  dans  un  cercle. 

Portez  le  rayon  du  cercle  donné,  six  fois  de  suite  autour  de  Fl»' 
la  circonférence,  puisque  le  côté  de  l’hexagone  régulier  est 
égal  au  rayon  du  cercle  circonscrit  ( n°.  6i  ). 

En  joignant  de  deux  en  deux  les  six  points  de  division, 
l’on  aurait  le  triangle  équilatéral  inscrit. '14  est  remarquable 
que  ce  triangle  est  le  quart  du  triangle  équilatéral  circonscrit. 

Tous  les  polygones  inscriptibles  ou  circonscriptibies  au 
cercle , à l’aide  de  l’hexagone  régulier , sont  ceux  de  , 

3 , 6 , il , »4  > etc.  côtés, 

I OQ.  Inscrire  un  décagone  régulier  dans  un  cercle. 

On  divisera  le  rayon  du  cercle  donné  en  moyenne  et  Fig.  47. 
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extrême  raison,  et  la  plus  grande  partie  de  ce  rayon  sera  le 
côté  du  décagone  régulier  inscrit.  ( n°.  62  ). 

Si  l’on  joint  de  deux  en  deux  les  dix  points  de  division, 
J’on  obtiendra  le  pentagone  régulier.  Il  suit  de  là , et  de  ce 
qui  a été  dit  précédemment,  que  tous  les  polygones  régu- 
liers inscriptibles  ou  circonscriptibles  au  moyen  du  décagone, 
sont  ceux  de 

5 , 10 , 20 , 40  , etc.  côtés. 

I io-  Inscrire  un  pentédécagone  dans  un  cercle. 

L’arc  soutendu  par  le  côté  du  pentédécagone  est  égal  à 
l’arc  de  l’hexagone,  moins  celui  du  décagone.  En  effet,  l’arc 
de  l’hexagone  = j ou  | d’un  angle  droit  ; l’arc  du  décagone 
rz:  A ou  | ; donc  la  différence  de  ces  deux  arcs  — \ — 5 — ^ 
d’un  angle  droit,  et  c’est  précisément  l’arc  du  pentédécagone. 
Au  moyen  de  ce  polygone,  on  pourra  inscrire  ou  circonscrire 
tous  ceux  de , 

i5,  3o,  60,  etc.  côtés. 

Nota.  Les  problèmes  qui  précèdent  trouvent  leur  applica- 
tion dans  le  dessin  de  la  fortification  régulière. 

Solutions  par  le  calcul. 

rig.  88.  ITT.  Elever  sur  le  terrain  une  perpendiculaire  à une’droite, 
à t’aide  d'un  cordeau. 

Nous  avons  déjà  résolu  ce  problème  ( n°.  92  ) ; mais  la 
solution  actuelle  est  fondée  sur  la  propriété  du  triangle  rec- 
tangle, et  peut  être  employée  lorsqu’il  n’y  a de  libre  que 
l’espace  compris  entre  les  deux  côtés  de  l’angle  droit. 

La  droite  donnée  est  CA  ; il  s’agit  de  lui  élever  au  point 
C la  perpendiculaire  CD.  Divise*  un  cordeau  en  trois  parties, 
qui  soient  entre  elles  comme  3,  4»  5 ; attachez  ses  deux  extré- 
mités à un  piquet  z , et  après  avoir  fait  Cz  — 3 , passez  ce 
cordeau  derrière  le  piquet  C ; tendez-le  en  sorte  que  ses  deux 
parties  Cy,  yz  fassent  un  angle  y , et  soient  respectivement 
égales  à 4 et  5;  enfin  plantez  des  jalons  dans  la  direction  des 
deux  piquets  C,y , et  la  droite  CyD  sera  la  perpendiculaire 
demandée.  En  effet , le  triangle  Czy  est  rectangle  en  C , 
puisque  le  quarré  du  plus  grand  côté  est  égal  à la  somme  des 
quarrés  des  deux  autres  ( n°\  53  et  77  ). 

Ftg.  89-  I T ?..  Mesurer  la  largeur  d’une  rivière  , en  supposant  qu’on 
n'ait  d'autre  instrument  que  le  mètre. 

A la  ligne  AC  perpendiculaire  au  coulant  de  l'eau  , élevez 
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la  perpendiculaire  CE  par  la  méthode  précédente  ; prenez 
CD  environ  le  tiers  ou  la  moitié  de  CA  , et  DE  à-peu-prè* 
la  moitié  de  CD  ; placez  des  jalons  dans  la  direction  AD,  et 
au  point  E élevez  la  perpendiculaire  EF)  enfin  mesurez 
BC,  CD,  DE,  EF. 

Par  cette  construction , les  triangles  ADC , FDE  sont 
semblables  ; ainsi , 

DE  : EF  ::  CD  : CA  -, 

avant  déterminé  CA  , on  aura  la  largeur  de  la  rivière  AB 
= CA  - CB. 

On  suppose  que  A est  un  objet  remarquable  de  la  berge 
opposée  à celle  où  l’on  est , comme  une  grosse  pierre , un 
arbre  , un  buisson  , etc. 

Pour  exemple,  soient  BC  — 4m,  CD  — 3o",  DE  zz:  aom, 

EF  = 4 5 m , on  aura  , 

20  : 45  ::  3o  : CA  = ^ = 67™, 5, 

4:9:: 

donc  AB  — 67”, 5 — 4m  = 63™,  5. 

I I 5.  Mesurer  la  hauteur  d'un  objet  inaccessible , en  sup-  Fig.  9°i 
posant,  comme  ci-dessus,  que  ion  riait  d autre  instrument  que 
le  mètre. 

Soit  SP  la  hauteur  à mesurer , et  supposons  que  l’inter- 
valle BP  ne  soit  accessible  qu’au  point  B ; supposons  en 
outre  que  le  terrain  PD  soit  horizontal , ou  du  moins  d’une 
seule  pente. 

On  coupera  deux  perches  bien  droites  , auxquelles  on  don- 
nera , si  l’on  veut , la  même  longueur  , et  on  les  plantera 
verticalement  , l'une  en  B , l’une  en  A ; soient,  par  exemple, 

BF  et  AE  les  hauteurs  de  ces  perches  ; cherchez , en  vous 
mettant  la  tête  près  de  la  terre  , les  points  C , D , où  les 
rayons  visuels  SF , SE,  passant  par  l’extrémité  de  chaque 
perche  et  par  celle  de  l’objet  à mesurer , rencontrent  la  sur- 
face BD  du  terrain  ; puis  mesurez  les  parties  DA  , AC , CB  de 
cette  ligne , ainsi  que  la  longueuf  de  chaque  perche  , et  pro- 
cédez comme  il  suit  pour  calculer  la  hauteur  SP.  , 

En  supposant , pour  abréger,  DA  — a,  AC  — b,  CB  — c, 

AE  — B F — h,  BP  — x , PS  zr  y , les  triangles  sem- 
Idables  CBF , CPS  donneront , 

c • f*  ü,  c “H  K : F’ 
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Fig.  90.  Les  triangles  semblables  DA E , DPS  donneront  pareillement , 

a : h ::  a 4*  b + c -4-  x ; y, 

et  puisque  les  conséquens  sont  les  mêmes  dans  les  deux  pro- 
portions , on  est  en  droit  de  conclure  .que  , 

a : c ::  <*  4-  ^ + c + * : c - j- 

.....  • . ( b •+■  c)  c 

d ou  I on  tire , x = — ; 

a — c 

puis  substituant  cette  valeur  dans  la  première  proportion  , 

, . h(a  + i) 

on  obtient , y — — — — — ; 

a — c 

c’est  à-dire  que  la  différence  des  deux  scgtnens  DA , CB  est  à 
la  distance  CD  , comme  la  hauteur  commune  des  perches  est 
à la  hauteur  cherchée. 

I 1 4.  Connaissant  le  nombre  des  côtés  d'un  polygone  régu- 
lier , trouver  la  valeur  de  l'angle  au  centre  , et  celle  de  l'angle 
à la  circonférence. 

Puisqu’il  y a autant  d’angles  au  centre  que  de  côtés  dans  le 
polygone  , et  que  tous  ces  angles  sont  égaux  , l’un  d’eux  est 
donc  égal  à quatre  angles  droits  divisés  par  le  nombre  des 
côtés  du  polygone  ; ainsi  en  désignant  ce  nombre  par  n , on  a , 

, £ droits 

angle  au  centre  = . 

n 

La  somme  des  angles  d’un  polygone  quelconque  étant 
égale  à autant  de  fois  deux  angles  droits  qu’il  y a de  côtés 
moins  deux  (n°.  44  ) , et  dans  un  polygone  régulier  tous  ses 
angles  étant  égaux,  il  s’ensuit  que  chacun  d’eux  est  égalàleur 
somme  divisée  par  leur  nombre  ; on  a donc , 
angle  à la  circonférence , ou  angle  du  polygone  T 

2 droits  ( n — a ) 
n 

On  conclut  de  là  que  l’angle  au  centre  et  l’angle  du  poly- 
gone valent  ensemble  deux  angles  droits.  Ainsi  l’on  peut  rér* 
soudre  ce  problème  : U ne place  de  guerre  étant  fortifiée  réguliè- 
rement , et  C angle  formé  par  deux  courtines  consécutives  étant 
connu  , trouver  le  nombre  des  bastions. 

Avant  l’établissement  du  système  métrique  en  France,  les 
géomètres  étaient  dans  l’usage  de  diviser  la  circonférence. en 
3So  degrés,  le  degré  en  60  minutes,  la  minute  en  60  se- 
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coude*  , etc.  ; mais  à cause  des  avantages  de  la  division  déci- 
male, ils  partagent  maintenant  la  circonférence  en  4008*  , le 
grade  en  ioo  minutes,  la  minute  en  100  Secondes,  et  ainsi 
de  suite;  de  sorte  que  le  quart  de  la  circonférence  ou  le 
quadrant  est  de  100  grades  : c’est  ce  qui  a déjà  été  observé  en 
Arithmétique.  Il  suit  de  là  que  l’angle  au  centre  des  polygone» 
réguliers  de  3 , 4 , 5 , 6 , etc.  côtés  , sont  respectivement  de 
i33p,33',33"  j ; ioost  ; 8oe<-;  66«',  GG',  66"  etc. 

1 1 5.  Mesurer  un  angle  avec  le  rapporteur. 

Le  rapporteur  est  un  demi-cercle  de  cuivre  ou  de  corne  , 
divisé  en  t8o  degrés,  ou  en  2ooSr,  et  quelquefois  en  demi- 
grades  s’il  est  d’un  grand  diamètre.  On  en  fait  un  fréquent 
usage  pour  rapporter  sur  le  papier  les  angles  mesurés  sur  la 
terrain  ; on  s’en  sert  aussi  pour  mesurer  un  angle  sur  le 
papier , et  voici  comment  on  procède  à ce  sujet.  On  place  le 
centre  de  cet  instrument  au  sommet  de  l’angle  à mesurer , et 
l’on  fait  coïncider  son  diamètre  avec  un  des  côtés  de  cet 
angle  ; alors  le  nombre  de  grades  contenus  dans  l’arc  compris 
entre  les  deux  côtés , est  la  mesure  de  ce  même  angle. 

1 1 6.  Inscrire  dans  un  cercle  , avec  le  rapporteur , un  poly- 
gone régulier  d un  nombre  de  côtés  donné. 

La  méthode  graphique  qui  s’applique  indistinctement  à 
tout  polygone  régulier,  et  qui  est  suffisamment  exacte  dans 
la  pratique  , consiste  à placer  le  centre  d’un  grand  rapporteur 
au  centre  du  cercle  donné , et  de  prendre  sur  la  circonférence 
de  ce  rapporteur  des  arcs  consécutifs  , dont  le  nombre  de 
grades  soit  la  valeur  de  l'angle  au  centre  du  polygone  à ins- 
crire. Alors  en  menant  des  rayons  par  les  extrémités  de  tous 
ces  arcs , la  circonférence  du  cercle  sera  divisée  comme  on  le 
desire. 

II  est  indubitable  que  l’on  peut , par  le  même  moyen , cir- 
conscrire à un  cercle  un  polygone  régulier  quelconque. 

ï 1 7 . Trouver  Ut  surface  d’un  triangle  dont  on  connaît 
les  trois  côtés. 

Soient  les  côtés  BC  = a,  AC  — b,  AB  ^c;  et  dési-  p;g.  g,, 
gnons  par  .r,  le  segment  AD  ; on  aura  par  le  théorème  du 
n°.  78 , cette  relation  : 

BC1  — ÂC 1 4-  AB1  — a AB  * AD  ; 

Géométrie.  19 
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Fig.  61.  ou  en  faisant  usage  de  la  notation  actuelle, 

a1  b1  c*  — » tcx; 


d’où 


A 1 -f-  c’  — <jJ 

x — — ; 

ac 


et  CD- y-  VÂCZ  - Â&  = \/b'  - \ 

par  conséquent , 
aire  ABC  ; 

ou  bien  en  réduisant 


’=  -21  = - l/ù1  - (— 

a a r \ a c J 


aire  ABC  — \/ + 

16 

Le  numérateur  delà  fraction  qui  est  sous  le  radical , exprime 
la  différence  de  deux  quarrés,  donc  ( n°.  3 /J , Algèbre  ).  ’ 

* . AB  C — \/Ç- 


f'zbc — A* — c1 

l 4 / 

V 4 ) ' 

r(*+c)1  — “‘j  o-  - 

~ (*  — c)1]  . 

4-4 

f b +-c  -4- a ^ f b+c — a 

y fas-h — (a — A+c^ 

Enfin , si  pour  abréger  l’on  fait  a -f-  b + c — p , on’ 

aura  ± + c~a  — — — a,  = L _ *,  et, 

; a a a a 

o+i — c p 

— — — — c , partant , 


..4W  = 14  . . 

Il  résulte  de  là  que  la  surface  d’un  triangle  dont  les  trois • 
côtés  sont  donnés  , est  égale  à la  racine  quarrée  du  produit i 
de  quatre  facteurs  , dont  le  premier  est  la  moitié  du  périmètre 
du  triangle  , et  dont  les  autres  sont  les  trois  restes  que  l’on 
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obtient  en  étant  successivement  de  ce  demi-périmètre  chacun 
des  côtés.  . . . 

Cette  formule  est  très  - utile  dans  l’Arpentage  ; car  si  un 
polygone  rectiligne  quelconque  est  décomposé  en  triangles, 
et  que  1 on  connaisse  tous  leurs. côtés  , on  pourra  évaluer  im- 
médiatement l'aire  de  ce  polygone  à l’aide  de  cette  formule. 

Pour  application,  soit  a — 25m,  b “ aom  , c — i5m 
on  aura , 

'■  ‘ • \ 

s . ABC  — V^3 o . ( 3o  — a5)  (3o  — 20)  (3o  — 1 5)  — 1 5o”M  ; 

mais  comme,  dans  ce  cas  particulier , le  triangle  ABC  est  rec- 
tangle , puisque  le  quarré  du  plus  grand  côté  est  égal  à Ja 
somme  des  quarrés  des  deux  autres  côtés,  il  est  plus  simple 
de  déterminer  sa  surface  en  multipliant  un  des  côtés  de  l’angle 
droit  par  la  moitié  de  l’autre  ( n°.  72  );  on  a donc,  comme 
ci-dessus , 

_ jnr  60.  . 30  xi5 

s ■ Ats  C = — — — 1 5om  ï. 

a a ' é"  V 

Problèmes  à résoudre. 

1 18.  Nous  avons  fait  usage  de  l’Algèbre  pour  résoudre  le 
problème  précédent , parce  que  c’est  en  général  le  moyen  le  plus 
direct  et  le  plus  sur  pour  parvenir  à découvrir , en  Géométrie  , 
les  relations  qui  existent  entre  les  quantités  données  et  celles 
que  l’on  cherche.  Voici  les  énoncés  de  plusieurs  autres  ques- 
tions que  les  Elèves  pourront  s’exercer  à résoudre  , soit  par 
la  voie  purement  géométrique , soit  par  l’analyse. 

i°.  L'aire  d’un  rectangle  est  de  8ora  ï , et  V excès  de  sa  base 
sur  sa  hauteur  est  1 c1?1.  Trouver  les  valeurs  numériques  de 
ces  deux  lignes.  Réponse...  i6m  et  5m. 

20.  L'aire  d'un  trapèze  ==  i3i5mtl,  et  ses  deux  bases  paral- 
lèles sont  i3m  et2im.  Quelle  est  sa  hauteur  ? Rép.  77m,353. 

3°.  L’aire  d'un  triangle  équilatéral  est  de  38g“-<ï,7i  ; trouver 
son  côté.  Rép.  3ora. 

4°.  L'aire  de  l'hexagone  régulier  est  de  x66®-q,272  ; quel 
est  son  côté  ? Rép.  8m. 

5°.  La  somme  des  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle  est  1 5Cm, 
et  sa  surface  égale  1 o 1 4m-<1  i déterminer  chacun  de  ces  côtés. 
Rép-  3gm  , 5am,  b5m» 
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G°.  Les  deux  segmens  du  diamètre  d’un  cercle  sont  dans 
le  rapport  de  3 à 5 , et  les  deux  parties  de  la  corde  qui 
forme  ces  segmens  sont  io  et  l8;  trouver  ce  diamètre.  Rép. 
27,"  71. 

70.  L'aire  d'un  cercle  est  de  i3îm-S,7326;  quel  est  son  rayon? 

Rép.  6m,5. 

8°.  Trouver  taire  d'un  cercle  , sachant  que  les  deux  cordes 
menées  d'un  point  de  la  circonférence  aux  extrémités  du 
diamètre  sont  I7m  et  a3m.  Rép.  642“  ^, 426. 

90.  Déterminer  taire  d'un  secteur  circulaire , dont  rare  est 
48gr,ao' , et  dont  le  rayon  égale  aom.  Rép.  i5i“-S,4a5. 

io°.  Les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  3om  . a4m  • et  2om  ; le 
diviser  en  deux  parties  équivalentes  par  une  ligne  parallèle  au 
plus  grand  côté.  Rép.  la  ligne  de  division  — 2im,2i. 

ii°.  Les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  comme  3:7:8, 
et  son  aire  est  34on>-s  ; quels  sont  ces  trois  côtés  ? Réponse.... 
I7m,i6;  4om,o4;  45m,76. 

12°.  Trouver  le  rapport  de  Taire  du  dodécagone  régulier 
inscrit  à celle  du  quarré  circonscrit.  Réponse.,..  Le  dodéca- 
gone inscrit  est  les  f du  quarré  circonscrit. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

UES  PROPRIÉTÉS  UES  PLANS  QOI  SE  RENCONTRENT,  ET  * 

UE  CELLES  DES  LIGNES  DROITES  COUPÉES  PAR  UES 

PLANS  PARALLÈLES. 

1 1 Q.  L'intersection  de  deux  plans  est  une  ligne  droite. 

En  effet  une  droite  qui  passerait  par  deux  points  de  la  com- 
mune section  de  deux  plans,  serait  à la  fois  dans  l’un  et 
l’autre  plan;  donc,  cette  droite  est  l’intersection  même  de 
ces  plans. 

Par  un  point , ainsi  que  par  une  droite  , on  peut  faire 
passer  une  infinité  de  plans  différens. 

La  position  de  trois  points  , ainsi  que  celle  de  deux  droites 
qui  se  coupent  ou  qui  sont  parallèles  , détermine  la  posi- 
tion (T un  plan. 

Une  droite  est  dite  perpendiculaire  à un  plan  lorsqu’elle 
est  perpendiculaire  à toutes  les  droites  qui  passent  par  sou 
pied  dans  le  plan , réciproquement  le  plan  est  perpendiculaire 
à la  droite. 

Ue  pied  de  la  perpendiculaire  est  le  point  qu’elle  a de  commun 
avec  le  plan. 

Une  ligne  est  parallèle  à un  plan , ou  deux  plans  sont 
parallèles  entre  eux.  lorsque  la  ligne  ne  peut  jamais  ren- 
contrer le  plan,  ou  lorsque  les  plans  ne  peuvent  se  ren- 
contrer à quelque  distance  qu’on  les  suppose  prolongés  l’un 
et  l’autre. 

120.  Une  droite  est  perpendiculaire  à un  plan  lorsqu'elle  F]-g  ^ 
Test  à deux  droites  passant  par  son  pied  et  tracées  dans  ce 
plan.  ' 

Soit  AP , perpendiculaire  sjir  les  droites  BP  et  CP  tracées 
dans  le  plan  MN.  Il  faut  prouver  que  toute  droite  DP  menée 
dans  le  même  plan  et  par  le  point  P , est  perpendiculaire 
à AP. 

Par  le  point  Z>,  pris  à volonté  sur  DP,  menez  BC,  de 
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Fig.  91.  manière  que  BD  — CD , et  tirez  les  droites  AB , AD,  AC. 
Le  triangle  BAC  donne 

AB1  4-  AC 1 ==  a AD1  + a BD1  ( n°.  80  ) , 
le  triangle  BCP  donne  de  même 

B?1  -J -CP1  — JDPZ  + a BD1  -, 

Soustrayant  cette  dernière  équation  de  la  première , et 
réduisant  à l’aide  des  relations  AB'  — BP  — AP  , 
AC~  — CP~  — AP1 , que  fournissent  respectivement  les 
triangles  rectangles  ABP , ACP,  on  aura, 

a AP1  = a JB1  — iDPz,  donc  IP1  -f-  DP1  — AD1  ; 
donc  le  triangle  ADP  est  rectangle  en  P;  donc,  etc. 

Fij.  91.  I 2 t . De  toutes  les  droites  menées  d'un  point  à un  plan , 
la  plus  courte  est  la  perpendiculaire , et  la  plus  longue  est 
celle  qui  s’écarte  davantage  du  pied  de  cette  perpendiculaire. 

Soit  AP  perpendiculaire  au  plan  MN  et  AB~^>AC  ; les 
points  B , C,  étant  situés  dans  le  plan  MN.  Si  par  le  point 
A on  tire  la  droite  AD  égale  à AC  et  dans  le  plan  ABP, 
les  triangles  rectangles  A PD , APC  seront  égaux.  Or  par  le 
n°.  a.'(,  l’oblique  AB  étant  plus  grande  que  AD , on  a BP 
plus  grand  que  PD-,  mais  PD  — PC  par  construction  -, 
donc  PB  > PC  ; donc  , etc.  La  proposition  réciproque  est 
. également  vraie. 

Il  suit  Je  la  que  le  pied  .P  de  la  perpendiculaire  AP  est  le 
centre  d’un  cercle  qui  serait  décrit,  sur  le  plan  MN , du 
point  A comme  centre  et  d’un  rayon  plus  grand  que  AP  : 
propriété  qui  fournit  le  moyen  d’abaisser  sur  un  plan  une 
perpendiculaire  d’un  point  pris  hors  de  ce  plan. 

Fig.  gî.  12  2.  Si  du  pied  d'une  perpendiculaire  h un  plan  , on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  une  ligne  menée  dans  ce  plan, 
et  qu'on  tire  une  droite  du  pied  de  cette  seconde  perpendiculaire 
à un  point  quelconque  de  la  première  ; cette  droite  sera  per- 
pendiculaire à la  ligne  menée  dans  le  plan. 

Soit  AP  perpendiculaire  au  plan  MN,  et  PD  perpendi- 
culaire à la  ligne  BC  menée  dans  ce  plan,  je  dis  que  AD 
sera  perpendiculaire  à BC. 

Prenez  BD  z=.  DC,  et  joignez  BP,  PC.  Par  cette  construc- 
tion les  triangles  BPD , CPD  sont  égaux,  donc  BP  — PC. 
De  même  les  triangles  rectangles  AP  B , APC  sont  égaux , 
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donc  AB  — AC,  donc  ( n°.  24  ) la  droite  AD  est  perpen- 
diculaire à BC. 

12 3.  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à un  plan,  toute  9^’ 
ligne  parallèle  à celle-ci  sera  perpendiculaire  au  meme  plan. 

Soit  la  ligne  AP  perpendiculaire  au  plan  MN,  et  CD 
parallèle  à AP.  Suivant  ces  parallèles,  conduisez  un  plan 
dont  l’intersection  avec  celui  MN  sera  PD  ; dans  ce  dernier 
plan  menez  DE  perpendiculaire  à PD,  et  joignez  AD. 

En  vertu  du  théorème  précédent , DE  est  perpendiculaire  à 
AD  , et  par  construction  cette  droite  est  aussi  perpendiculaire 
à.  PD-,  donc  DE  est  perpendiculaire  au  plan  APDC,  et  par 
conséquent  à la  droite  CD.  Mais  la  droite  CD,  parallèle 
à AP , est  perpendiculaire  à PD,  donc  cette  droite  est  per- 
pendiculaire au  plan  MN. 

II  suit  de  là,  i°.  que  si  deux  , ou  en  général  plusieurs  lignes 
situées  dans  des  plans  différens,  sont  perpendiculaires  à un. 
plan , ces  lignes  sont  parallèles  entre  elles  ; 2°.  que  si  deux 
droites  A , B sont  chacune  parallèles  à une  troisième  C,  ces 
droites  A , B sont  aussi  parallèles  l’une  à l’autre. 

1 2/j . Toute  droite  parallèle  à une  ligne  menée  dans  un  r,S-  95- 
plan  , est  parallèle  à ce  plan.  - 

La  droite  AB , qui  est  parallèle  à la  ligne  CD  menée  dans 
le  plan  MN , ne  pourrait  rencontrer  ce  plan  sans  couper  la 
droite  CD , cé  qui  est  impossible  ; donc  AB  est  parallèle  au 
plan  MN.- 

125.  Deux,  plans  perpendiculaires  a une  meme  droite  sont  ^'S-  9®- 
parallèles  entre  eux  ; réciproquement  si  une  ligne  est  perpen- 
diculaire à l'un  des  plans  parallèles  , elle  sera  aussi  perpen- 
diculaire à l’autre  plan. 

Supposons  que  les  plans  MN , PQ  perpendiculaires  l’un 
et  l’autre  à la  droite  AB  , puissent  se  rencontrer  suivant  CD. 

Prenons  un  point  O sur  cette  commune  section , et  menons 
les  lignes  AO , BO  ; la  première  AO  sera  toute  entière  dans 
le  plan  MN,  puisque  A est  le  pied  de  la  perpendiculaire  AB-, 
donc  l’angle  A est  droit.  Par  la  même  raison , BO  est  situé 
dans  le  plan  PQ , donc  l’angle  B est  droit.  Il  suit  de  là  que 
AO  et  BO  seraient  deux  perpendiculaires  abaissées  d’un 
même  point  sur  une  droite,  ce  qui  est  impossible  ; donc  les 
plans  MN,  PQ  ne  peuvent  se  rencontrer,  donc  ces  plans  sont 
parallèles. 

I 2 6.  Les  intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un  Fig, 
troisième  plan  , sont  parallèles. 

* iy 
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Fijj.  97.  Supposons  que  les  droites  AB ,'  CB  soient  les  intersection* 

respectives  du  plan  ABDC  avec  les  plans  parallèles  MN , PQ. 
Si  ces  droites  n’étaient  pas  parallèles  il  est  évident  qu’elles  se 
rencontreraient,  puisqu’elles  sont  dans  un  même  plan  ; mais 
alors  les  plans  MN , PQ  dans  lesquels  elles  se  trouvent  res- 
pectivement , se  Yencontreraient  aussi , ce  qui  est  contre  la 
supposition  ; donc  les  droites  AB.,  CD  sont  parallèles. 

*'S-  9W-  127.  Les  parallèles  comprises  entre  deux  plans  parallèles 

sont  égales. 

Si  par  les  droites  parallèles  AB , CD  on  conçoit  qu’on  ait 
mené  le  plan  ABDC , les  intersections  AC , BD  de  ce  plan 
avec  les  plans  parallèles  MN,  PQ  seropt  parallèles  entre  elles  , 
et  alors  la  figure  ABDC  sera  un  parallélogramme;  donc 
AB  — CD. 

1 99-  128.  Si  deux,  angles  non  situés  dans  un  même  plan  ont 

les  côtés  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens  , ces  angles 
set  ont  égaux  , et  leurs  plans  seront  parallèles. 

Soient  les  côtés  AC,  CB  de  l'angle- C,  respectivement  pa- 
rallèles aux  côtés  A' C1  , C'B1  de  l’angle  C1  ; et  soit  pris^C 
— AlC , CB  = C'B1 . 

Suivant  le  théorème  précédent,  la  figure  CAA'C'  est  un 
parallélogramme,  et  par  conséquent  AA'  est  égale  et  parallèle 
à CC';  il  en  est  de  même  de  BB'  et  de  CCI  ; donc  AA'  est  aussi 
égale  et  parallèle  à BB'  (n°.  ia3).  Ainsi  les  triangles  ACB , 
A' C' B'  ayant  les  trois  côtés  égaux  chacun  à chacun,  on  a 
C = C'  ; et  il  est  évident  que  ces  triangles,  ou  que  les  plans 
MN , PQ  qui  les  renferment  respectivement,  sont  parallèles. 

Fig.  100.  I 2C).  Deux  droites  comprises  entre  deux  plans  parallèles  , 
sont  coupées  en  parties  proportionnelles  par  un  troisième  plan 
mené  parallèlement  aüx.  deux  autres. 

Les  droites  AB , CD  étant  celles  que  l’on  considère,  si  par 
ABC  on  mène  un  plan , ses  intersections  avec  les  plans  paral- 
lèles MN , BS  seront  AC,  xy  ; si  de  môme  par  B CD  on 
mène  un  plan , il  céupera  PQ  et  BS  suivant  BD  et  yz.  Or 
dans  le  triangle  ABC  on  a , 

Ax  : x B ::  Cy  : yB\ 

•et.  dans  le  triangle  BCD  on  a , 

Cy  : y B : ; Cz  ; zD  ; 
donc  à cause  du  rapport  commun  , 

Ax  : xB  Cz  : zD-,  donc,  «te. 
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CHAPITRE  I I. 

DES  ANGLES  POLYÈDRES. 

i3û.  On  appelle  angle  dièdre  , c’est-à-dire  angle  à deux  F|S-  *oi. 
laces,  l’inclinaison  de  deux  plans. 

I 3 1 . L’angle  dièdre  est  mesuré  par  P angle  que  forment 
entre  elles  deux  droites  menées  dans  chacune  de  ses  faces , 
perpendiculairement  à leur  intersection , et  par  un  même  point 
de  cette  ligne. 

Si  donc  GH  mené  dans  le  plan  AC  est  perpendiculaire  à AB, 
et  que  GK  mené  dans  le  plan  AE  soit  aussi  perpendiculaire 
à AB , l’angle  HGK  mesurera  l’inclinaison  de  ces  deux  plans. 

I 3a.  Deux  plans  qui  se  traversent  mutuellement , offrent 
les  mêmes  propriétés  que  deux  lignes  qui  se  coupent  (n°.i4). 

De  môme  lorsque  deux  plans  parallèles  sont  coupés  par  un 
troisième  plan,  il  existe  les  mêmes  propriétés  que  quand  deux 
droites  parallèles  sont  coupées  par  une  troisième  droite(n°.  29). 

I 35.  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à un  plan  , tout  Fig.  103. 
plan  qui  passera  par  cette  droite  , sera  perpcnaiculaire  à 
Vautre  plan. 

Par  la  droite  AP  perpendiculaire  an  plan  MN , menons  à 
volonté  le  plan  AB,  et  par  le  pied  P de  cette  perpendiculaire , 
élevons  à la  commune  section  PB  des  deux  plans  une  perpen- 
diculaire PD  dans  le  plan  MN , laquelle  sera  en  même-tems 
perpendiculaire  à AP  ; mais  l’angle  APD  mesure  l’inclinai- 
son des  deux  plans  MN , PC  ; donc  puisque  cet  angle  est 
droit , les  deux  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux. 

Concluons  de  là  que  si  deux  plans  sont  perpendiculaires  à 
un  troisième  plan , la  commune  section  des  deux  premiers  est 
perpendiculaire  au  troisième. 

I 3/|.  On  appelle  angle  solide  ou  angle  polyèdre  , l’espace 
indéfini  compris  entre  plusieurs  plans  qui  se  réunissent  au 
même  point.  Le  plus  simple  de  tous  les  angles  polyèdres  est 
celui  qui  est  formé  par  trois  plans  j il  y a donc  dans  l’angle 
trièdre  six  choses  à considérer , savoir,  trois  angles  plans  et 
trois  angles  dièdres. 

1 35-  La  somme  de  deux  quelconques  des  angles  plans  qui 
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composent  un  an  nie  trièdre  , est  toujours  plus  grande  que  le 
troisième. 

Fig.  io3.  Soit  l’angle  frièdre  S composé  des  angles  plans  ASB , ASC  » 
CSB.  Si  dans  le  premier  angle  ASB  on  mène  SD , de  manière 
que  l’angle  DS  B = CSB  ; puis  si  l’on  prend  SD  — SC , et 
que  par  les  deux  points  C,  D,  on  mène  à volonté  le  plan 
ABC , les  triangles  DSB , CSB  seront  égaux  , comme  ayant 
un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à cha- 
cun. Donc  DB  — CB  ; mais  AC  -f-  CB  > AD  DB , ou  ce 
qui  est  de  même , AC"^>  AD.  Ainsi  les  deux  triangles  ASD  » 
ASC  ont  un  angle  inégal  compris  entre  cotés  égaux  chacun 
à chacun  ; donc  ASD  ASC  : ajoutant  d’un  côté  l'angle  DSB, 
et  de  l’autre  son  égal  CSB , on  aura  , 

ASD  -f  DSB , ou  ASB  < ASC  -f  CSB  ; 
donc , etc. 

Fig.  104.  | La  somme  des  angles  plans  qui  composent  un  angle 

polyèdre  convexe  ou  à arêtes  saillantes  , est  toujours  moindre 
que  quatre  angles  droits. 

Couper  l’angle  polyèdre  S par  un  plan  quelconque  ABCDE , 
et  du  point  O pris  dans  ce  plan,  menez  les  droites  AO,  BO... 
La  somme  des  angles  des  triangles  ASB,  BSC,...  qui  ont  le 
point  S pour  sommet  commun  , équivaut  à-  la  somme  des 
angles  d’un  pareil  nombre  de  triangles  AOB , BOC,...  formés 
autour  du  sommet  O.  Or , au  point  A les  deux  angles  SAB  > 
SAE  pris  ensemble  , sont  plus  grands  que  le  troisième  angle 
BAE\  de  meme  an  point  B , on  a SBA  -fi.  SBC"j>  ABC , et 
ainsi  de  suite  ; par  conséquent  la  somme  des  angles  à la  base» 
s des  triangles  SAB,  SAE,...  est  plus  grande  que  la  somme  des 
angles  à la  basç  , des  triangles  dont  le  sommet  est  en  O; 
donc , par  compensation , la  somme  des  angles  autour  du 
point  S est  plus  petite  que  la  somme  des  angles  , qui , autour 
du  point  O,  vaut  quatre  angles  droits. 

Fig.  ic>5.  j ^ -j.  Si  deux  angles  trièdres  sont  formés  de  trois  angles 
plans  égaux  chacun  à chacun  et  disposes  de  la  même  ma- 
nière , ces  angles  seront  égaux  et  superposables. 

Soient  S , S1  les  deux  angles  trièdres.  Du  point  A pris  à 
volonté  sur  le  côté  SA , menez  AB  et  AC  perpendiculaires  à 
SB  et  SC.  Du  même  point  A , abaissez  sur  le  plan  BSC  la 
perpendiculaire  AP  ; joignez  le  pied  P de  cette  perpendicu- 
laire avec  les  points  B , C.  Enfin  prenez  S'A'  “ SA , e» 
laites  la  même  construction  pour  l'angle  S1. 
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Les  triangles  SBA , S'B'A1,  l’un  rectangle  en  B , Pautre 
en  B 1 sont  égaux  : il  en  est  de  même  des  triangles  ASC , 
A'S'C'  ; donc  SB  = S' B' , SC—S'C'  , AB=A'B'  et  AC 
= A'C.  De  plus  , en  vertu  du  n°.  12a,  les  angles  SBP , 
S' B' P'  sont  droits. 

Cela  posé , le  quadrilatère  SBPC  est  égal  au  quadrilatère 
S'B'P'  C ' , et  en  effet  le  premier  peut  être  appliqué  exacte- 
ment sur  Pautre;  donc  BP  — B1  P1  , et  PC  zz.  P1  C' . Il  suit 
de  là  que  les  triangles  ABP  , A1  B' P1  rectangles  , l’un  en  P, 
l’autre  en  P 1 sont  égaux  ; donc  angle  ABP  — angle  A1  B1  P1, 
mais  l’angle  ABP  mesure  l’inclinaison  des  deux  plans  BSA , 
BSC  ; de  même  l’angle  A' B' P'  mesure  l’inclinaison  des  deux 
plans  B'S'A'  , B' S1  C1  ; donc  ces  deux  inclinaisons  sont 
égales , donc  les  deux  angles  trièdes  S , Sr  sont  superposables. 

I ?>8.  Les  angles  plans  qui  composent  les  angles  trièdres 
S , S ' pourraient  être  disposés  dans  un  ordre  inverse,  et  l’on 
démontrerait  encore  que  ceux-ci  sont  égaux  dans  toutes  leurs 
parties;  mais  alors  ces  angles  ne  seraient  point  superposables. 
Ce  sont  ces  derniers  que  l’on  a nommés  angles  symétriques. 


CHAPITRE  III. 

DES  POLYÈDRES  OU  DES  CORPS  TERMINÉS  PAR  DES 
PLANS,  ET  DE  QUELQUES-UNES  DE  LEURS  PROPRIÉTÉS. 

I Un  espace  fermé  dans  tous  les  sens  par  plusieurs  F*g-  ,o5- 
plans  , se  nomme  solide , ou  plus  exactement  polyèdre. 

II  faut  au  moins  quatre  plans  pour  terminer  un  espace  de 
toutes  parts.  Dans  ce  cas,  cet  espace  se  nomme  tétraèdre  : 
tel  est  le  corps  représenté  par  la  figure  SABC. 

L’intersection  de  deux  faces  adjacentes  d’un  polyèdre, 
s’appelle  côté  du  arête  du  polyèdre.  Ainsi  SB  est  une  arête 
du  tétraèdre  SABC. 

Tout  corps  dont  une  des  faces  est  un  polygone , et  dont 
toutes  les  autres  faces  sont  des  triangles  ayant  leur  sommet 
au  même  point,  se  nomme  pyramide.  Le  tétraèdre  est  donc 
une  pyramide. 

Les  polyèdres  prennent  différens  noms  eu  égard  au  nombre  Fi8-  I07- 
et  à la  disposition  de  leurs  faces.  On  appelle  prisme  , par 
exemple,  un  corps  compris  sous  deux  faces  opposées  égales 
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107.  et  parallèle»,  et  dout  toutes  les  autres  faces  sont  des  parallé- 
logrammes. Telle  est  la  figure  107. 

Dans  le  prisme,  les  deux  polygones  opposés  égaux  ABCDET 
A'B'C'D'E1  en  sont  appelés  les  bases.  Le  polygone  sur  lequel 
une  pyramide  est  censée  posée , se  nomme  aussi  la  base  de 
cette  pyramide. 

La  pyramide  et  le  prisme  sont  dits  triangulaires , quadran- 
gulaires , etc...  selon  que  leur  base  est  un  triangle , un  qua- 
drilatère, etc... 

La  hauteur  d’un  prisme  est  la  perpendiculaire  abaissée  d’un- 
point  d’une  de  ses  bases  sur  l’autre  base. 

La  hauteur  d’une  pyramide  est  la  perpendiculaire  abaissée 
du  sommet  de  ce  corps  sur  le  plan  de  sa  base. 

108.  On  appelle  parallèiipipèdc , un  prisme  qui  a pour  base  un, 
parallélogramme.  Un  parallclipipède  est  rectangle  lorsque 
toutes  ses  faces  sont  des  rectangles. 

109.  Le  cube  ou  Yhc.raèdre  régulier  est  le  parallclipipède  dont 
toutes  les  faces  sont  des  quarrés. 

La  diagonale  d’un  polyèdre  quelconque  est  la  droite  qui 
joint  les  sommets  de  deux  angles  polyèdres  non  adjaccns. 

110.  1 40.  Les  faces  apposées  d'un  parallèlipipède  sont  égales  y 
et  les  diagonales  menées  par  les  sommets  des  angles  trièdres 
se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales. 

Puisque  d’après  la  définition  de  ce  solide,  les  bases  oppo- 
sées ABCD , EFGH  sont  des  parallélogrammes  égaux  ,vçt  que. 
leurs  côtés  correspondans  sont  parallèles,  il  s’ensuit  que  les 
arêtes  AE , BF,  CG , DH  sont  égales  et  parallèles  entre  elles-; 
donc  les  faces  opposées  AF,  DG  et  AH,  BG  sont  aussi  égales 
et  parallèles. 

Maintenant  si  l’on  mène  deux  diagonales  quelconques  AG, 
DF,  il  est  évident  qu’elles  seront  celles  du  parallélogramme 
ADGF ; or  ces  diagonales  se  coupent  mutuellement  en  deux 
parties  égales  au  point  O , puisque  les  deux  triangles. 
AOD,  FOG  sont  égaux  comme  ayant  un  côté  égal  adjacent 
à deux  angles  égaux  chacun  à chacun  ; donc  etc. 

Il  est  remarquable  que  les  angles  trièdres  F,  D opposés  v 
sont,  symétriques  l’un  de  l’autre,  et  que  les  deux  prismes 
triangulaires  ABC  EFG , ADCEHG  dont  est  composé  le 
prisme  entier,  sont  équivalens,  quoique  les  faces  de  l’ua 
soient  disposées  dans  un  ordre  inverse  des  faces  de  l’autre. 
Ceux  qui  désireront  connaître  les  démonstrations  rigou- 
reuses de  ces  deux  propositions,  les  trouveront  dans  la, 
Géométrie  de  Legendre  ou  dans  celle  de  Lacroix. 
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Des  conditions  d égalité  des  Tétraèdres  et  de 
celles  des  Prismes , et  de  la  nature  des  sections 
faites  dans  ces  corps. 

T 4 1 • *&"  tes  angles  trièdres  homologues  des  pyramides 
triangulaires  sont  composés  de  triangles  égaux  et  sembla- 
blement disposés  , ces  pyramides  sont  égales. 

Les  pyramides  triangulaires  sont  encore  égales , si  elles  ont 
un  angle  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  égales  chacune 
à chacune  et  assemblées  de  la  même  manière. 

Deux  prismes  sont  égaux , lorsqu’ils  ont  un  angle  trièdre  ' 
compris  entre  trois  plans  égaux  chacun  à chacun  et  assem- 
blés de  la  même  manière. 

Ces  trois  propositions  se  prouvent  aisément  par  la  super- 
position. 

1 4 1-  Si  on  coupe  un  prisme  par  un  plan  parallèle  h la  base,  Fig.  107.1 
la  section  résultante  sera  égale  à cette  base. 

Puisque  le  plan  de  section  abede  est  parallèle  à la  base 

ABCDE , les  parallèles  Aa , B b , sont  comprises  entre. 

plans  parallèles , et  sont  parconscquent  égales.  Ainsi  toutes 
les  ligures  AEca,  ABba,,..  sont  des  parallélogrammes.  De 
plus,  les  angles  bae , BAE  sont  égaux,  comme  ayant  les 
côtés  parallèles  et  les  ouvertures  tournées  dans  le  même  sens. 

Il  en  est  de  même  des  angles  acd,  AED,...',  donc  le  polygone 
ubede  est  égal  à la  base  ABCDE. 

l43.  Si  on  coupe  une  pyramide  quelconque  par  un  plan  Fig.  tsij 
parallèle  à sa  base , ses  côtés  et  sa  hauteur  seront  divisés 
proportionnellement,  et  la  section  sera  un  polygone  semblable 
à la  base.  , . * , . 

Soit  abcd  la  section  faite  dans  la  pyramide  S A B CD. 
les  droites  AB , ab;  AD,  ad ; ...  sont  parallèles  ( n».  126  ); 
ainsi  les  angles  BAD,bad,...  sont  égaux,  et  le  polygone 
abcd  est  équiangle  au  polygone  ABCD.  De  plus,  par  le 
n°.  46,  SA  : Sa  : : AD  : ad  ; : AB  ; ab , etc.  Donc  les  côtés 
du  polygone  abcd  sont  proportionnels  aux  côtés  homologues 
du  polygone  ABCD  ; donc  ces  deux  polygones  sont  sem- 
blables (n‘*.  57). 
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CHAPITRE  IV. 

VF  LA  MESURE  DES  VOLUMES  DES  PRISMES  ET  DES 
PYRAMIDES. 

l44-  L’espace  occupé  par  un  corps  , se  nomme  sa  solidité , 
ou  pour  mieux  dire,  son  volume.  Quand  on  considère  un 
vase , ou  un  corps  creux , on  désigne  encore  son  volume  par 
le  mot  capacité. 

Les  corps  sont  ou  égaux  ou  équivalens  en  volume,  selon 
qu'ils  sont  ou  ne  sont  pas  superposables,  et  qu’ils  occupent 
des  espaces  égaux. 

t45.  Deux  parallélipipèdes  de  même  base  et  de  même 
hauteur  sont  équivalens  entre  eux. 

11  peut  arriver  deux  cas  réellement  distincts  ; ou  les  bases 
supérieures,  situées  dans  un  même  plan , sont  comprises  entre 
les  mêmes  parallèles , ou  elles  n’y  sont  pas  comprises. 

»iaî  Ier.  Cas.  Soit  ABCD  la  base  commune  de  deux  paralléli- 
pipèdes AG,  AL,  ayant  même  hauteur.  Leurs  bases  supé- 
rieures EFGH , IKLM , étant  comprises  entre  les  parallèles 
EM,  FL,  on  voit  aisément  que  ,les  deux  prismes  AEIBFK, 
DHM6GL  sont  égaux  ( n°.  141  )•  Mais  le  premier  parallé- 
lipipède  AG  est  équivalent  au  corps  entier  ABCDEFLM, 
moins  le  prisme  triangulaire  DHML  ; de  même  le  second  pa- 
rallélipipède  AL  est  équivalent  au  corps  entier  ABCDEFLM, 
moins  le  prisme  AEIK,  donc  ces  deux  parallélipipèdes  sont 
équivalens. 

11  "•  IIe.  Cas.  Si  les  deux  parallélipipèdes  que  l’on  considère, 
ont  pour  bases  supérieures  , NOPQ,  IKLM  situées  dans  un 
même  plan,  et  pour  base  inférieure  commune  ABCD,  ces 
deux  parallélipipèdes  sont  encore  équivalens  ; car  en  consi- 
dérantque  le  parallélipipède  ,^G  ait  sa  base  supérieure  ELGH, 
comprise  à la  fois  entre  les  parallèles  qui  renferment  les 
bases  NOPQ,  IKLM,  ce  parallélipipède  sera  en  même 
teins  équivalent  au  parallélipipède  AP  et  au  parallélipipède 
AL',  donc  les  deux  parallélipipèdes  AP,  AL,  inclinés  dans 
des  sens  diffcrens,  et  ayant  même  base  et  même  hauteur, 
sont  équivalens. 
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Il  résulte  de  là  que  tout  parallélipipède  peut  être  change  f 

en  un parallélipipède  rectangle  équivalent , ayant  meme  hau- 
teur et  une  base  équivalente. 

146.  Deux  parallélipipèdes  rectangles  qui  ont  même  base,  Fig.  114. 
sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs. 

Les  deux  parallélipipèdes  rectangles  AG,  AL,  ont  même 
base  AC.  Supposons  d’abord  que  leurs  hauteurs  AE,  Al 
soient  commensuràbles  , soient  par  exemple  ::  19  : 7.  Si 
on  divise  AE  en  19  parties  égales.  Al  en  comprendra  7 ; 
et  si  par  tous  les  points  de  division  de  AE  on  mène  des 
plans  parallèles  à ABCD,  le  parallélipipède  AG  sera  évi- 
demment composé  de  dix-neuf  volumes  partiels,  ayant  même 
hauteur  et  même  base,  et  le  parallélipipède  AL  sera  de  même 
composé  de  7 de  ces  volumes  partiels  ; donc  ces  deux  paral- 
lélipipèdes sont  entre  eux  ::  19  : 7.  Donc,  etc. 

Lorsque  les  hauteurs  AE  et  Al  sont  incommensurables , 
les  volumes  des  deux  corps  AG , AL  n’en  sont  pas  moins 
dans  le  rapport  de  ces  hauteurs;  et  pour  le  démontrer,  on 
peut  employer  le  mode  de  démonstration  du  110.  38  ; c’est-à- 
dire  la  réduction  à r absurde. 

1 4.7-  Deux  parallélipipèdes  rectangles  qui  ont  meme  hau-  Jtg 
teur  , sont  entre  eux  comme  leurs  bases. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  supposons  que  les  pa- 
rallélipipèdes AG,  10,  qui  ont  même  hauteur  AE , aient 
leurs  bases  BG,  CO  adjacentes  et  comprises  entre  les  mêmes 
parallèles  BL,  FO.  En  prolongeant  respectivement  les  droites 
MN,  IK  jusques  en  P et  en  R,  on  formera  un  nouveau  parallé-, 
lipipède  RG , qui  aura  même  base  que  le  parallélipipède  AG, 
et  que  le  parallélipipède  10.  Or,  d’après  le  théorème  pré-, 
cèdent, 

vol.  RG  : vol.  AG  ::  IC  : AB, 
et  t yol . 10  : vol.  RG  ::  IK  : CB.  ' 

. Multipliants  eca  deux  proportions  par  ordre,  et  omettant  le 
facteur  commun  vol.  RG , on  aura  , 

vbl.  ÎO  : vol.  AG  v.  ic  X IK  : AB  y BC-, 
riais  IC  X IK  = aire  ICLK,  et  AB  X f?C  = aire  ABCD  ,. 
donc  deux  parallélipipèdes  de  même  hauteur,  sont  entre 
eux  comme  leurs  bases. 

l48-  Deux  parallélipipèdes  rectangles  quelconques , sont  Fig.,  tif>. 
entre  eux  comme  les  produits  de  leurs  bases  par  leurs  hauteurs . 
ou  comrpe  les  produits  de  leurs  trois  dimensions.  '■* 
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,g  Ir*.  Démonstration  : Soient  les  deux  parallélipipèdes  rec- 
tangles AG,  10,  que  l’on  considère.  Si  l’on  forme  le  parallé- 
lipipède  7Q , on  aura  par  les  deux  derniers  théorèmes , 

vol.  AG  : vol.  1Q  ::  AB  CD  : 1CLK, 
et  vol.  /Q  : vol.  10  ::  1S  : IM ; 

donc,  en  multipliant  par  ordre , et  réduisant , on  a, 
vol.  AG  : vol.  10  ::  ABCD  X IS  : ICLK  X IM 

::  AB  y.BCy.BF  : IC  y.  CL  y.  CN. 

Il  suit  de  là , et  par  analogie , avec  ce  qui  a été  dit  au 
Tt°.  70,  qu’on  peut  prendre  pour  mesure  d’un  parallé- 
lipipède  rectangle,  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur, 
ou  le  produit  de  ses  trois  dimensions.  En  effet,  si  on  prend 
pour  unité  de  mesure  linéaire  une  des  arêtes  d’un  cube  , 
et  que  les  trois  arêtes  contiguës  d’un  autre  parallélipipède 
rectangle  soient  3,  5,  9 fois  cette  unité,  ces  deux  corps 
seront  entre  eux  ::  1 : i35,  ou  ce  qui  revient  au  même, 
le  cube  pris  pour  unité  de  volume,  sera  contenu  i35  fois 
dans  le  parallélipipède;  c’est  là  ce  qu’il  faut  entendre  quand 
ou  dit,  pour  abréger,  que  le  volume  d'un  parallélipipède 
rectangle  est  égal  au  produit  de  ses  trois  arêtes  contiguës  , ou 
au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

IIe.  Démonstration  : On  démontrerait  immédiatement  ainsi 
qu’il  suit,  cette  proposition  , pour  le  cas  où  les  dimensions  du 
parallélipipède  rectangle  seraient  coinmcnsurables. 

Supposons  que  le  côté  du  cube  pris  pour  unité  de  mesure 
soit  contenu,  par  exemple,  5 fois  dans  la  longueur  AD, 
3 fois  dans  la  largeur  AB  , et  8 fois  dans  la  hauteur  AE.  II 
est  évident  que  l’on  pourrait  placer  i5  cubes  dans  toute 
l’étemlue  de  la  base  ABCD,  et  8 cubes  dans  le  sens  de  la 
hauteur  AE , donc  le  parallélipipède  en  contiendra  un 
nombre  exprimé  par  i5  X 8 = iao;  donc,  en  général, 
le  volume  d’un  parallélipipède  est  égal  au  produit  de  sa 
base  par  sa  hauteur.  • 1. 

On  tire  pour  conséquence  de  ce  qui  précède,  que  le  volume 
d’un  parallélipipède,  et  en  général  d’un  prisme  quelconque, 
est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

it 7.  1 4q.  Deux  tétraèdres  de  bases  équivalentes  et  de  même 

hauteur  sont  équivalent. 

Ite.  Démonstration  : Soit  dans  le  tétraèdre  SABC , un  cer- 
tain nombre  de  prismes  excédans  ABCDEF,  etc....,  et  de 
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prismes  déficiens  1BKGEH,  etc....,  tous  d’égale  hauteur;  Fig.  117. 
soit  aussi , dans  le  second  tétraèdre , le  même  nombre  de 
prismes.  On  démontrera  aisément  que  dans  chaque  tétraèdre 
la  différence  des  prismes  excédans  aux  prismes  intérieurs,  qui 
est  égale  au  premier  prisme  excédant  ACBDFE,  peut  devenir 
moindre  qu’aucune  quantité  donnée,  et  par  conséquent  que 
la  différence  entre  un  tétraèdre  et  la  somme  des  prismes  ex- 
cédans  , peut  être  aussi  petite  que  l’on  voudra. 

Cela  posé,  soit  T,  le  tétraèdre  SABC\  t,  le  tétraèdre 
sabc ; P et  p les  prismes  extérieurs  respectifs;  et  feignons 
que  T soit  différent  de  t.  En  multipliant  convenablement  les 
tranches  , on  rendra , 

p — r < F — r , et  alors  on  aura , p < F; 

mais  p — P,  car,  par  hypothèse,  les  bases  ABC , abc  sont 
équivalentes,  et  les  hauteurs  SX,  sx , sont  égales;  donc 
P < T : conséquence  absurde  , puisque  la  somme  des  prismes 
extérieurs  est  nécessairement  plus  grande  que  le  tétraèdre 
correspondant.  Donc  les  deux  tétraèdres  ne  peuvent  être 
inégaux  en  volume. 

IIe.  Démonstration.  11  résulte  du  théorème  du  n°.  i4î 
que  si  dans  les  deux  pyramides  que  l’on  considère,  on  forme 
des  sections  à égale  distance  des  bases , et  qui  leur  soient 
parallèles,  les  sections  correspondantes  seront  équivalentes. 

Si  donc  l’on  imagine  une  infinité  de  tranches  dans  chacune 
de  ces  pyramides , et  en  même  nombre , celles  qui  appar- 
tiendront à une  pyramide  constitueront  son  volume  ; d’où 
l’on  doit  conclure  que  ces  pyramides  sont  équivalentes. 

1 5o.  Un  tétraèdre  est  équivalent  au  tiers  du  prisme  trian-  Fig.  118. 
gu  luire  de  même  base  et  de  même  hauteur. 

Soit  ACBF,  le  tétraèdre  dont  il  s’agit.  Achevons  le  prisme 
ABCDEF , et  par  les  points  A,  F,  E,  menons  un  plan 
AFE  qui  partagera  la  pyramide  quadrangulaire  ADEBF en 
deux  pyramides  triangulaires  ADEF,  ABEF. 

Les  deux  pyramides  ACBF , DFEA  ayant  même  hauteur 
et  des  bases  égales  ACB , DEF  sont  équivalentes.  Pareil- 
lement les  deux  pyramides  DA  EF,  AEBF  sont  équivalentes, 
parce  que  leurs  bases  égales  A DE,  AEB  sont  sur  un  même 
plan  , et  que  leurs  sommets  sont  au  même  point  F : donc 
les  trois  pyramides  qui  composent  le  prisme,  sont  équiva- 
lentes entre  elles  ; donc  le  tétraèdre  ACBF  est  le  tiers  d’un' 
prisme  de  même  base  et  de  même  hauteur. 

Géométrie . 20 
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De  là,  et  du  n°.  1/J8,  résulte  cette  conséquence,  qu’une 
pyramide  triangulaire , et  en  général  que  toute  pyramide  a 
pour  mesure  le  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Fig.  119.  Car,  par  exemple,  la  pyramide  pentagonale  SABCDE 
est  égale  à la  somme  des  trois  tétraèdres  partiels  SABC , 
SACD,  SADE. 

Fig.  lao.  1 5 1 . Toute  pyramide  triangulaire  tronquée  ou  coupée  par 
un  plan  parallèle  d sa  base,  est  équivalente  à trois  pyramides  qui 
auraient  pour  hauteur  commune  celle  du  tronc  , et  dont  l'une 
aurait  pour  base  la  base  inférieure  du  tronc  , l'autre  la  base 
supérieure  , et  la  troisième  une  moyenne  proportionnelle  entre 
ces  deux  bases. 

Par  le  point  C sommet  d’un  des  angles  de  la  base  supé- 
rieure du  tronc , menez  CD  parallèle  à l’arête  AA1  ; joignez 
DB , et  menez  la  droite  AB1. 

Il  est  d’abord  visible  que  la  pyramide  tronquée  est  com- 
posée «les  trois  pyramides  entières  ACBC , A'CB'A,  et 
AB'BC'  ; la  première  ayant  pour  base  le  triangle  ABC , la 
seconde,  le  triangle  A'B'C,  et  toutes  deux  ayant  pour  hau- 
teur celle  du  tronc.  Quant  à la  troisième  AB'BC' , elle  a 
pour  base  le  triangle  AB' B , et  son  sommet  est  en  C'  ; ainsi 
elle  est  équivalente  à une  autre  pyramidequi  aurait  même  base 
et  dont  le  sommet  serait  en  D , à cause  que  CD  est  parallèle  à 
AA'.  Mais  cette  dernière  pyramide  pouvant  être  considérée 
comme  ayant  pour  base  le  triangle  ABD , et  pour  sommet  le 
point  B' , elle  aura  aussi  même  hauteur  que  le  tronc.  Reste 
donc  à faire  voir  que  le  triangle  ABD  est  moyen  proportion- 
nel entre  ABC  et  abc. 

Or  les  triangles  ABD , ABC  qui  ont  même  hauteur , sont 
entre  eux  comme  leurs  bases  AD  , AC  ; on  a donc  , 

ABD1  ; ABC1  ::  AD 2 : ÂCl; 
d’un  autre  côté  les  triangles  semblables  ABC , A' B1  C donnent , 
A'B'C  : ABC  ::  AV*  ou  AD1  : AC1  ; 

donc  à cause  du  rapport  commun  , 

ABD 1 : ÂFC  ::  A'B'C  : ABC\ 

donc  enfin  , 

ABD1  — ABC  X A' BIC,  ou  A'B'C  : ABD  :r  ABD  : ABC, 

résultat  qui  achève  de  démontrer  la  proposition  énoncée. 

Cette  propriété  de  la  pyramide  triangulaire  tronquée , a 
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également  lieu  pour  toute  pyramide  tronquée  à bases  paral- 
lèles. 


I 5 2.  Si  on  coupe  un  prisme  triangulaire  par  un  plan  incliné  ^'8-  111 
à la  base  , le  corps  restant  sera  équivalent  à la  somme  de  trois 
pyramides  qui  auraient  même  base  que  le  prisme  , et  dont  les 
sommets  seraient  ceux  des  angles  de  la  section 

Soit  DEF  non  parallèle  à ABC . Si  on  mène  les  plans  AFB , 

AFE , le  prisme  triangulaire  sera  évidemment  décomposé  en 
trois  pyramides.  La  première  a pour  base  ABC , et  pour 
sommet  le  point  F ; la  seconde  pyramide  AEBF  qui  a pour 
base  AEB , et  pour  sommet  F , est  équivalente  à la  pyramide 
AEBC , dont  le  sommet  est  en  C ; mais  celle-ci  peut  avoir 
pour  base  ABC , et  pour  sommet  E.  La  troisième  pyramide 
ADFE  peut  être  changée  d’abord  en  ADFB  , ensuite  cette 
dernière  peut  l’être  en  ADBC  ; mais  la  pyramide  ADBC  a, 
si  l’on  veut,  pour  base  ACB  , et  pour  sommet  D ; donc  le 
prisme  tronqué  ACBDFE  se  décompose  ainsi  que  le  porte 
l’cnoncé  du  théorème. 

Si  les  arêtes  AD , CF,  BE  étaient  perpendiculaires  à la 
base  ABC , l’expression  du  volume  du  prisme  serait  par  con- 


séquent = ABC  x 


1 AD  + CF  + RF 


)• 


d’où  il  suit  que  tout 


prisme  triangulaire  a pour  mesure  le  produit  de  la  section 
perpendiculaire  aux  trois  arêtes  parallèles , par  le  tiers  de 
la  somme  de  ces  mêmes  arêtes. 


CHAPITRE  V. 


DE  LA  SIMILITUDE  DES  POLYÈDRES. 

1 53.  Deux  corps  quelconques  terminés  par  des  plans , sont 
dits  semblables  lorsqu’ils  sont  compris  sous  un  égal  nombre 
de  plans  semblables  , et  qu’ils  ont  les  angles  polyèdres  égaux 
chacun  à chacun. 

Il  résulte  de  cette  définition  , que  les  arctes  homologues  de 
deux  polyèdres  semblables  sont  proportionnelles , et  que  leurs 
faces  homologues  sont  entre  elles  comme  les  quarrés  des  côtés 
homologues  ; il  s’en  suit  en  outre  que  ces  polyèdres  peuvent 
être  décomposés  en  un  même  nombre  de  pyramides  trian- 
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gulaires , semblables  chacune  à chacune , et  disposées  de  la 
même  manière. 

, Ces  conséquences  sont  rigoureusement  démontrées  dans  la 

Géométrie  de  Legendre  et  dans  celle  de  Lacroix.  Les  bornes  de 
ce  précis  ne  nous  permettent  pas  d’entrer  dans  des  détails  à 
cet  égard. 

Fig.  xaa.  i54-  Deux  pyramides  semblables  sont  entre  elles  comme 
les  cubes  de  leurs  arêtes  ou  lignes  homologues^ . 

Puisque  dans  les  polyèdres  semblables  , les  faces  homo- 
logues sont  entre  elles  comme  les  quarrés  des  lignes  homo- 
logues , on  a,  en  supposant  que  SP  et  S' P'  sont  respective- 
ment les  hauteurs  des  pyramides  S ABC , S'A'B'C' , 


ABC  : A'B'C'  ::  SP1  : S1  P'1  ; 


multipliant  cette  proportion  par  la  suivante , qui  est  iden- 
tique , 


SP 

~ 


S'P' 

~3~ 


SP  : S'P'-, 


on  obtient , 


ABC  X : A'B’C1 


SP 3 : S'P'* ; 


mais  ABC  X 


SP 

T 


est  la  mesure  du  volume  de  la  pyramide 


S ABC , et  A'B'C'  X -y-  est  aussi  la  mesure  du  volume  de  la 

pyramide  S' A'B'C'  ; donc  ces  deux  pyramides  semblables 
sont  entre  elles  comme  les  cubes  des  hauteurs  , ou  en  géné- 
ral comme  les  cubes  des  côtés  homologues. 

De  là  on  peut  prouver , en  procédant  comme  au  n°.  82,  que 
deux  polyèdres  semblables  sont  aussi  comme  les  cubes  des 
côtés  homologues. 


CHAPITRE  VI. 

DES  CORPS  RONDS  ET  DE  LEURS  PRINCIPALES  ' 
PROPRIÉTÉS. 

1 55.  Les  corps  ronds  sont  produits  par  la  révolution 
d’une  surface  plane,  qu’on  imagine  tourner  autour  d’une 
ligne  droite.  Les  trois  corps  ronds , dont  on  «'occupe  spécia- 
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tentent  en  Géométrie , sont  le  cylindre  droit , le  câne  droit  et 
la  sphère. 

Un  cylindre  droit  est  un  corps  engendré  par  un  rectangle  Tig.  u3, 
qui  tourne  autour  d’un  de  ses  côtés  que  l’on  nomme  axe. 

Dans  ce  mouvement , les  côtés  perpendiculaires  à l’axe  dé- 
crivent des  cercles  égaux,  qu’on  appelle  les  bases  du  cylindre; 
ainsi  le  cylindre  AB'  a pour  bases  les  cercles  AC,  A' O , 
et  pour  axe  la  droite  CO. 

En  général , une  droite  qui  est  assujétie  à tourner  autour 
d’une  courbe  quelconque , et  a rester  constamment  parallèle 
à sa  position  primitive , engendre  une  surface  cylindrique. 

Si  la  courbe  qui  dirige  le  mouvement  de  cette  droite,  qu’on 
nomme  génératrice  , est  un  cercle , et  que  cette  génératrice 
soit  oblique  au  plan  de  ce  cercle , le  cylindre  sera  oblique. 

Dans  le  cylindre  à bases  circulaires  parallèles  , il  est  évi- 
dent que  toutes  les  sections  parallèles  à ces  bases  sont  des 
cercles  égaux  chacun  à l’une  de  ces  bases.  Il  n’est  pas  moins 
évident  que  toute  section  par  l’axe  est  un  parallélogramme. 

I 56.  On  appelle  c6ne  droit  le  corps  engendré  par  la  révo-  Fig.  ia4. 
lntion  d’un  triangle  rectangle  qui  tourne  autour  d’un  des 

côtés  de  l’angle  droit  ; côté  que , par  cette  raison , l’on  nomme 
axe.  Ainsi  SA  est  l’axe  du  cône  droit  SABDC.  La  ligne  BS 
qui  engendre  la  surface  courbe  de  ce  cône  en  est  appelée  la 
génératrice. 

La  base  de  ce  corps  est  le  cercle  BDC  décrit  par  le  côté 
AB  du  triangle  générateur  SAB,  et  son  sommet  est  le  point  5. 

En  général,  une  droite  qui  est  assujétie  à passer  par  le  Fig.  iaS. 
même  point , et  à parcourir  une  courbe  quelconque , engendre 
une  surface  conique.  Si  la  courbe  qui  dirige  le  mouvement  de 
la  génératrice  est  un  cercle , et  que  l’axe  ne  soit  pas  perpen- 
diculaire au  plan  de  cette  courbe , le  cône  prend  le  nom  de 
cône  oblique  à base  circulaire. 

II  suit  de  la  génération  du  cône , i°.  que  toute  section  pa- 
rallèle à la  base  est  un  cercle  ; a°.  que  toute  section  faite  par 
l’axe  est  un  triangle. 

Puisque  les  cercles  sont  des  figures  semblables  ( n°.  83  ) , 
et  que  les  rayons  des  sections  dont  il  s’agit  sont  proportion- 
nels aux  distances  de  leurs  centres  au  sommet  du  cône , il 
s’en  suit  que  les  aires  de  ces  sections  circulaires  sont  entre 
«lies  comme  les  quarrés  de  ces  distances  ; donc , 

cercle  AB  : cercle  ab  ::  SA 1 : Sa1. 

On  obtient  pour  sections  différentes  courbes , selon  la  pc- 
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sition  du  plan  coupant  à l’égard  du  côté  SB  du  cône.  La  dis- 
cussion de  ces  courbés  est  à proprement  parler  du  ressort  de 
l’application  de  l’Algèbre  à la  Géométrie. 

l57»  La  sphère  est  un  corps  terminé  par  une  surface 
courbe,  dont  tous  les  points  sont  également  éloignés  d’un 
point  intérieur  qu’on  nomme  centre. 
i26.  On  peut  concevoir  que  la  sphère  est  produite  par  la  révo- 
lution d’un  demi-cercle  qui  tourne  autour  de  son  diamètre. 
Ainsi  toute  section  de  la  sphère  , faite  par  un  plan  passant 
par  le  centre  , est  un  cercle  égal  au  cercle  générateur.  Tel  est 
le  cercle  ADB , dont  le  centre  C est  en  mème-tems  celui  de 
la  sphère.  Ce  cercle  se  nomme  aussi  grand  cercte  de  la  sphère. 

En  général , tout  plan  qui  pénètre  la  sphère  , coupe  sa  sur- 
face suivant  une  circonférence  de  cercle.  O11  appelle  petit 
cercle  celui  dont  le  plan  ne  passe  pas  par  le  centre  : MNEN' M , 
par  exemple,  est  un  petit  cercle. 

Le  pôle  d’un  cercle  de  la  sphère,  est  un  point  de  la  surface 
également  élhgné  de  tons  les  points  de  la  circonférence  de  ce 
cercle.  Il  est  visible  qu’un  cercle  grand  ou  petit  a deux  pôles, 
situés  sur  la  droite  perpendiculaire  à ce  cercle  , et  passant 
par  le  centre.  Ainsi  le  point  P est  aussi  bien  le  pôle  du  grand 
cercle  ADB  que  du  petit  cercle  MSE. 

Deux  grands  'cercles  de  la  sphère  se  coupent  nécessaire- 
ment en  deux  parties  égales , car  leur  intersection  passant  par- 
le centre  est  un  diamètre. 

Deux  points  sur  la  sphère,  qni  ne  sont  pas  diamétrale- 
ment opposés  , déterminent  la  position  d’un  grand  cercle , car 
ecs  deux  points  et  le  centre  de  la  sphère  déterminent  la  posi- 
tion d’un  plan. 

1ÎT-  La  portion  C.4EBC  de  la  surface  de  la  sphère,  comprise 
entre  deux  deini-grands  cercles  qui  se  coupent,  se  nomme 
fuseau  sphérique  , et  la  partie  du  volume  de  la  sphère,  com- 
prise entre  les  plans  EAC,  EBC  de  deux  demi-grands  cercles, 
s’appelle  onglet  sphérique. 

Trois  cercles  qui  se  coupent  deux  à deux  sur  la  sphère  , 
forment  un  triangle  sphérique.  Les  côtés  d’un  tel  triangle 
peuvent  être  formés  par  des  arcs  de  grands  cercles  ou  de 
petits  cercles  ; mais  on  ne  considère  ordinairement  que  les 
triangles  sphériques  dont  les  côtés  sont  des  arcs  de  grands 
cercles,  moindres  qu’une  demi-circonférence.  Il  suit  de  là  et 
du  théorème  du  n°.  1 35  , que  la  somme  de  deux  côtés  d'un 
triangle  sphérique , est  toujours  plus  grande  que  le  troisième. 
En  effet,  les  arcs  AB,  AC,  BC  mesurent  les  angles  plans 
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AOB , AOC , COB  qui  composent  l’angle  trièdre  O,  dont  le 
sommet  est  le  centre  de  la  sphère , et  deux,  de  ces  angles  pris 
ensemble  sont  plus  grands  que  le  troisième. 

Une  zône  est  une  partie  de  la  surface  de  la  sphère , com- 
prise entre  deux  plans  parallèles  qui  en  sont  les  bases.  Si  l’un 
de  ces  plans  est  tangent  à la  sphère  , la  zône  n’a  qu’une  base , 
et  se  nomme  aussi  calotte  sphcriquc. 

Le  Segment  sphérique,  est  la  portion  du  volume  de  la  sphère, 
comprise  entre  deux  plans  parallèles  qui  en  sont  les  bases. 

L’a.re  ou  la  hauteur  d’une  zône  ou  d’un  segment , est  la 
distance  des  deux  cercles  parallèles  qui  sont  les  bases  de  la 
zône  ou  du  segment. 

Un  secteur  sphérique  est  un  corps  engendré  par  la  révolu- 
tion d’un  secteur  circulaire , tournant  autour  d’un  de  ses 
rayons. 

Un  plan  est  tangent  à la  sphère,  lorsqu’il  n’a  qu’un  point  Fig.  isy. 
de  commun  avec  sa  surface. 

Un  polyèdre  est  dit  circonscrit  à la  sphère,  lorsque  ses  faces 
sont  tangentes  à cette  sphère. 

1 58-  Le  plus  court  chemin  d'un  point  à un  autre  sur  la  Fig.  ia8- 
sphère  , est  üarc  de  grand  cercle  qui  joint  ces  deux  points. 

Soit  AMB  l’arc  de  grand  cercle  qui  joint  les  points  A , B ; 
et  soit , s’il  est  possible  , N un  point  de  la  ligne  la  plus 
courte  entre  A et  B.  Par  le  point  N,  menez  les  arcs  de  grands 
cercles  NA , NB , et  prenez  AM  — AN. 

Suivant  le  n°.  précédent,  on  a , AM  MB  < AN NB, 
ou  réduisant  , MB  < NB. 

Or  la  plus  courte  distance  de  A en  N,  de  quelque  nature 
qu’elle  soit , est  égale  à la  plus  courte  distance  de  A en  M ; 
donc  les  deux  chemins  par  AMB  et  par  ANB , ont  une 
partie  égale  ; mais  le  chemin  par  ANB  est  par  hypothèse  le 
plus  court;  donc  la  distance  de  N en  B est  plus  petite  que  de 
M en  B , ce  qui  est  absurde,  puisque  l’arc  NB  est  plus 
grand  que  l’arc  MB  ; donc  aucun  point  de  la  ligne  la  plus 
courte  entre  A et  B tracée  sur  la  sphère  , ne  peut  être  hors 
de  l’arc  de  grand  cercle  AMB  ; donc  enfin  cet  arc  est  lui- 
méme  la  plus  courte  distance  entre  ses  extrémités. 

L’angle  que  font  entre  eux,  deux  arcs  de  grands  cercles,  Fig.  ia§. 
est  égal  à l’angle  formé  par  les  tangentes  de  ces  arcs  au  même 
point  ; par  exemple , l’angle  TPV  formé  par  les  droites  TP, 

T1  P,  perpendiculaires  à la  commune  section  des  cercle* 

P AP’,  PA'P et  menées  dans  chacun  d’eux , est  l’angle 
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Fig.  139.  même  de  ces  cercles.  Cet  angle  sphérique  a aussi  pour  mesure 
l’arc  AA , décrit  du  point  P,  comme  pôle , entre  les  deux  côtés 
AP,  A' P,  prolongés  s’il  est  nécessaire,  et  d’un  rayon  égal  au 
côté  du  quarré  inscrit. 

I 5 Ç).  Tout  plan  perpendiculaire  à l'extrémité  du  rayon  , 
est  tangent  à la  sphère. 

Si  le  plan  TPT1  est  perpendiculaire  à l’extrémité  du  rayon 
CP , tout  point  T pris  sur  ce  plan,  sera  évidemment  hors  de 
la  sphère,  puisque  CT>  CP;  donc  le  plan  TPT1  n’a  qu’un 
seul  point  de  commun  avec  la  surface  de  la  sphère;  donc  il  est 
tangent  à cette  surface. 

II  résulte  de  là  que  lorsque  deux  sphères  se  touchent,  leurs 
centres  et  le  point  de  contact  sont  en  ligne  droite. 


CHAPITRE  VII. 

DE  LA  MESURE  PE  l’aiRE  DES  CORPS  RONDS. 

Fig.  i3o.  160.  Toute  surface  convexe  est  moindre  qu’une  autre  sur~ 
face  quelconque  qui  envelopperait  la  première  en  s’appuyarf 
sur  le  même  contour. 

On  entend  par  surface  convexe,  celle  qui  ne  peut  être 
traversée  par  une  droite  en  plus  de  deux  points.  Soit 
OABCD , celle  que  l’on  considère  : si  elle  n’est  pas  plus  pe- 
tite que  toutes  celles  qui  l’enveloppent,  soit  parmi  celles-ci, 
PABCD  la  surface  la  plus  petite  qui  sera  au  plus  égale  à 
OABCD.  Par  un  point  quelconque  O,  faites  passer  un  plan 
MN  tangent  à la  surface  OABCD  ; ce  plan  rencontrera  la 
surface  PABCD,  et  la  partie  qu’il  en  retranchera  , sera  évi- 
demment plus  grande  que  le  plan  terminé  à la  même  sur- 
face; donc  la  nouvelle  surface  enveloppante  serait  plus  petite 
que  la  première  PABCD  ; mais  par  hypothèse,'  celle-ci  est 
• la  plus  petite  de  toutes;  donc  cette  hypothèse  ne  peut  sub- 
sister ; donc , etc. 

De  ce  principe  découlent  les  conséquences  suivantes  : 

i°.  Si  une  surface  convexe,  terminée  par  deux  contours, 
comme  le  sont , par  exemple , les  surfaces  cylindriques , est 
enveloppée  par  une  autre  surface  quelconque  terminée  aux 
mêmes  contours,  la  surface  enveloppée  sera  la  plus  petite 
des  deux. 

a°.  Si  une  surface  convexe , la  sphère , par  exemple , est 
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Enveloppée  de  tontes  parts  par  une  autre  surface , la  sur- 
face enveloppée  sera  toujours  plus  petite  que  la  surface  en- 
veloppante. 

3°.  On  peut  concevoir  un  polyèdre  circonscrit  à la  sphère, 
et  dont  la  surface,  ainsi  que  le  volume,  diffèrent  aussi  peu 
qu’on  voudra  de  la  surface  plus  petite  et  du  volume  plus 
petit  de  cette  sphère. 

161.  L'aire  de  la  surface  courbe  d’un  cylindre  droit  est  égale  Fig.  1 3 1 . 
au  produit  de  la  circonférence  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Soit  CA  le  rayon  de  la  base  du  cylindre  droit,  et 
CB  sa  hauteur.  En  considérant  un  prisme  circonscrit  à ce 
cylindre,  on  pourra  multiplier  ses  faces  latérales,  de  manière 
que  leurs  aires , prises  ensemble , excèdent  l’aire  de  la  surface 
courbe  du  cylindre  d’une  quantité  plus  petite  qu’une  gran- 
deur quelconque  donnée.  Dans  la  même  circonstance,  le 
contour  de  la  base  du  prisme  différera  de  la  circonférence 
de  la  base  du  cylindre,  d’une  quantité  qui  sera  moindre 
que  toute  autre  assignable.  Si  donc  P désigne  le  péri- 
mètre du  polygone  qui  sert  de  base  au  prisme  circons- 
crit, et  que  H soit  la  hauteur  commune  du  prisme  et  du 
cylindre , l’aire  du  premier  corps  , sans  y comprendre  les 
bases,  sera  P y.  H.  Cette  quantité  ayant  à la  fois  pour 
limites  inférieures,  C y.  U et  X-,  C étant  la  circonfé- 
rence du  cercle  CA , et  X étant  l’aire  cherchée , on  aura 
par  le  n°.  , 

X = C y H. 

Cette  conséquence  se  vérifie  de  nouveau,  en  considérant 
que  le  développement  de  la  surface  d’un  cylindre  droit 
est  représenté  par  un  rectangle  dont  la  base  et  la  hau- 
teur sont  respectivement  la  circonférence  et  la  hauteur  du 
cylindre. 

I G 2 . L'aire  de  la  surface  courbe  d'un  cône  droit  est  égale  à 
la  moitié  de  son  côté , multiplié  par  la  circonférence  de  sa 
base. 

Concevez , comme  dans  la  démonstration  précédente , 
une  pyramide  de  même  hauteur  que  le  cône,  et  qui  lui 
soit  circonscrite.  L’aire  de  la  pyramide  sera  toujours  plus 
grande  que  l’aire  du  cône;  car  si  on  adosse  base  à base 
la  pyramide  à une  pyramide  égale , le  cône  à un  cône 
égal , la  surface  des  deux  pyramides  enveloppera  de  toutes 
parts  la  surface  des  deux  cônes;  donc  la  première  surface 
sera  plus  grande  que  la  seconde , donc  la  surface  du  cône 
est  plus  petite  que  celle  de  la  pyramide  circonscrite. 
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Cela  posé,  si  H est  le  côté  du  cône,  ou  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  sommet  sur  un  des  côtés  du  polygone 
circonscrit  à la  base , et  que  P soit  le  périmètre  de  ce  po- 
lygone , l’aire  de  la  pyramide  circonscrite  sera  = ? * 11 . 

2 

• • c y u 

Mais  cette  quantité  a pour  limites  inférieures  — — — et  JC» 

2 

C étant  la  circonférence  de  la  base  du  cône,  et  JC  l’aire  cher- 
chée, donc  ( n°.  75  ) , 

jc  = £2L?. 

2 

_ T'e  développement  de  la  surface  courbe  d’un  cône  droit,  est 
risiblement  représenté  par  un  secteur  circulaire  dont  le  rayon 
est  égal  au  côté  du  cône , et  dont  l’arc  est  égal  à la  circonfé- 
rence de  la  base  de  ce  corps. 

• l63.  Ea  mesure  de  la  surface  convexe  d'un  tronc  de  cône 

droit  à bases  parallèles , est  égale  h la  demi-somme  des 
circonférences  des  deux  bases , multipliée  par  le  côté  du 
tronc. 

le  cône  tronqué  que  l’on  considère,  est  ABEF . Faites 
B H perpendiculaire  à SB , et  égal  à cire.  CB ; joignez  SU. . 
l’ar  le  point  E , menez  EK  parallèle  à BU,  et  par  le  milieu 
M de  EB , menez  aussi  MN  parallèle  à BH. 

Il  résulte  de  cette  construction,  que  EK  est  égal  à cire. 
DE,  et  que  MN  = cire.  QA4  : en  effet,  à cause  des  trian- 
gles semblables , SDE , SCB  , on  a , 

SE  : SB  ::  DE  : CB  ::  cire.  DE  : cire.  CB. 

De  plus,  les  triangles  semblables  SEK,  SBH,  donnent, 

SE  : SB  ::  EK  : BH. 

Donc, 

cire.  DE  : cire.  CB  ::  EK  : BH. 

Mais  BH  — cire.  CB , donc  EK  = cire.  DE.  On  prouverait 
de  même  que  MN=  cire.  QAf. 

Cela  posé,  puisque  l’aire  du  triangle  SBH  est  égale  à l’aire 
du  cône  entier  ASB , que  l’aire  du  triangle  SEK  est  égale  à 
celle  du  cône  SEE , il  est  évident  que  l’aire  du  tronc  ABEF 
— l’aire  du  trapèze  EBHK.  Donc  l’aire  du  tronc,  sans  y 

comprendre  les  bases,  = ( J X BE. 
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Ôn  peut  encore  dire  que  l’aire  d’un  tronc  de  cène  est 
égale  à son  côté , multiplié  par  la  circonférence  d’une  section 
faite  à égale  distance  des  deux  bases  ; car  MN  ou  cire.  QAf 
cire.  CB  -j-  cire.  DE 
a 

l64-  L'aire  d'un  corps  engendré  par  le  mouvement  d'un  Fig.  i33, 
demi- polygone  régulier  inscrit  à un  demi -cercle  tournant 
autour  du  diamètre  , a pour  mesure  le  produit  de  ce 
diamètre  par  la  circonférence  du  cercle  dont  le  rayon  serait 
l’apothème  du  polygone. 

Soit  ABCDE...  H , le  demi-polygone  régulier  inscrit.  De» 
points  B , C,  et  du  milieu  I de  CB , abaissez  sur  le  diamètre 
AH  les  perpendiculaires  B K , CL,  IN.  Par  le  point  B , me- 
nez BM  parallèle  à AH,  et  joignez  10 , O étant  le  centre  du 
polygone. 

Les  triangles  CBM,  NIO , ayant  les  côtés  perpendiculaires 
entre  eux,  chacun  à chacun,  sont  semblables  ( n°.  5t  ); 
ainsi , 

CB  : 10  ::  BM  : IN  ou  CB  : cire.  JO  ::  BM  : cire.  IN, 
et.  par  conséquent , 

CB  X cire.  IN  — BM  X cire.  10. 

Le  côté  CB , en  tournant  autour  du  diamètre  AH,  en- 
gendre la  surface  courbe  d’un  cône  tronqué,  et  celte  surface 
a pour  mesure  CB  X cire.  IN  ( n°.  i63  ).  Donc  elle  a aussi 
pour  mesure  BM  cire.  IO. 

Il  suit  de  là  que  la  zône  du  solide  de  révolution,  en- 
gendrée par  un  des  côtés  du  polygone  générateur,  a pour 
mesure  le  produit  de  la  hauteur  de  cette  zône  par  la  cir- 
conférence du  cercle  qui  aurait  10  pour  rayon  ; donc  l’aire 
du  volume  entier  est  égale  au  diamètre  AH  multiplié  par  la 
circonférence  10. 

1 6f).  L'aire  de  la  sphère  a pour  mesure  le  produit  de  Fig.  134. 
son  diamètre , par.  la  circonférence  d’un  grand  cercle. 

Ire.  Démonstration.  Si  l’on  circonscrit  au  grand  cercle  delà 
sphère , un  polygone  régulier  MNPQRS  , d’un  nombre  pair 
de  côtés , la  surface  décrite  par  ce  polygone  aura  pour  mesure 
MS  X cire.  AC  ( n°.  précédent  ).  Or  cette  surface  est  plus 
grande  que  celle  de  la  sphère  CA  ; mais  la  différence  peut 
être  rendue  aussi  petite  qu’on  voudra , en  multipliant  con- 
venablement les  côtés  du  polygone  générateur  ( n°.  160). 
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Fig.  134.  Dans  le  même  cas , la  diagonale  MS  surpassera  le  diamètre 
AB,  d’une  quantité  plus  petite  que  toute  grandeur  donnée; 
ainsi  les  trois  quantités  MS  X cire.  AC,  AB  X cire.  AC, 
X,  sont  dans  les  mêmes  circonstances  que  les  trois  gran- 
deurs A,  B,  X ( n°.  75),  X étant  l’aire  de  la  sphère; 
donc , 

X = AB  X cire.  AC. 

_ H*-  Démonstration.  Si  on  suppose  la  surface  de  la  sphère 
divisée  en  une  infinité  de  zênes  à bases  parallèles , ces  zones 
pourront  être  considérées,  sans  erreur  assignable,  comme 
celles  d un  solide  de  révolution  qui  aurait  pour  épaisseur  le 
diamètre  de  la  sphère.  Il  sera  donc  permis  de  substituer  ce 
solide  à la  sphère;  donc,  par  le  théorème  précédent,  l’aire 
de  la  sphère  est  égale  au  produit  de  son  diamètre  par  la 
circonférence  d’un  de  ses  grands  cercles. 

La  surface  d’un  grand  cercle  se  mesure  en  multipliant 
sa  circonférence  par  la  moitié  du  rayon , et  l’aire  de  la 
sphère  est  égale  au  produit  de  cette  même  circonférence  par 
le  diamètre;  donc  l’aire  de  la  sphère  est  quadruple  de  celle 
d'un  de  ses  grands  cercles  , ou  est  égale  à hiR1  = »/?*,  R et 
D étant  respectivement  le  rayon  et  le  diamètre  de  la  sphère. 

On  conclut  delà,  et  par  une  méthode  analogue  à celle  du 
n .76,  i°.  que  l’aire  d'une  zone  à une  ou  deux  bases , est  égale 
au  produit  de  sa  hauteur  par  la  circonférence  d’un  grand 
cercle  de  la  sphère  à laquelle  cette  zône  appartient  ; a°.  que  la 
surface  du  fuseau  est  égale  à l’arc  qui  mesure  l’angle  de  ce 
fuseau,  multiplié  par  le  diamètre,  puisque  le  fuseau  est  à 
la  surface  de  la  sphère , comme  l’arc  de  ce  fuseau  est  à la  cir- 
conférence entière. 


CHAPITRE  VI II. 

DE  LA.  MESURE  DU  VOLUME  DES  CORPS  RONDS. 

, - 1 66.  Le  volume  d’un  cylindre  droit  ou  oblique  est  égal  au 

1 1 ’ produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

* En  considérant  un  prisme  circonscrit  au  cylindre  ACB, 
dont  le  volume  diffère  aussi  peu  qu’on  voudra  de  celui  de  ce 
corps  rond , la  base  du  prisme  aura  pour  limite  la  base  même 
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du  cylindre  : ainsi  en  désignant  par  P l’aire  du  polygone 
circonscrit , par  H la  hauteur  du  prisme  qui  a ce  polygone 
pour  base,  le  produit  P X H sera  la  mesure  du  volume  de 
ce  corps,  et  aura  pour  limites  inférieures , surf.  AC  X HclX', 
donc  la  vraie  mesure  du  cylindre  sera , 

X = surf.  AC  X H. 

167.  Le  volume  d'un  cône  quelconque , a pour  mesure  le 
produit  de  sa  base  par  le  tiers  de  sa  hauteur. 

Soit  désignée  par  P , la  base  du  polygone  circonscrit  ri(r 
à la  base  du  cône;  par  H,  la  hauteur  de  ce  corps.  On  D 
conçoit  que  le  volume  de  la  pyramide  qui  a pour  base  le 
polygone  dont  il  s’agit,  et  pour  hauteur  celle  du  cône,  peut 
surpasser  d’aussi  peu  que  l’on  voudra  le  volume  de  ce 

p y H 

cône  : or  le  volume  de  la  pyramide  — — - — ; si  donc  X est 

la  vraie  mesuredu  cône,  et  que  AC  soit  le  rayon  de  sa  base , le 

P y h H 

produit  — - — aura  pour  limites  inférieures,  surf.  AC  Y. 

et  X-,  donc,  comme  ci-dessus. 

X = surf.  AC  X ~- 

Nota.  On  démontrerait  encore  immédiatement  les  deux 
théorèmes  précédens , par  la  considération  suivante  : Si  à la 
base  du  cylindre  on  substitue  un  polygone  régulier  circons- 
crit d’un  nombre  infini  de  côtés  , et  que  l’on  considère  ce 
polygone  comme  la  base  d’un  prisme  ayant  môme  hauteur 
que  le  cylindre , ce  prisme  pourra  être  pris  pour  ce  cylindre. 

De  même  on  pourra  remplacer  un  cône  par  une  pyramide 
circonscrite  qui  aurait  aussi  même  hauteur  que  ce  corps  ; 
donc,  etc. 

1 68-  Le  volume  d’un  tronc  de  cône  est  équivalent  à trois 
cônes  entiers  qui  auraient  chacun  même  hauteur  que  le  tronc  , 
et  dont  l’un  aurait  pour  base  , la  base  inférieure  du  tronc  ; 
Vautre  , la  base  supérieure  ; et  le  troisième  cône  , une  moyenne 
proportionnelle  entre  ces  deux  bases. 

Pour  concevoir  la  vérité  de  ce  théorème,  il  suffit  d’ima- 
giner un  tronc  de  pyramide  triangulaire , qui  ait  même 
hauteur  que  le  cône  tronqué , et  dont  les  bases  soient  équi- 
valentes à celles  de  ce  cône;  car  alors  les  volumes  de  ce* 
deux  trpncs  feront  équivalens  entre  eux  , et  la  mesure  de 
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l’un  sera  celle  de  l’autre.  Cette  proposition  rentre  donc  dans 
celle  du  n°.  i5i. 

Fig.  i34.  i 6g.  Le  volume  d'une  sphère  est  égal  au  produit  de  sa 
surface  par  le  tiers  de  son  rayon. 

lre.  Démonstration  : Concevons  que  le  demi  - polygone 
MNPQRS  tourne  autour  du  diamètre  AB',  les  côtés  PN,PQ,... 
engendreront  des  cônes  tronqués , et  les  côtés  MN , RS  des 
cônes  entiers , de  sorte  que  le  tout  formera  un  solide  de  ré- 
volution circonscrit  à la  sphère  du  rayon  AC.  Imaginons  en 
outre  un  système  de  pyramides  circonscrites  à chacun  de  ces 
cônes , et  un  autre  système  de  pyramides  ayant  pour  som- 
met commun  le  centre  de  la  sphère  , et  pour  bases  les  faces 
mêmes  des  premières  pyramides  ; alors  le  volume  du  polyèdre 
circonscrit  formé  par  l’un  ou  l’autre  système  , aura  pour  me- 

sure  S X ~ * S désignant  l’aire  de  ce  polyèdre  , et  R 

étant  le  rayon  de  la  sphère.  Or  il  est  possible  d’augmenter  le 
nombre  des  côtés  du  polygone  générateur  du  solide  de  révo- 
lution , ainsi  que  celui  des  pyramides  de  chaque  système , de 
manière  que  les  volumes  du  solide  de  révolution  , du  po- 
lyèdre circonscrit  et  de  la  sphère , diffèrent  entre  eux  d’une 
quantité  aussi  petite  qu’on  voudra  ; les  trois  quantités 
ü.  R 

S X — ♦ surf.  R X — z — , X,  correspondent  donc  aux  trois 
3 3 

autres  A , B , X du  n°.  75  j donc  la  vraie  mesure  du  vo- 
lume de  la  sphère  est , 

X ==  surf.  R X 

II*.  Démonstration  : Si  l’on  suppose  que  la  surface  de  la 
sphère  soit  décomposée  en  une  infinité  de  petits  triangles , et 
que  leurs  surfaces  soient  les  bases  d’autant  de  pyramides , 
ayant  pour  sommet  commun  le  centre  de  la  sphère , le  vo- 
lume de  chacune  de  ces  pyramides  sera  égal  à l’aire  de  sa 
base  par  le  tiers  de  sa  hauteur , ou  le  tiers  du  rayon  de  la 
sphère  ; donc  la  somme  des  volumes  de  toutes  ces  pyra- 
mides , ou  le  volume  de  la  sphère  est  égal  au  produit  de  sa 
surface  par  le  tiers  de  son  rayon. 

Si  D exprime  le  diamètre  < on  aura , surf.  R = s D*  ; 
partant , X = j * D5. 

On  déduit  en  outre , des  principes  ci-dessus  , que  le  vo- 
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lame  d’an  secteur  sphérique  a pour  mesure  la  zAne  qui  lui 
sert  de  base  , multipliée  par  le  tiers  du  rayon. 

I jo.  Tout  segment  sphérique  à une  seule  base  est  équivalent  rig.  i3 5. 
« un  cylindre  qui  aurait  pour  rayon  de  sa  base  l'épaisseur  de 
ce  segment , et  pour  hauteur  le  rayon  de  la  sphère , moins  le 
tiers  de  C épaisseur  dont  il  s’agit. 

Le  volume  du  segment  ou  de  la  calotte  sphérique  ADB , 
est  évidemment  égal  au  volume  du  secteur  sphérique  AOBD , 
moins  le  volume  du  cône  ABO  qui  a pour  base  celle  du 
segment. 

Or  , si  l’ou  fait  CD  ~ h et  AO  — R , le  volume  du  sec- 
teur sera  rr:  surf,  de  la  calotte  ADB  X ~s  AO  — a ■*  R h 


D’un  autre  côté  , le  voflftne  du  cône  AOB  — surf.  CA 
x j CO  = » C7r  X i CO  = V ( a/2  - h)  h x ï ( R - h ) 

= ~ h(*R-h)(R~h); 

Donc  le  volume  du  segment  sphérique  à une  seule  base 

= 1 h(*R-h)(R-h)=ih1(R—!ih)i 

ce  qui  prouve  la  proposition  énoncée. 

171.  Le  volume  d’un  segment  sphérique  à deux  bases  pjg.  ,35; 
parallèles  , a pour  mesure  la  demi-somme  de  ces  bases  mul- 
tipliée par  son  épaisseur  , plus  le  volume  de  la  sphère  dont 
celte  même  épaisseur  est  le  diamètre. 

Soit  DD'  E'  E le  segment  dont  il  s'agit  d’avoir  le  volume  ; 

Al  le  milieu  de  l’arc  DME  ; DO  — R le  rayon  de  la  sphère  ; 

MN  zz  h , Mb/1  = h)  les  épaisseurs  respectives  des  segmens 
DME , D'ME'  ; enfin  DN  zz  y , D'N1  zz  y'  les  rayons  des 
bases  du  segment  sphérique  à mesurer. 

Le  segment  sphérique  DME  a pour  mesure.  » h1  (R  — '-h  ) ; 

et  le  segment  D'ME1 r/d'^R  — j h'). 

Donc  le  volume  du  segment  DD' E' E que  l’on  considère,  est 
V—  v R (h1  — hn)  — j * ( A3  — hn). 

Soit  z l'épaisseur  NN1  de  ce  segment , on  aura  zzzh  — h', 
et  pour  lors  l’expression  précédente  deviendra  , 

V = » * [K  ( h + h'  ) - i (A1  -f  h'h  -f-  A'*  ) ] ; 
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Fig.  i36.  ma*s  Par  *a  ProPr*été  du  cercle  ( n°.  54  ) > 

y*  = iRh  — h * , yn  = %Rh 1 — h1*  ; 

ajoutant  ces  équations  , il  vient , 

y1  “h  y /l  — a/?  ( h -f-  h'  ) — ( h*  -J-  h'1  ) ; 
d’où  l’on  tire , 


R (h+h'  ) = 


4-  y%  + A*  4-  h r* 


enfin  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  V , on  a , 


f rM 

— K Z 

a 


_ „ *y  -*-*y 
« • — ■ ■ « 


r*+yn  , (*-*')* 


+ 


] 


/* 


* Z* 

~T  ’ 


résultat  qui  est  conforme  à l’énoncé  de  la  proposition. 


CHAPITRE  IX. 


COMPARAISON  DES  CORPS  RONDS.  POLYÈDRES 
RÉGULIERS.  SIMILITUDE  DES  CORPS  RONDS. 

JJ2-  Les  corps  ronds  semblables,  sont  ceux  qui  ont  toutes 
leurs  lignes  homologues  proportionnelles;  ainsi  les  cylindres 
ou  cônes  droits  sont  semblables , lorsque  les  rectangles  ou  les 
triangles  rectangles  générateurs  sont  semblables.  Les  sphères 
le  sont  donc  essentiellement. 

De  cette  similitude , il  résulte  nécessairement  que  les  sur- 
faces des  corps  ronds  semblables , sont  entre  elles  comme  les 
quarrés  des  lignes  homologues  ; que  leurs  volumes  sont 
proportionnels  aux  cubes  des  lignes  homologues.  Ces  pro- 
priétés se  prouvent  par  des  raisonnemens  analogues  à ceux 
des  nos.  8i  et  83. 

Lorsque  l’on  compare  la  sphère  au  cylindre  circonscrit , 
on  reconnaît , i°.  que  la  surface  courbe  de  ce  cylindre  est 
équivalente  à celle  de  la  sphère  ; a°.  que  la  surface  totale  du 
cylindre  circonscrit , est  à celle  de  la  sphère  comme  3 : a. 
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C’est  aussi  le  rapport  qui  existe  entre  les  volumes  de  ces  deux 
corps. 


Définitions  des  Polyèdres  réguliers. 

ï 7^.  Il  nous  resterait  à considérer  les  polyèdres  réguliers 
qui  jouissent  de  propriétés  remarquables,  c’est-à-dire  les 
polyèdres  terminés  par  des  polygones  réguliers  égaux  formant 
des  angles  dièdres  égaux  ; mais  ces  propriétés  étant  plus 
curieuses  qu’utiles , nous  nous  bornerons  à observer  que 
le  nombre  de  ces  corps  ne  peut  surpasser  cinq , et  que 
leurs  faces  ne  peuvent  être  que  des  triangles  équilatéraux, 
ou  des  quarrés  , ou  des  pentagones  : cela  tient  à ce  que  la 
somme  des  angles  plans  qui  composent  chacun  de  leurs  angles  >• 
polyèdres  , doit  être  moindre  que  quatre  angles  droits 
( n°.  i36  ).  Voici  la  nomenclature  de  ces  corps  réguliers. 

Le  tétraèdre  régulier  a ses  angles  trièdres , et  ses  quatre 
faces  sont  des  triangles  équilatéraux. 

L'octaèdre  régulier  a ses  angles  trièdres,  et  ses  huit  faces 
sont  des  triangles  équilatéraux. 

L'icosaèdre  a ses  angles  pentaèdres  , et  ses  vingt  faces  sont 
des  triangles  équilatéraux. 

L'hexaèdre  ou  cube  a ses  angles  trièdres , et  ses  six  faces 
sont  des  quarrés  égaux. 

Le  dodécaèdre  a aussi  ses  angles  trièdres , et  ses  douze 
faces  sont  des  pentagones. 

Ceux  qui  désireront  plus  de  détails  à ce  sujet , pourront 
consulter  la  Géométrie  de  M.  Legendre  ; c’est  dans  cet  ouvrage 
principalement  qu’ils  trouveront  les  démonstrations  des  di- 
verses propositions  que  nous  n’avons  fait  qu'énoncer  dans  le 
précis  de  ces  leçons. 

Enoncés  de  plusieurs  problèmes  dont  les  solutions 
sont  fondées  sur  quelques  - uns  des  principes 
précèdens. 

i°  .La  hauteur  d'une  pyramide  triangulaire  es(  1 im,3,  et  les 
Vois  côtés  de  sa  base  sont  6m  , 7m,  8nl  , quel  est  son  volume  ? 

1°.  Déterminer  V arête  du  tétraèdre  régulier , dont  le  volume 
est  1 5™-c. 

Géométrie.  a 1 
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3°.  Le  côte  d'un  cône  droit  est  8,  et  sa  hauteur  zzz  5,  trouver 
sa  surface  courbe  et  son  volume  ? 

4°.  Les  rayons  des  bases  d'un  cône  droit  tronqué,  sont  4 et  C, 
et  le  côté  de  ce  tronc,  est  9 , trouver  la  surface  courbe  de  ce 
corps  et  son  volume  ? 

5°.  Le  volume  d'un  cylindre  est  36  , et  la  circonférence  de  sa 
base  est  8 , trouver  sa  hauteur. 

6°.  Le  volume  d’une  sphère  =z  i"ig  , quel  est  son  rayon  ? 

On  trouvera  aux  n°*.  71  et  84'de  V Algèbre  les  solutions  de 
plusieurs  autres  problèmes  de  géométrie.  Les  Elèves  ne  peuvent 
mieux  faire  que  d'y  recourir,  parce  qu’ils  se  familiariseront 
davantage  avec  les  principes  de  cette  science  , et  qu’ils  en 
feront  des  applications  utiles. 


CHAPITRE  X. 

MESURE  DES  VOLUMES  DES  CORPS  QUI  CONSTITUENT 
LES  OUVRAGES  DE  FORTIFICATION. 

Dans  les  arts  de  construction,  l’on  désigne  par  déblai 
les  terres  enlevées,  et  par  remblai  celles  qui  servent  à exhaus- 
ser certaines  parties  de  terrain. 

Soit  qu’il  s’agisse  d’évaluer  des  massifs  de  maçonnerie,  soit 
qu’il  faille  déterminer  la  quantité  du  déblai  ou  du  remblai 
formé  dans  un  ouvrage  de  fortification  , on  y parvient  en 
décomposant  d’abord  ces  massifs  en  corps  moins  irréguliers  , 
dont  les  dimensions  se  déduisent  tant  de  la  connaissance 
de  la  figure  du  terrain  indiquée  par  des  nivellemens,  que  de 
celiede  la  forme  du  projet  ; et  en  calculant  ensuiteles  volume» 
de  chacun  de  ces  corps  à l’aide  des  principes  prccédens , et 
des  règles  que  nous  allons  donner  pour  compléter  cette  partie 
, essentielle  de  la  Stéréométrie. 

Il  arrive  souvent  que  la  forme  d’un  corps  ne  résulte  d’au- 
cune loi  géométrique  ; et  dans  ce  cas  , les  volumes  partiels 
pris  ensemble  ne  peuvent  représenter  que  par  approximation 
le  volume  total  : de  là  la  nécessité  de  les  multiplier  suffisam- 
ment ; mais  afin jde  simplifier  les  opérations  numériques,  l’on 
.est  convenu  de  considérer  certaines  surfaces  courbes  comme 
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étant  engendrée»  par  le  mouvement  d’une  droite  asstijétie  à 
glisser  le  long  de  deux  autres  droites  données  de  position. 

Les  corps  dont  les  surfaces  sont  soumises  à cette  loi  de  gé- 
nération , se  nomment  corps  à faces  gauches.  On  voit  donc 
en  quoi  ces  surfaces  différent  des  surfaces  courbes  propre- 
ment dites  ( n°.  5 ).  Avant  de  chercher  les  formules  qui 
conviennent  à la  mesure  des  corps  à faces  gauches  , considé- 
rons celles  qui  se  rapportent  aux  corps  terminés  par  des  sur- 
faces planes. 

î 75.  Mesure  du  solide  ABCDabcd , composé  de  de  ur. prismes  Fig.  137. 
triangulaires  ABDabd  , BCDbcd  , dont  les  arêtes  Aa  , Bb , 

Ce,  Dd  sont  perpendiculaires  à ta  base  ABCD. 

Suivant  le  théorème  du  n°.  i5a.  Le  prisme  triangulaire 

AB  Dabd,a$our  mesure  ABD  X — — — * + D(i , celui  BCDbcd 

• tj  ^ + Ce  •+■  Dd  , , 

a aussi  pour  mesure  dLJJ  X - ; ainsi  le  volume  total, 


V —ABD  X j4a  + Bb.+  Dd  J_  BCD  X Bb  + Cc -- Dd- 

3 1 3 

Lorsque  la  base  ABCD  est  un  parallélogramme,  on  a sim- 
plement , 

,,  ABCD  Aa  ■+■  Cc  iBO  ■+■  ■xDd 

V = — x r 


Il  est  évident  que  ces  deux  formules  ont  lieu  lorsque  la 
surface  abed  est  la  réunion  de  deux  triangles  abd , bed  situés 
dans  deux  plans  différons  , comme  lorsqu’elle  est  plane. 


Application  à la  mesure  du  volume  d’un  Ponton. 


F.n  vertu  de  ce  qui  précède,  il  est  aisé  d’avoir  le  volume  Fig.  ,3g 
d’un  ponton.  En  effet , si  l’on  conçoit  que  celte  espècedc  haleau  et  i38 
dont  les  figures  i38  et  i38  bis  représentent  respectivement  bit. 
le  plan  et  la  perspective,  soit  coupé  perpendiculairement  à 
sa  longueur  et  au  milieu , le  volume  de  chaque  moitié 
abcd ABcD  , abcdA1  B1  C1  D1  sera  un  assemblage  de  deux 
prismes  triangulaires  tronqués,  dont  l’un  abc  ABC  aura  pour 


, ( va  A + Cc  \ - • . _ , 

expression  abc  X ( J ■ parce  que  Aa  — Bb  ; et 

dont  l’autre  aura  aussi  pour  expression  acd  X 

11* 


a Cc 


\ 
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donc  le  volume  du  ponton  entier  composé  de  deux  parties 

symétriques , est 

(^±£2)  + «i 


Soit  pour  exemple , 

mit. 

La  plus  grande  largeur.  . . AB  = i,  5 

La  plus  petite CD  — i,  3 

La  profondeur  du  ponton.  - rz:  o,  8 

La  plus  grande  longueur AA'  — 6, 

La  plus  petite  longueur CC  — ki  * 


La  formule  précédente  deviendra  en  vertu  de  ces  valeurs , 

Vt=  i,5  X o,4  + i,3  X 0,4  ( 8:4|—  ) ; 

et  en  effectuant  les  calculs  indiqués , on  aura , 

V = 3,a4  + a, 496  = 5,736  ; 

ainsi  le  volume  du  ponton  est  de  5 mètres  cubes  736  mil- 
lièmes. 

Calcul  d’une  Batterie. 

176.  La  figure  139  représente  le  profil  de  l’épaulement 
d’une  batterie , et  d’un  fossé  en  avant  pour  en  défendre 
l’accès.  Dans  la  construction  de  ces  sortes  d’ouvrages  , le 
remblai  se  forme  uniquement  des  terres  du  déblai.  Pour  le 
cas  dont  il  s’agit , le  massif  de  la  batterie  , abstraction  faite 
des  embrâsures  , peut  être  considéré  comme  un  prisme  tron- 
qué , dont  la  coupe  faite  perpendiculairement  à sa  longueur 
serait  le  quadrilatère  ABDC.  Pour  satisfaire  d’une  manière 
suffisamment  exacte  à la  condition  actuelle , il  faut  que  la 
surface  de  la  section  ABDC  soit  équivalente  à celle  de  la 
section  EFHG.  Or  nous  remarquerons  que  la  hauteur  inté- 
rieure Ce  de  l’épaulement , ses  talus  intérieurs  et  extérieurs 
Ac  , dB , son  épaisseur  AB  à la  base  , et  la  largeur  BE  de  la 
berme  sont  ordinairement  donnés  d’avance , ainsi  que  la  lar- 
geur EG  du  fossé.  Si  donc  l’on  suppose  que  le  talus  des  terres 
du  déblai , afin  qu’elles  ne  s’éboulent  point , doit  être  le 

— de  la  profondeur  Hh  du  fossé , on  aura  ce  problème  à 

résoudre  pour  connaître  cette  profondeur  : déterminer  la 
hauteur  Hh , de  manière  que  l’aire  EFHG  soit  équivalente  à 
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l'aire  ACDB , en  établissant  d'ailleurs  pour  condition  que  la 
ligne  de  tir  CD  passe  par  le  sommet  G de  la  contrescarpe.  * 
Pour  traiter  le  cas  le  plus  simple  , nous  supposerons  que 
l’inclinaison  DBA  doit  être  égale  à l’angle  0 ; cela  posé; 

Soient  les  données  Ac  — a , cBz=.b,  BEzzc,  EG  = d , 
Ce  = h , angle  DBA  — 0 ; 

et' les  inconnues  dB  = x , dD  —y , Hh=z.  Les  triangles 
semblables  CcG , DdG  donneront , 

Ce  ; Dd  ::  cG  : dG , ou  h : y : : b-\-c  -\-d  : x -J-  c -J-  d ; 

,,  , (*4-c  + <7)A 

d ou , y — _ — Z__X — — , 

^ b+c+d  ’ 

et  le  triangle  rectangle  DdB  donnera yzzzpx,  en  désignant 


do 


par p le  rapport  connu  . Egalant  ces  deux  valeurs  dey. 


on  tirera  ensuite. 


. (r  + ^)  * 

(b  + c+d)p  — A 

Désignons  cette  valeur  connue  par  g*,  et  la  valeur  correspon- 
dante de  j-  par  h'  .* 

L’aire  du  triangle  ACG,  moins  celle  du  triangle  DBG , 
étant  égale  à la  section  ACDB  , soit  pour  abréger  AGzzz.  ni 
«t  BG  = m'  ; on  aura , 

ACDB  — — 

a a 

quant  à l’aire  de  la  section  EFHG,  elle  est  égale  à, 

^<7  -{-  d — — J — (n°.  73);  ainsi  l’équation  , 

ni  h — mfh'  — iz(^l  — — ^ , 

exprime  analytiquement  que  le  remblai  est  égal  au  déblai.  Si 
on  la  résout  par  rapport  a l'inconnue  3,  et  si  l’on  fait  pour 
simplifier,  mh  — ni' h'  — R,  on  obtiendra, 

_ dn  ydn in  Jt 

Z — 

1 2 

Il  résulte  de  là  et  de  ce  que  n ni  R ne  peuvent  être  néga- 
tives, que  le  problème  est  impossible  lorsque  2«Æ><7V, 
ou  ce  qui  est  de  même,  lorsque , 


d < 


l/^ 


21 
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et  il  est  aisé  île  voir  que  des  deux  valeurs  positives  de  z,  la 
plus  petite  est  la  seule  qui  soit  admissible,  oar  lesdimension* 
du  fossé  ne  peuvent  être  que  positives.  En  effet , si  on  prenait 

z > J?  - la  largeur  d — — du  fond  du  fossé  serait  négative. 

L’épaulement  que  l’on  considère  maintenant  étant  un  prisme 
tronqué,  il  s’ensuit  que  sa  mesure  s’obtient  de  la  même  ma- 
nière que  celle  d’un  ponton  ; cependant  pour  en  connaître  le 
massif  effectif,  il  faut  en  outre  avoir  égard  au  déficit  produit 
par  les  embrasures. 

Mesures  des  solides  à faces  gauches. 

177.  Si  l’on  imagine  qu’un  massif  de  terre  irrégulier, 
situé  sur  un  plan  horizontal,  soit  coupé  par  un  grand  nombre 
de  plans  verticaux  parallèles  , et  par  d’autres  plans  perpendi- 
culaires à ceux-ci , ce  massif  sera  décomposé  en  solides  dont 
une  des  faces  seulement  fera  partie  de  la  surface  du  solide  de 
terre;  et  s’il  s’agit  d’en  évaluer  le  volume,  on  pourra,  sans 
erreur  bien  sensible  , considérer  chacune  de  ces  surfaces  par- 
tielles comme  étant  terminées  par  des  lignes  droites,  et  engen- 
drées à la  manière  des  surfaces  gauches.  C’est  presque  toujours 
ainsi,  dans  les  travaux  de  terrasses,  que  se  fait  la  décompo- 
sition des  solides  à mesurer;  cependant , pour  plus  de  géné- 
ralité, nous  allons  déterminer  d’abord  le  volume  d’un  solide 
à base  trapézoïdale. 

Fig.  ,40.  Soit  ABCD , le  trapèze  servant  de  base  au  solide  ABCDubcd, 

et  AB,  DC,  les  côtés  parallèles.  Si  la  surface  gauche  abcd, 
dpposée  à la  base , est  engendrée  par  le  mouvement  d’une 
droite  ab , parallèle  au  plan  vertical  AabB , et  s’appuyant 
constamment  sur  leslignesarf,  bc,elqueaA'  =bB,bB>  =aA, 
cC'  = dD,  dD'  = cC,  le  solide  AC'  sera  visiblement  double 
du  solide  proposé,  et  la  base  A' B' C' D'  sera  nécessairement 
plane.  Par  conséquent , si  on  mène  les  diagonales  AC , A1 0 , 
le  plan  AA'CC'  divisera  le  solide  AC'  en  deux  troncs  de 
prismes  triangulaires  , ABCA' B'  C' , ADCA' D C' . Désignant 
donc  respectivement  par  B’,  B”,  les  triangles  ABC , ÀDC , 
et  par/»,  h!,  h",  h",  les  hauteurs  inégales  Aa , Bb , Ce,  Dd , 
on  aura  pour  le  volume  v du  premier  prisme, 

AA'+BB'+CC'  \ 


-'=(:■ 


- 


B > 


= ( 


ïA+aA'+A'^A'"^, 


et  pour  le  volume  p"  du  deuxième  prisme, 


À. 
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par  conséquent,  le  volume  cherché  du  solide  ABCDabcd , 
est, 

_ e'-f v"  _ / 2h  + *h'+h"+h'"\ 

— a — V G J + 

c’est-à-dire  qu’après  avoir  partagé  la  base  de  ce  solide  en 
deux  triangles  , par  une  diagonale  quelconque  , on  prendra 
pour  base  de  chaque  triangle,  une  des  bases  même  du  tra- 
pèze AB  CD,  puis  l’on  ajoutera  ensemble  deux  fois  les 
hauteurs  qui  aboutissent  à cette  base,  et- une  fois  les  hau- 
teurs qui  aboutissent  à la  base  de  l’autre  triangle  ; en- 
suite on  prendra  le  sixième  du  tout , que  l’on  multipliera 
par  l’aire  du  triangle  choisi  pour  base,  et  le  produit  sera 
le  volume  de  chaque  tronc  de  prisme  triangulaire  : enfin 
la  somme  de  ccs  deux  prismes  sera  le  volume  du  corps  dont 
la  base  est  un  trapèze. 

Ce  solide  peut  n’avoir  que  une,  deux  ou  trois  hauteurs. 
Lorsque  la  base  ABCD  se  change  en  parallélogramme,  on 
a B1  — B11,  et  . alors  la  formule  précédente  se  réduit  à 

r=B  x (»,+  »-  + »- + q;- 

en  désignant  par  B la  base  ABCD.  Ainsi,  dans  ce  cas,  il 
faut  multiplier  la  base  par  le  quart  de  la  somme  des  quatre 
hauteurs. 

Du  mesurage  des  bois. 

178.  On  est  maintenant  dans  l’usage  d’évaluer  en  mètres 
cubes,  les  volumes  des  matières  que  l’on: employé  dans  l’ar- 
tillerie, et  dans  l’architecture  militaire  et  civile,  à moins  que 
l’on  ne  soit  obligé  de  faire  exécuter  des  travaux  en  pays 
étranger;  encore  est  - il  toujours  possible  de  connaître  le 
rapport  de  la  mesure  du  pays  avec  le  mètre , et  par  con- 
séquent d’effectuer  tous  les  calculs  suivant  le  système  dé- 
cimal. 

S’il  s’agissait  cependant  de  déterminer  le  volume  des  ou- 
vrages de  sujétion,  l’on  prendrait  pour  unité  de  volume,  le 
décimètre  cube  , qu’il  ne  faut  pas  confondre  avec  le  dixième 
du  mètre  cube  ( n°.  îox  Arithmétique ),  puisqu’ en  effet  la 
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première  unité  n’est  que  la  ioooi4me  partie  du  mètre  cube, 
et  qu’au  contraire  la  seconde  unité  en  est  la  ioo'*me  partie. 

Lorsque  l’on  met  les  bois  en  œuvre  dans  l’artillerie  et 
dans  les  travaux  des  fortifications  , on  les  équarrit  d’abord» 
c’est-à-dire  qu’on  leur  donne  la  forme  d’un  parallélipipède 
rectangle , et  alors  on  entend  par  équarrissage  , le  quarré 
inscrit  au  cercle  pris  pour  base  dans  un  corps  d’arbre  non 
équarri  ou  en  grume.  Mais  parce  que  les  arbres  diminuent  de 
grosseur  en  allant  du  pied  vers  les  branches,  on  a coutume 
de  considérer  la  tige  d’un  arbre  comme  un  cylindre  de  même 
longueur  que  cette  tige , et  dont  le  diamètre  est  égal  à celui 
de  la  section  supposée  faite  au  milieu  de  cette  longueur.  Oj» 
diminue  en  outre  ce  diamètre  de  quelques  centimètres,  par 
rapport  à l’écorce  et  à l’aubier;  mais  cette  diminution  varie 
selon  la  nature  des  bois  et  le  pays  où  l’on  en  fait  usage. 

Soit,  en  général  d,  le  diamètre  moyen  d’un  arbre,  exprimé 
en  parties  du  mètre,  et  /i»  sa  longueur  donnée  en  mètres.  En 
d1 

vertu  du  n . 107,  — sera  l’aire  du  quarré  inscrit  au  cercle 

d1 

qui  a d pour  diamètre,  et  v zzz  — X A,  sera  ( n°.  166  ) 

l’expression  du  volume  de  l’arbre  équarri. 

Si  on  donnait  aux  bois, une  toute  autre  forme  que  celle  que 
nous  supposons  maintenant,  il  faudrait,  pour  effectuer  leur- 
cubature , recourir  aux  règles  précédemment  démontrées;  par 
exemple,  le  volume  d’un  hexaèdre  régulier  serait  égal  au  cube 
d’un  de  ses  côtés  ( n°.  148  ). 
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LIVRE  III. 

NOTIONS  DE  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES. 

I ’jCj.  La  méthode  des  projections  consisie  à représenter 
sur  une  surface  donnée , et  suivant  une  certaine  loi , des 
points  situés  dans  l’espace.  Cette  partie  de  la  Géométrie 
qui  en  forme  le  complément,  et  à laquelle  on  a donné  le 
nom  de  Géométrie  descriptive  trouvant  sans  cesse  son  ap- 
plication dans  les  arts  graphiques,  il  convient,  pour  en 
faciliter  l’intelligence  aux  Elèves  des  Ecoles  Impériales  mili- 
taires qui  doivent  suivre  le  cours  de  fortification , de  leur 
donner  quelques  notions  sur  cet  objet. 

I 80.  Un  point  est  donné  dans  l'espace  par  ses  distances  à 1^J 

trois  plans  connus.  On  suppose  ordinairement  ces  plans  rec- 
tangulaires , et  nous  les  considérerons  tels  par  la  suite. 

Soit  M le  point  dont  il  s’agit,  et  qui  est  rapporté  aux 
trois  plans  rectangulaires  bac  , dab , cad.  Les  droites  MM 
MM",  MM"1,  mesurant  les  distances  de  ce  point  à chacun 
de  ces  plans , sont  les  arêtes  contiguës  du  parallélipipède 
rectangle  Mr,ln.  Or,  dans  un  tel  corps,  le  quarré  de  la 
diagonale  aM  est  égal  à la  somme  des  quarrés  des  trois 
arêtes  d’un  même  angle  trièdre  ; car 

aMz  = âÂP1  4-  MM'1  et  aM,X  = Vn  -f  n\. Ü1. 

Donc  le  quarré  de  la  distance  d’un  point  quelconque  M 
de  l'espace  à celui  où  les  trois  plans  coordonnés  se  rencontrent, 
est  égal  à la  somme  des  quarrés  des  distances  du  point  M à 
chacun  de  ces  plans. 

Le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  d’un  point  donné 
sur  un  plan , se  nomme  la  projection  orthogonale  ou  simple- 
ment la  projection  de  ce  point. 

Les  plans  sur  lesquels  on  projette  les  points  de  l’espace , 
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se  nomment  plans  de  projections  , ou  plans  coordonnés.  Pour 
mieux  fixer  les  idées,  nous  supposerons  que  l’un  de  ce» 
plans  est  horizontal , et  que  les  deux  autres  sont  verticaux. 

Ti£.  14a.  La  projection  (Tune  droite  sur  un  plan,  est  l’intersection 
de  ce  plan  avec  un  autre,  que  l’on  nomme  plan  projetant , 
qui  lirt  est  perpendiculaire,  et  qui  passe  par  la  droite  pro- 
posée. Ainsi  la  droite  MN  a pour  projection  horizontale 
M'N',  et  pour  projection  verticale  M^N". 

1 8 I . Une  droite  est  déterminée  de  position  dans  l'espace  , 
par  ses  projections  sur  les  plans  coordonnés. 

En  effet,  si  par  les  projections  de  cette  droite,  on  clcve 
des  plans  perpendiculaires  aux  plans  de  projection  respec- 
tifs, chacun  d’eux  contiendra  la  droite  dont  il  s’agit;  donc 
elle  sera  la  commune  section  de  ces  plans. 

De  là , il  est  aisé  de  conclure  que  l’une  des  trois  pro- 
jections d’une  droite,  dépend  essentiellement  des  deux 
autres.  Ainsi  nous  ne  considérerons  à l’avenir  que  deux 
plans  de  projection,  l’horizontal  et  le  vertical,  et  nous 
supposerons  même  que  le  plan  vertical  a été  rabattu  sur 
le  plan  horizontal,  en  le  faisant  tourner  autour  de  leur  com- 
mune section,  comme  charnière.  Cette  circonstance  donne 
lieu  à une  remarque  importante , c’est  que  les  deuæ  pro- 
jections d’un  même  point  se  trouvent  sur  une  même  droite 
perpendiculaire  à V intersection  des  deux  plans  de  pro- 
jection. 

Kg.  j4i.  Par  exemple,  dans  la  figure  en  perspective , le  point  Af 
est  projeté  sur  les  plans  bac , b ad , suivant  les  perpen- 
diculaires MM1,  MM 11  ",  les  droites  M"n,  M'n,  respecti- 
vement parallèles  à ces  perpendiculaires , forment  donc  des 
angles  droits  avec  la  ligne  ab;  donc,  en  rabattant  le  plan 
dab  sur  le  plan  bac,  les  points  M'M11  seront  sur  la  même 
droite  M'M",  perpendiculaire  à ab. 

182.  En  architecture,  le  dessin  exécuté  sur  le  plan  hori- 
zontal de  projection,  se  nomme  le  plan  géométràl ; celui-ci 
fait  connaître  la  situation  respective  des  projections  .de  tous 
les  points  remarquables  d’un  édifice;  et  ces  projections  , 
d’après  ce  qui  a été  dit  ci-dessus  , sont  données  par  les 
pieds  des  lignes  à plomb , ou  des  perpendiculaires  abaissées 
sur  ce  plan.  C’est  sur  le  plan  vertical  que  se  projettent 
ces  mêmes  points,  et  que  se  trouvent  par  conséquent  leurs 
hauteurs  au-dessus  du  plan  horizontal.  La  figure  qui  ré- 
sulte de  cette  dernière  opération , s’appelle  coupe  ou  profil , 
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si  elle  représente  une  section  faite  dans  le  bâtiment;  et  élé- 
vation , si  elle  n’en  peint  que  les  part  ies  extérieures. 

La  droite,  suivant  laquelle  un-  plan  rencontre  l’un  des 
plans  de  projection  , se  nomme  la  trace  de  ce  premier  plan. 

1 83.  Un  plan  est  connu  par  ses  traces  sur  chacun  des  plans  Fig<  14  S. 
de  projection. 

En  effet , si  mM1  et  mM 11  sont  les  traces  de  ce  plan  , 
sur  le  plan  horizontal  bac  et  sur  le  plan  vertical  dab , 
les  trois  points  M1,  m , M ",  n’étant  jamais  en  ligne  droite , 
et  appartenant  au  plan  dont  il  s’agit , en  déterminent  néces- 
sairement la  position. 

S’il  arrivait  que  la  trace  M"  m fût  perpendiculaire  à ab, 
le  plan  M"mM ' serait  perpendiculaire  au  plan  horizontal, 
et  si  les  deux  traces  étaient  perpendiculaires  à ab  , le  plan  en 
question  serait  à la  fois  perpendiculaire  aux  deux  plans  de 
projection  ; cela  est  évident. 

I 8/j . Deu.-r  plans  non  parallèles  étant  donnés  , trouver  les  Fig.  144. 
projections  de  leur  intersection. 

Soient  M'mM",  Al'nM 11 , les  deux  plans  donnés.  Les  deux 
points  M',  M ",  situés  respectivement  dans  le  plan  hori- 
zontal et  dans  le  plan  vertical , appartenant  en  même 
temps  aux  deux  plans  donnés , il  s’ensuit  que  la  droite 
M1  M11  est  leur  commune  section.  Si  donc  on  abaisse  sur 
ab  les  perpendiculaires  M'q , M'p , les  droites  pM1,  qM11, 
seront  les  projections  horizontale  et  verticale  de  l’intersec- 
tion des  deux  plans  donnés. 

I 85-  Trouver  les  projections  de  la  droite  qui  passe  par  deux  pjg_  ,^5 
points  donnés. 

Cette  question  se  résout  sur-le-champ , en  joignant  sur 
chaque  plan  de  projection,  les  projections  des  points  donnés. 

Par  exemple,  la  droite  M't*'  qui  passe  par  les  projections 
horizontales  de  ces  points  , est  aussi  la  projection  horizontale 
de  la  droite  qui  joint  ces  mêmes  points  ; de  même,  M11  N11  est 
sa  projection  verticale. 

1 86-  Tes  projections  de  deux  droites  parallèles  dans  tes-  Fig.  146. 
pare  , sont  elles-mêmes  parallèles  sur  chaque  plan  de  pro- 
jection. 

Car  MN , PQ  étant  les  droites  proposées , les  deux  plans 
projetans  verticaux  NMN' , QPQ sont  parallèles;  puis- 
qu’en  supposant  les  lignes  NN1,  QQ ' perpendiculaires  au 
plan  horizontal  abc , les  angles  A/A'TV7,  PQQ'  sont  égaux 
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Fig.  146.  ( n°.  18a  )i  et  ont  leurs  plans  parallèles.  Donc  les  projec- 
tions MNl,  PQ'  sont  elles-mêmes  parallèles  ( n°.  116  ). 

Si  le  parallélisme  des  projections  n’avait  lieu  que  sur 
un  des  plans  coordonnés,  les  droites  dont  il  s'agit  ne  se- 
raient point  parallèles  entre  elles.  Cette  circonstance  annon- 
cerait seulement  que  l’une  de  ces  droites  est  parallèle  au 
plan  projetant  de  l’autre. 

On  conçoit  aisément  qne  deux  droites  se  coupent  dans- 
l’espace,  lorsque  leurs  projections  sur  chaque  plan  coor- 
donné se  rencontrent  en  deux  points  situés  sur  une  même 
ligne  perpendiculaire  à ab  ( n".  181  ),  et  ces  points  sont 
alors  les  projections  du  point  cherché. 

Fig.  147.  1 87.  Par  un  point  donné  y mener  une  parallèle  h une  droite 

donnée. 

Il  résulte  du  théorème  précédent , que  la  question  actuelle 
sera  résolue  si , par  les  projections  P1 , P"  du  point  pro- 
posé , l’on  mène  dans  chaque  plan  coordonné  des  droites 
F'Gf,  F'G",  respectivement  pai'allèles  aux  projections  M'N', 
M"N"  de  la  droite  donnée  ; car  les  droites  F'G',  FnGt> 
seront  les  projections  horizontale  et  verticale  de  la  droite 
cherchée. 

Fig.  148.  188.  Trouver  ü intersection  d’un  plan  et  d’une  ligne  droite. 

Soit,  dans  la  figure  en  perspective,  M'oMn  le  plan  donné, 
et  PR  la  droite  dont  il  faut  trouver  les  projections  R'^R*1 
du  point  R de  rencontre  avec  ce  plan. 

Pour  cet  effet,  on  cherchera  la  commune  section  de  l’un 
des  plans  projetans  PRR'P ' avec  le  plan  proposé  ; cette 
ligne  passera  nécessairement  par  le  point  /J,  et  sa  pro- 
jection sur  le  plan  vertical , coupera  celle  P" R"  de  la  droite 
donnée  PR  en  un  point  R",  qui  sera  la  projection  du  point 
cherché. 

Pour  exécuter  réellement  cette  construction,  soit  M'oM 
le  plan  donné,  et  nM',  qQ",  les  projections  de  la  droite 
dont  on  cherche  la  rencontre  avec  ce  plan.  Menez  des  points 
M',n,  les  perpendiculaires  M'm , nM"  à la  droite  ab , et 
la  ligne  rnM"  sera  ( nu.  ift/t  ) la  projection  verticale  de  la 
commune  section  du  plan  projetant  M"mM' , avec  le  plan 
M'oM1'.  Ainsi  le  point  R"  sera  la  projection  verticale  du 
point  R.  Quant  à là  projection  horizontale  R1  de  ce  point , 
on  l’obtient  en  menant  R" R'  perpendiculaire  à ab  ( n°  181  ). 

On  parviendrait  au  même  but , en  effectuant  la  construc- 
tion représentée  par  la  figure  149. 
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189.  Un  plan  étant  donné , trouver  pour  chaque  point 
du  plan  horizontal  la  coordonnée  verticale , c'est-à-dire  la 
hauteur  de  celui  qui  lui  correspond  dans  le  plan  donné. 

Soit  M'oM"  le  plan  donné , et  P 1 la  projection  hori- 
zontale du  point  de  ce  plan , dont  on  demande  la  hau- 
teur au-dessus  de  bac.  Si  l’on  conçoit  dans  le  plan  M'oM1* 
une  horizontale  PQ ",  elle  sera  parallèle  à la  trace  oM! , et 
alors  qQ"  ou  nP " sera  la  hauteur  du  point  P au-dessus  du 
plan  horizontal  bac. 

Cela  posé,  menez  P'q  parallèle  à oM'\  élevez  qQ"  per- 
pendiculaire à àb  , et  les  lignes  P1  P11,  Q"P",  respective- 
ment parallèles  à qQ11  et  à ab , se  rencontreront  en  un 
point  P " qui  sera  la  projection  verticale  du  point  cherché 
P.  Donc  nP",  ou  qQ",  sera  sa  hauteur  au-dessus  du  plan 
horizontal. 

190.  Déterminer  t angle  qu'une  droite  fait  avec  l’un  des 
plans  de  projection. 

Il  est  visible  que  l’angle  qu’une  droite  P1  N fait  avec 
un  plan  abc , est  celui  que  cette  droite  forme  avec  la 
trace  P1  N'  du  plan  projetant  P1  N N1  sur  le  plan  abc. 
Si  donc  eF1,  gG " sont  les  projections  d’une  droite  donnée, 
on  prendra  arbitrairement  sur  eP  un  point  N',  et  le  point 
N",  déterminé  par  la  rencontre  de  la  droite  N' N"  perpendicu- 
laire à ab  avec  la  projection  gG ",  sera  la  projection  verticale 
du  point  N. 

Maintenant  il  s’agit  de  trouver  les  points  où  la  droite 
MN  rencontre  les  plans  coordonnés.  Or  ces  points  sont 
ceux  où  la  droite  d’intersection  des  deux  plans  projetans 
rencontre  les  plans  coordonnés;  donc  ( n°.  184  ) les  points 
P* , P"  sont  les  points  cherchés. 

Reste  à déterminer  l’angle  NP'N'.  Pour  cet  effet,  si 
l’on  considère  que  le  triangle  NP'N1,  tournant  autour 
P' N' , soit  rabattu  sur  le  plan  horizontal , la  droite  N' N 
restera  constante  et  égale  à N"h.  Faisant  par  conséquent 
N'n  perpendiculaire  à P' N1,  et  égale  à N" h , l’angle 
N'P'n  sera  celui  que  l’on  cherche.  La  figure  i5i  repré- 
sente le  cas  où  la  droite  donnée  rencontre  le  plan  horizontal 
bac,  supposé  prolongé  vers  d. 

I C)  I • Trouver  l’angle  qu’un  plan  donné  fait  avec  chacun 
des  plans  de  projection. 

Soit  M'oM"  le  plan  donné;  déterminer,  par  exemple, 
l’angle  que  ce  plan  fait  avec  l’horizontal  bac 


Fig.  i5o; 


Fig.  i5u 


Fig.  iSi.] 
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334  COURS  DK  MATHÉMATIQUES. 

Si  «l’un  point  quelconque  P , pris  sur  le  plan  M'oM", 
on  abaisse  sur  Aac  une  perpendiculaire  et  que  par 

cette  perpendiculaire  on  conçoive  un  plan  PP' N1,  perpen- 
diculaire au  plan  donne  M'oM".,  l’angle  PN'  P'  sera  celui 
que  l’on  demande. 

Cela  posé,  prenez  à volonté  un  point  P'  sur  le  plan 
horizontal,  et  de  ce  point,  abaissez  sur  0M1  la  perpen- 
diculaire P1  N1.  Cherchez,  par  la  méthode  du  n°.  189,  la 
projection  P11  du  point  P,  et  prenez  sur  qP1,  parallèle  à oM\ 
la  partie  P'p  — P"r.  Alors  l’angle  pN1  P1  sera  l’inclinaison 
cherchée. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  la  perpendiculaire  abaissée 
d’un  point  quelconque  d’un  plan  incliné  à l’horizon  , sur 
la  trace  de  ce  plan , ou  sur  une  Ijgne  horizontale  qui  y soit 
contenue,  est  la  ligne  de  plus  grande  pente  de  ce  même  plan  ; 
d’où,  il  suit  que  si  on  voulait  déterminer  la  ligne  de  plus 
grande  pente  du  plan  M'oM",  on  abaisserait  d’un  point 
quelconque  P,  une  perpendiculaire  PN1,  sur  l’horizontale 
oM' , laquelle  serait  la  ligne  cherchée. 

On  conçoit , d’après  ce  qui  précède , le  moyen  de  cons- 
truire un  plan  dont  la  trace  oM ainsi  que  l’angle  PN'P1 , 
seraient  connus. 

I Q2.  Par  un  point  donné , mener  un  plan  parallèle  à un 
autre  plan  donné. 

Puisque  les  plans  doivent  être  parallèles , leurs  traces  sur 
les  plans  coordonnés  seront  elles-mêmes  parallèles  ('n4'.  186}. 
C’est  sur  cette  propriété  qu’est  fondée  la  construction  sui- 
vante : 

Soit  M1  mM"  le  plan  donné,  et  P',  P " les  projections 
du  point  dont  il  s’agit.  On  mènera  P'e  parallèle  à mM 
et  l’on  formera  le  rectangle  cpP"E " ; alors  le  point  £"  étant 
sur  la  trace  verticale  du  plan  cherché,  l’on  mènera  à mM " 
la  parallèle  nE"N",  et  par  le  point  n,  la  droite  nN1  paral- 
lèle à mM' . Le  plan  N"nN déterminé  de  cette  manière,  sera 
parallèle  à M'hnM' , et  passera  par  le  point  donné. 

10)3.  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à un  plan,  sa 
trace  et  la  projection  de  cette  droite  sur  le  même  plan  coor- 
donné, seront  perpendiculaires  lune  à l'autre.  , 

Le  plan  que  l’on  considère  est  M'mM"  , ét  la  droite 
qui  lui  est  perpendiculaire  est  jPQ;  ainsi  tout  plan  PQj 
passant  par  cette  droite,  sera  lui -même  perpendiculaire 
au  plan  M' mM"  ( n°.  1 33  3 j par  conséquent,  si  le  plan 
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PQ'  est  le  plan  projetant  de  la  droite  PQ , 11  remplira 
cette  condition  , et  sera  en  outre  perpendiculaire  au  plan 
horizontal  bac  ; donc  ce  dernier,  et  le  plan  M'  rn  M" , 
lui  seront  tous  deux  perpendiculaires;  donc  leur  commune 
section,  ou  la  trace  mM ',  jouira  aussi  de  cette  propriété; 
donc  enfin  mM ' sera  perpendiculaire  à P'Q' , projection 
horizontale  de  la  droite  PQ.  On  raisonnerait  de  même  rela- 
tivement à la  projection  verticale. 

I P°r  un  point  donné , mener  une  droite  perpendicu-  Fig.  i56. 
laire  à un  plan  donné.  ’ 

II  résulte  du  théorème  précédent , que  si,  des  projection* 

P1,  P11  du  point  donné,  on  abaisse  respectivement  sur  les 
traces  mM',  mM11  du  plan  donné,  les  perpendiculaires  P'Q',- 
P"Q" , elles  seront  les  projections  de  la  ligne  jouissant  des 
deux  propriétés  requises. 

Si  on  voulait  déterminer  la  longueur  de  la  perpendicu- 
laire au  plan  donné , il  faudrait  d’abord  chercher  les  pro- 
jections de  son  pied  par  le  procédé  du  n°.  188,  et  ensuite 
construire  sur  la  projection  de  la  longueur  de  la  perpen- 
diculaire en  question , un  trapèze  dont  les  bases  paral- 
lèles et  perpendiculaires  à cette  projection,  fussent  égales 
aux  hauteurs  des  extrémités  de  cette  perpendiculaire,  au- 
dessus  du  plan  coordonné  qui  contient  la  projection  dont  il 
s’agit;  alors  le  quatrième  côté  de  ce  trapèze  serait  la  lon- 
gueur demandée. 

I C)5.  Par  un  point  donné , mener  un  plan  perpendiculaire  Fig.  1Î7. 
à une  droite  donnée. 

Les  projections  de  la  droite,  et  les  traces  du  plan  donné, 
devant,  sur  chaque  plan  coordonné,  être  perpendiculaires 
entre  elles,  il  s’ensuit  que  le  problème  sera  résolu  dès  que 
l’on  connaîtra  un  point  de  l’une  de  ces  traces. 

Pour  eet  effet , par  le  point  P',  projection  horizontale  du 
point  donné , menez  P' q perpendiculaire  à la  projection 
e'M'  de  la  droite  donnée;  cette  ligne  P'q  sera  parallèle' à la 
projection  de  la  trace  du  plan  cherché , et  pourra  être  re- 
gardée comme  la  projection,  sur  le  plan  horizontal,  d’une  ligne 
qui  lui  serait  parallèle,  et  qui  passerait  par  le  point  donné. 

Si  donc  l’on  construit  par  la  méthode  du  n°.  185,  la  ren- 
contre de  cette  dernière  ligne  avec  le  plan  vertical  , elle  aura 
lieu  en  Qj' . Alors,  menant  d’une  part  QJ'rn  perpendiculaire 
à la  projection  c"M ",  ce  sera  la  trace  du  plan  cherché  sur  le 
plan  vertical,  et  menant  de  l’autre  part  mM'  perpendicu- 
laire à e'M',  ce  sera  sa  trace  horizontale* 
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Fig.  i58.  1 96.  Faire  passer  un  plan  par  trois  points  donnés. 

Si  par  les  points  donnés  M , N , P , on  conçoit  deux 
droites  MN,  NP,  leurs  projections  respectives  seront  sur 
le  plan  horizontal  M' N1 , N' P'  , et  sur  le  plan  vertical 
elles  seront  M'W,  N" P".  De  plus,  leurs  points  de  ren- 
contre P,  E ',  avec  le  plan  abc , se  détermineront  par  la 
méthode  du  n°.  190;  ainsi  la  trace  horizontale  du  plan 
cherché  sera  l/E1 . Il  faudra  ensuite  assujétir  ce  plan  à passer 
par  l’un  quelconque  des  trois  points  donnés  , jiar  le  point 
N,  par  exemple  ; et  l’on  obtiendra'  par  ce  moyen  l’autre 
trace  hG11 . 

Nous  n’entrerons  pas  dans  d’autres  détails  à ce  sujet , 
parce  que  les  figures  perspective  et  géométrale  indiquent 
suffisamment  la  construction  qu’il  s’agit  d’effectuer. 

S’il  fallait  trouver  la  hauteur  verticale  d’un  quatrième 
point  donné  par  sa  projection  , et  qui  fut  dans  le  plan 
même  des  trois  points  donnés  Al,  N,  P,  on  se  compor- 
terait comme  il  a été  dit  au  n°.  189;  mais  on  peut  en- 
core résoudre  ce  problème,  indépendamment  des  traces  du 
plan  qui  contient  ces  points.  Pour  cet  effet,  supposons, 

Fig.  i5g.  comme  ci-dessus  , que  les  points  A f,  N , P,  soient  projetés 
en  M1,  N1,  P ' , sur  le  plan  horizontal , et  qu’il  faille  trou- 
ver la  coordonnée  ou  hauteur  verticale  du  point  z1 . On 
mènera  la  droite  M' z'  jusques  en  x',  et  la  droite  x'x 
parallèle  à PP1  ; alors  la  droite  Mx  contiendra  le  point 
s cherché,  et  par  conséquent  zz1,  parallèle  à MM ',  sera  la 
hauteur  demandée. 

Il  serait  de  même  facile  de  mener  dans  le  plan  MNP  une 
horizontale  par  le  point  z.  Pour  cela , on  chercherait , à 
l’aide  de  la  théorie  des  lignes  proportionnelles , soit  dans  le 
trapèze  MN soit  dans  celui  MP1  , un  pointyou  u , dont  la 
hauteur  yy1  ou  uu>  au-dessus  du  plan  de  projection  fut  égale 
à zz,  et  la  droite  yzu  serait  l’horizontale  dont  il  s’agit. 

Remarquez  que  dans  les  figures  géométrales  , les  hauteurs 
au-dessus  du  plan  horizontal  se  comptent  à partir  de  ab 
(fig.  i5g  bis). 

Fig.  160.’  197.  Deux  droites  non  parallèles  étant  données  dans  l’es- 

pace , mener  par  l’une  d’elles  un  plan  parallèle  à l’autre  , et 
mesurer  la  plus  courte  distance  de  ces  deux  droites. 

Soient  cf,  gh  les  deux  droites  données.  Si  par  un  point 
quelconque/" de  la  première  on  conçoit  une  droite/jr  paral- 
lèle à l’autre  droite  gh  , les  lignes  ef,  fq  détermineront  né- 
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cessairement  la  position  d’un  plan  pq  qui  sera  parallèle  à la 
seconde  droite  gh  ( u9.  124  )• 

Pour  mesurer  la  plus  courte  distance  de  la  droite  ef  à la 
droite  gh  , il  faut  par  celle-ci  mener  un  plan  hrg  perpendicu- 
laire à pq  , et  du  point  r commun  à la  droite  ç/r  et  à l’in- 
tersection ab  des  deux  plans  ag,  pq,  élever  à ce  dernier  la 
perpendiculaire  rs  , qui  sera  toute  entière  dans  le  plan  ag, 
et  qui  mesurera  la  plus  courte  distance  demandée.  Il  suit 
de  là  que  cette  plus  courte  distance  est  à la  fois  perpendicu- 
laire aux  deux  droites  données. 

Voici  les  constructions  relatives  à cette  solution.  Er P'  , 
eP " sont  les  projections  de  la  première  droite  donnée , et 
O1  rn , oAf " sont  celles  de  la  seconde  droite.  Le  point  où  la  pre- 
mière droite  rencontre  le  plan  horizontal  est  £'  ( n9.  190)  , 
et  celui  où  la  seconde  droite  rencontre  ce  même  plan  est  O ' . 
Or  pour  faire  passer  par  E ' une  ligne  parallèle  à la  seconde 
droite  donnée,  l’on  mènera  les  droites  E'L'  et  eL"  respec- 
tivement parallèles  aux  lignes  O'/n  , OM"  : ces  droites  seront 
les  projections  de  la  ligne  cherchée. 

Il  s’agit  maintenant  de  trouver  la  position  du  plan  passant 
par  cette  troisième  ligne  et  par  la  première  droite  donnée  , 
plan  qui  sera  parallèle  à la  seconde  droite  ; c’est  à quoi  l’on 
parviendra  aisément  à l’aide  du  procédé  suivant  : prolon- 
geant E'L'  jusques  en  g,  et  élevant  à l’axe  ab  la  perpendicu- 
laire gG" , le  point  G"  sera  celui  où  la  troisième  droite 
rencontre  le  plan  vertical.  Prolongeant  de  même  E' P'  jus- 
ques en  f,  le  point  F1 , intersection  de  la  perpendiculaire 
fF'  et  du  prolongement  de  eF' , sera  le  point  où  la  première 
droite  rencontre  le  plan  vertical  ; donc  la  ligne  F' G11  sera 
la  trace  verticale  du  plan  cherché , et  la  ligne  hE 1 sa  trace 
horizontale. 

Reste  à abaisser  une  perpendiculaire  d’un  point  quelconque 
de  la  seconde  droite  sur  le  plan  K'hK"  dont  nous  venons 
de  déterminer  la  position.  Pour  cela  , choisissons  le  point 
dont  les  projections  sont  O1 ,0  , et  abaissons  respectivement 
de  ces  projections  les  perpendiculaires  O' K' , 0K11  sur  les 
traces  hK ' , hK"  ( n”.  194);  puis  menons  Kur  perpendi- 
culairement à ab  , et  joignons  les  points  r,  S' . I.e  point  N'  et 
son  correspondant  N 11  seront  les  projections  du  pied  de  la 
perpendiculaire  dont  il  est  question.  Enfin  l’on  trouvera  la 
longueur  de  celte  perpendiculaire  comme  on  l’a  indiqué  à 
la  fin  du  n”.  194. 

Géométrie.  2 2 
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161.  i g8.  Etant  donnés  les  trois  angles  plans  qui  forment  un 
angle  trièdre  , trouver , par  une  construction  plane , l'angle  que 
deux  de  ces  plans  font  entre  eux. 

Soit  S l’angle  trièdre , composé  des  angles  plans  connus 
ASB  , ASC , BSC.  11  s’agit  de  trouver  l’angle  que  deux  de  ces 
plans  font  entre  eux  , les  plans  ASB , ASC , par  exemple. 

Pour  cet  effet , concevons  que  d’un  point  quelconque  B 
pris  sur  l'aréte  SB  , on  ait  abaissé  sur  le  plan  ASC  la  per- 
pendiculaire BP,  sur  l’aréte  AS  la  perpendiculaire  BA, 
et  sur  SCla  perpendiculaire  BC.  Si  on  joint  PA  et  PC,  les 
angles  B AP  , B CP  mesureront  les  inclinaisons  respectives  des 
plans  ASB  , BSC  avec  celui  ASC  ( n°.  i3i  ). 

Cela  posé , faites  sur  un  plan  les  angles  ASB',  ASC,  CSB,r 
respectivement  égaux  aux  angles  ASB , ASC , BSC  dans  la 
figure  en  relief  ; prenez  SB'  — SB 11  3=  SB  , et  des  points 
B' , B"  abaissez  sur  les  lignes  AS , CS  les  perpendiculaires 
B' A , B"C  qui  se  rencontreront  en  P.  Du  point  A comme 
centre  et  du  rayon  AB' , décrivez  la  demi-circonférence 
B'bD  ; au  point  P , élevez  sur  B'D  la  perpendiculaire  Pb , 
et  joignez  b A.  L’angle  b AP  sera  égal  à B AP  dans  la  figure 
en  relief,  et  représentera  par  conséquent  l’inclinaison  cher- 
chée des  deux  plans  ASB  , ASC-,  ce  qui  est  évident , car  dans 
la  construction  précédente  les  triangles  ASB , BSC  sont  censés 
rabattus  sur  le  troisième  ASC. 

Si  le  point  P tombait  entre  A et  B 1 dans  la  figure  plane , 
l’angle  DAb  serait  obtus  , et  mesurerait  de  même  ï’incli- 
naison  demandée. 

Il  a été  démontre  auxnos.  i36et  i35,  que  les  angles  plans  qui 
composent  un  angle  trièdre  , sont  toujours  ensemble  moindres 
que  quatre  angles  droits  , et  que  le  plus  grand  angle  plan 
est  en  même-tems  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres. 
Il  faudrait  donc,  pour  pouvoir  construire  un  angle  trièdre, 
que  les  trois  angles  plans  pris  à volonté  satisfissent  à ces 
deux  conditions.  On  voit  bien  d'ailleurs  que  le  problème 
proposé  serait  impossible , si  le  point  P était  situé  hors  de 
la  droite  B' D ; ainsi  les  limites  de  l’angle  CSB"  supposé  seul 
■variable,  sont  CSH,  CSK.  On  voit  en  outre  le  parti  que 
l’on  peut  tirer  de  la  construction  ci-dessus  , pour  résoudre  ce 
problème  , qui  est  l’inverse  du  précédent  : 

Etant  donnés  deux  des  trois  angles  plans  qui  forment  un 
angle  trièilre  , avec  F angle  que  leurs  plans  font  entre  eux  , 
trouver  le  troisième  angle  plan. 
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CHAPITRE  II. 

DES  PLANS  TANGENS  AUX  SURFACES  COURBES. 

I qq.  Un  plan  tangent  à une  surface  courbe  quelconque,  . 
est  celui  qui  contient  toutes  les  tangentes  qu’il  est  possible 
de  mener  à cette  surface  par  le  point  où  ce  plan  la  touche. 

Il  suit  de  cette  définition , que  si  par  le  point  de  contact 
on  fait  passer  un  plan  suivant  une  direction  quelconque,  son 
intersection  avec  le  plan  tangent  sera  une  droite  tangente  à 
la  section  correspondante  faite  sur  la  surface  proposée. 

Puisque  deux  droites  qui  se  coupent  fixent  la  position  d’un 
plan,  deux  des  sections  dont  on  vient  de  parler,  donneront 
lieu  à deux  tangentes  , qui  détermineront  le  plan  tangent  à la 
surface  courbe  dont  il  s’agit.  En  général , les  constructions  se 
simplifient  quand  ces  sections  sont  faites  parallèlement  aux 
plans  coordonnés. 

Pour  mener  un  plan  tangent  à une  surface  courbe  , il  faut 
donc  savoir  mener  des  tangentes  aux  courbes  planes.  Nous 
n’entrerons  pas  dans  de  grands  développemens  à ce  sujet , 
parce  que  les  Elèves  auront  peu  d’occasions  de  résoudre  des 
questions  de  cette  nature.  Voici  quelques  cas  particuliers 
traités  de  la  manière  la  plus  simple. 

Plan  tangent  à un  cylindre. 

200.  Un  cylindre  est  donné  de  position  dans  l’espace,  par 
les  projections  de  sa  génératrice  et  celles  de  la  courbe  qui 
dirige  le  mouvement  de  cette  ligne.  Cette  courbe  est  dite  à 
double  courbure  , lorsque  quatre  de  ses  points  consécutifs 
quelconques  ne  sont  pas  dans  un  'même  plan.  La  position 
d’une  telle  ligne  est  connue  dans  l’espace,  quand  elle  est  l’in- 
tersection de  deux  surfaces  courbes  données  : elle  peut  tou- 
jours être  considérée  comme  l’intersection  de  deux  surfaces 
cylindriques,  dont  les  génératrices  sont  respectivement  per- 
pendiculaires aux  plans  de  projection. 

Un  plan  tangent  à la  surface  de  ce  corps  , a évidemment 
pour  ligne  de  contact  la  génératrice  même  prise  dans  une  de 

22* 
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ses  positions;  ainsi  la  question  sera  entièrement  déterminée 

si  l'on  assujétil  ce  plan  à passer  par  un  point  donné. 

16a.  Soit  O'E'  le  rayon  du  cercle  qui  sert  de  base  au  cylindre 
proposé,  et  qui  est  tracé  sur  le  plan  horizontal  de  projection. 
Soient  en  outre  O'L' , oL"  les  projections  de  l’axe  du  cylindre, 
et  supposons  qu’il  faille  mener  à la  surface  de  ce  corps  un 
plan  langent,  par  un  point  pris  sur  cette  surface,  et  dont  la 
projection  horizontale  est  M' . Menez  Al'  N'  parallèle  à O'L'  \ 
du  point  N'  abaissez  sur  ab  la  perpendiculaire  N'n  , et  tirez 
nM"  parallèle  à oL".  Le  point  M"  sera  la  projection  verticale 
du  point  donné  (n°.  1S1),  et  les  lignes  M' N' , nM11  seront  le* 
projections  de  la  ligne  de  contact. 

Cela  posé,  la  droite  Ai" P11  parallèle  à ab  représentera  la 
trace  de  la  section  horizontale  faite  dans  le  cylindre  et  à la 
hauteur  r/iM"  au-dessus  du  plan  de  sa  base  : or  comme  cette 
section  est  égale  à celte  base  , le  cercle  P1  M' , dont  le  centre 
est  P1 , en  sera  la  projection  horizontale.  Menant  donc  à cette 
projection,  la  tangente  M'R1 , elle  représentera  la  projection 
de  la  seconde  droite  par  laquelle  doit  passer  le  plan  tangent. 
Alors  la  question  étant  réduite  à trouver  les  traces  de  ce 
plan  assujéti  à passer  par  deux  droites  connues  , on  procé- 
dera ainsi  qu’il  a été  dit  au  n°.  197  , et  comme  on  le  voit 
même  à l’inspection  de  la  figure. 

Dans  la  pratique  , on  peut  se  dispenser  de  décrire  le  cercle 
P' M' , puisque  sN1  doit  être  parallèle  à M'q  , et  que  M'q 
est  perpendiculaire  à M'P1. 

Le  point  par  lequel  doit  être  mené  le  plan  tangent,  pourrait 
être  donné  hors  de  la  surface  ; dans  ce  cas  , l’on  formerait  une 
section  horizontale  passant  par  le  point  donné  , l’on  mène- 
rait une  tangente  à cette  section , et  le  reste  de  la  solution 
s’achèverait  comme  ci-dessus  ; mais  dans  ce  cas  le  problème 
serait  susceptible  de  deux  solutions. 


Plan  tangent  à un  cône. 

201 . On  propose  de  mener  un  plan  tangent  à un  cône  par 
un  point  pris  sur  sa  surface;  or  la  seule  différence  qui  existe 
entre  la  solution  du  problème  actuel  et  celle  du  problème  précé- 
dent , c’est  que  la  lignede  contact , au  lieu  d’être  parallèle  à la 
génératrice,  comme  dans  le  cas  du  cylindre,  concourt  avec  elle 
au  sommet  du  cône.  Ce  corps  est  déterminé  lorsque  l’on  connaît 
les  projections  de  son  sommet  et  sa  trace  sur  un  des  plans 
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Coordonnés , ou  la  courbe  assujétie  à être  touchée  par  la  gé- 
nératrice. 

Dans  la  figure  i63,  la  base  du  cône  est  représentée  par  le  cer-  jgj. 
cle  horizontal  O'E1 , les  projections  du  sommet  sont  les  points  •' 

S1,  S" , et  la  projection  horizontale  du  point  de  contaçt  est 
M1 . Ou  reconnaît  suffisamment  à l’inspection  de  la  figure  le 
détail  des  opérations  graphiques  qu’il  s’agit  d’effectuer  dans 
cette  circonstance. 

Nota.  Les  deux  surfaces  que  nous  venons  de  considérer , 
sont  du  genre  de  celles  qu’on  nomme  développables  , parce 
que  l’on  peut,  en  effet,  les  concevoir  étendues  sur  un  plan 
sans  qu’il  en  résulte  déchirure  ni  duplicature. 

Plan  tangent  à une  sphère. 

502.  Une  sphère  est , de  plusieurs  manières,  donnée  de 
grandeur  et  de  position  dans  l’espace.  Par  exemple,  elle  l’est 
par  les  projections  de  son  centre  et  par  la  grandeur  de  son 
rayon,  ou  bien  parles  projections  de  quatre  points  pris  sur 
sa  surface  et  non  situés  dans  un  même  plan.  Dans  ce  der- 
nier cas , le  centre  de  la  sphère  est  dans  chacun  des  plans  \ 

élevés  perpendiculairement  sur  le  milieu  des  droites  qui 
joignent  deux  à deux  les  points  donnés.  On  trouvera  facile- 
ment ce  centre  d’après  ce  qui  précède. 

Pour  mener  un  plan  tangent  à la  sphère  par  un  point 
donné  de  sa  surface,  il  suffit  de  construire  le  plan  qui  est 
perpendiculaire  à l’extrémité  du  rayon  mené  par  ce  point. 

Soient  O 0 " les  projections  du  centre  de  la  sphère  , P'  la  Fig.  164. 
projection  horizontale  du  point  de  contact.  On  cherchera 
d’abord  sa  projection  verticale  P11  , et  pour  cet  effet  l’on 
mènera  par  P'  un  diamètre  à la  projection  horizontale  de  la 
sphère , auquel  on  élevera  la  perpendiculaire  P'v' . On  tirera 
par  le  point  0 " l’horizontale  0"M " , et  l’on  prendra  tant 
au-dessus  qu’au  dessous  de  cette  horizontale,  M"P"  — P't'  : 
les  points  P " , P"  seront  les  projections  verticales  du  point 
de  contact  que  l’on  considère,  car  il  est  évident  qu'il  existe 
deux  points  de  la  sphère  qui  ont  la  même  projection  sur  le 
plan  horizontal.  Ne  considérant  que  la  projection  P " située 
au-dessous  de  0"M"  , les  droites  O' P11 , O P“  sont  les  pro- 
jections verticale  et  horizontale  du  rayon  perpendiculaire  au 
plan  tangent  dont  les  traces  ST' , ST"  se  trouvent  par  la 
méthode  du  n°. 

La  question  de  mener  un  plan  tangent  à une  sphère,  par 
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un  point  donné  hors  de  sa  surface , est  évidemment  un  pro- 
blème indéterminé.  La  courbe  de  contact  de  tous  les  plans 
tangens  , est  un  cercle  de  la  sphère , dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire à la  droite  qui  joint  le  centre  de  cette  sphère 
et  le  point  dont  il  s’agit.  Ainsi  ce  point  peut  être  considéré 
comme  le  sommet  d’un  cône  droit  tangent  à la  sphère  , et 
ayant  pour  base  le  cercle  de  contact. 

Le  problème  est  restreint  à deux  solutions  quand  le  plan 
tangent  doit  passer  par  une  droite  donnée.  Dans  ce  cas  , l’on 
mène  par  le  centre  de  la  sphère  un  plan  perpendiculaire  à 
cette  ligne , et  par  le  point  où  il  la  rencontre  une  tangente 
au  grand  cercle  qui  est  l’intersection  de  la  sphère  et  du  plan 
perpendiculaire  à la  ligne  donnée;  celle-ci  et  la  tangente  dont 
il  est  question  déterminent  la  position  du  plan  demandé. 

La  méthode  de  mener  un'plan  tangent  à une  surface  quel- 
conque par  une  droite  donnée , est  utile  en  fortification  pou'r 
résoudre  le  problème  du  défilement. 

Voilà  , pour  de  jeunes  militaires , tout  ce  qu’il  est  essentiel 
de  dire  sur  les  procédés  de  la  Géométrie  descriptive  ; mais 
ceux  qui  ont  le  tems  de  se  livrer  à l’étude  de  cette  branche 
importante  des  Mathématiques , et  qui  veulent  connaître  les 
diverses  applications  que  l’on  en  peut  faire  dans  les  arts  , 
doivent  sur-tout  lire  les  ouvrages  que  M.  Monge  a publiés  sur 
ce  sujet. 


/ 
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LIVRE  IV. 

DU  NIVELLEMENT. 


CHAPITRE  PREMIER. 

THEORIE. 

203.  L’art  du  Nivellement  consiste  à déterminer  de  com- 
bien un  point  est  plus  près  ou  plus  éloigné  qu’un  autre  du 
centre  de  la  terre.  Quoique  cette  planète  ne  soit  pas  exacte- 
ment sphérique , et  qu’elle  ait  au  contraire  , en  vertu  de 
son  mouvement  de  rotation  , la  figure  d’un  sphéroïde  applati 
vers  les  pôles  et  renflé  vers  l’équateur  , on  peut,  dans  les 
opérations  ordinaires  du  nivellement,  supposer  cet  applatis- 
sement  nul , et  établir  pour  principe  fondamental , que  deux 
ou  plusieurs  points  sont  de  niveau  entre  eux  , lorsqu'ils  ap- 
partiennent à une  surface  sphérique  parallèle  à celles  des 
eaux  stagnantes  ; car  telle  est  la  propriété  des  fluides,  que  leur 
surface  libre  affecte  la  forme  sphérique  lorsqu’ils  ne  sont  point 
agités.  Cependant  vu  l’immense  grandeur  du  rayon  de  la  terre, 
la  surface  des  eaux  circonscrites  dans  un  très  - petit  espace 
peut  être  considérée  comme  plane. 

L'horizon  d’un  lieu  est  le  plan  tangent  à la  surface  de  la 
terre , et  le  point  de  contact  est  le  lieu  môme  de  l’observa- 
teur : c’est  ce  plan  que  l’on  appelle  aussi  plan  horizontal. 

La  ligne  verticale  est  le  prolongement  du  rayon  terrestre 
perpendiculaire  à l’horizon.  Les  corps  abandonnés  à la  seule 
action  de  la  pesanteur,  tombent  suivant  celte  ligne. 

La  ligne  horizontale  est  celle  qui  est  perpendiculaire  à la 
ligne  verticale;  elle  est  donc  toujours  située  dans  l’horizon 
du  lieu. 

204*  On  parvient  immédiatement  à connaître  les  diffé- 
rences de  niveau  de  plusieurs  points , à l’aide  de  lignes  horl- 
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zontales  auxquelles  on  rapporte  les  élévations  ou  les  dépres- 
sions de  ces  points.  Ces  lignes  sont  données  , soit  par  là 
perpendiculaire  au  fil  à plomb,  soit  par  le  rayon  visuel  rasant 
la  surface  d’un  liquide  contenu  dans  un  cylindre  recourbé  et 
ouvert  à ses  deux  extrémités,  soit  enfin  par  une  ligne  paral- 
lèle à l’axe  d’un  tube  cylindrique  de  verre  blanc , rempli  en 
partie  d’alcool  ou  d’éther  , et  disposé  de  manière  que  la 
bulle  d’air  dont  la  pesanteur  spécifique  est  moindre  que  cette 
liqueur  , et  qui , par  cette  raison  , tend  toujours  à occuper  le 
point  le  plus  hâut  de  ce  tube,  soit  placée  exactement  en  son 
milieu.  De  là  les  instrumens  nommés  niveaux  à perpendi- 
culcs  , niveaux  d'eau  , et  niveaux  à bulle  d'air. 

Fig.  i65.  Un  rayon  visuel  horizontal  AB  se  nomme  ligne  de  niveau 
apparent , et  toute  ligne  courbe  tracée  sur  la  surface  de  la 
terre  , est  dite  une  ligne  de  niveau  vrai  : tel  est,  par  exemple, 
l’arc  terrestre  AD. 


2f)5.  La  partie  extérieure  BD  de  la  sécante  BH , est  ce 
que  l’on  appelle  la  différence  du  niveau  apparent  AB  au 
niveau  vrai  AD,  11  est  important,  dans  la  pratique  du  nivel- 
lement , d’évaluer  cette  hauteur  lorsque  l’on  connaît  la  lon- 
gueur de  la  tangente  AB  : or  , c'est  à quoi  l’on  parvient 
aisément;  car  en  vertu  du  théorème  du  n°.  56,  on  a , 


BH  . AB  v.  AB  : BD  = ^ ■ 1 

BH  »CD  + BD 


d’où  BD1  + lCD  x BD  = AB1. 


Pour  calculer  rigoureusement  BD , il  faudrait  résoudre  une 
équation  du  second  degré  ; mais  cette  hauteur  est  toujours  si 
petite  à l’égard  du  diamètre  1 CD  de  la  terre,  que  la  for- 
mule précédente  peut , sans  erreur  sensible  , être  réduite  à, 


TT» 

BD  — , ou  , pour  abréger , h — 


a CD 


de  même  pour  une  autre  distance  AB'  — a' , on  aurait  B'D 


ou 


d’où  il  suit  que  les  hauteurs  du  niveau  apparent  au-dessus 
du  niveau  vrai  , sont  entre  elles  à très-peu  près  comme  les 
quarrés  des  tangentes  correspondantes , ou  même  des  arcs 
auxquels  ces  tangentes  appartiennent. 
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Sachant  que  le  rayon  CD  — R — 6366  i98m,  ou  que  le 
logarithme  iR  — 7,1049101  , et  connaissant  la  distance 
AB  — a , il  est  facile  de  calculer  la  hauteur  h dont  il  s’agit. 
Cherchons  , pour  appliquer  les  principes  ci-dessus  , les  hau- 
teurs du  niveau  apparent  au-dessus  du  niveau  réel  pour  les 
distances  4^0  et  iooom.- 

La  hauteur  correspondante  à 4 5om  sera  donnée  par  la  for- 
mule h = — — [^°)  et  pon  trouvera  en  opérant  à l’aide 
a R a/t  r 

des  logarithmes  , qne  h — om,oi6. 

On  aura  ensuite  la  hauteur  h'  correspondante  à la  distance 
d = iooom , par  le  moyen  de  la  proportion  suivante  : 

a 1 : d%  ::  h : h'; 

ou  en  valeurs  numériques  , 


(45o)1  : (1000)1  ::  om,oi6  : h'. 

Ainsi  h ' = om,0785.  Si  l’on  devait  effectuer  d’autres  cal- 
culs de  cette  espèce , il  serait  plus  simple  de  comparer  à 
cette  dernière  hauteur  toutes  celles  à déterminer  , parce  que 
la  division  se  ferait  sur-le-champ  , en  déplaçant  convena- 
blement la  virgule  décimale  , comme  cela  est  évident. 


206.  On  appelle  point  de  visée  ou  point  de  mire  , l’un 
des  points  visibles  d’un  corps  vers  lequel  on  dirige  un  rayon 
visuel.  A une  distance  un  peu  grande,  le  point  de  visée  pa- 
raît dans  un  lieu  autre  que  celui  qu’il  occupe  réellement , 
c’est  cet  effet  que  l’on  nomme  réfraction  : elle  fait  paraître 
presque  toujours  les  objets  plus  élevés  qu’ils  ne  sont  vrai- 
ment ; et  elle  est  d’autant  plus  forte , que  ces  objets  sont 
moins  élevés  au-dessus  de  l’horizon  de  l’observateur.  Pour 
ne  pas  y avoir  égard , on  place  l’instrument  à-peu-près  à 
égale  distance  des  deux  points  éloignés  dont  on  cherche  la 
différence  de  niveau  ; par  cc  moyen  , l’on  est  même  dispensé 
d’avoir  égard  à la  différence  du  niveau  apparent  au  niveau 
vrai.  Si , par  exemple , OO  est  une  ligne  de  niveau  apparent , p;g  ,66. 
donnée  par  un  instrument  placée  en  et  que  AO  — AO' 

( la  ligne  O AO1  pouvant  être  brisée  à volonté  en  A ) , les 
points  O,  O',  lieux  apparens  des  points  de  mire  o,  o'  seront 
nécessairement  à égale  distance  du  centre  C de  la  terre , ou 
seront  de  niveau;  et  l’effet  de  la  réfraction  en  O,  ainsi  que 
la  hauteur  du  niveau  apparent  au-dessus  du  niveau  vrai  à 
ce  point , seront  respectivement  les  mêmes  qu’en  0' ■ Il  suit 
de  là  , et  à cause  de  oO  — o'O  , que  la  différence  de  niveau 
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des  deux  points  B , B'  est  en  général  représentée  par  O B' 
— OB  — o'B1  — oB.  Si  oB  — o'B1  les  deux  points  B’ , B 
seront  de  niveau  ; si , au  contraire , o'B'  est  plus  grand  ou 
plus  petit  que  oB , le  premier  point  B'  sera  plus  bas  ou  plus 
haut  que  le  second  B ; cela  est  de  toute  évidence. 

CHAPITRE  II. 

APPLICATION  DE  LA  THÉORIE  PRÉCÉDENTE. 

Du  niveau  d'eau. 

Fi»  16-.  207.  Le  plus  simple  de  tous  les  niveaux,  et  le  seul  dont 

nous  parlerons  ici , est  le  niveau  d eau.  II  est  composé  d’un 
tuyau  cylindrique  recourbé  par  les  deux  bouts , et  de  manière 
à recevoir  deux  fioles  F , F‘  ouvertes  l’une  et  l’autre  par  leurs 
extrémités.  Ce  tuyau  est  monté,  comme  les  graphomètres,  sur 
un  genou  et  un  pied  à trois  branches  , et  doit  avoir  environ 
tm  mètre  de  long.  A l'aide  de  cette  disposition,  l’on  est  libre 
d’incliner , d’élever , d’abaisser  et  de  faire  tourner  tout  l’ins- 
trument à volonté.  La  plupart  des  niveaux  de  cette  espèce 
sont  construits  en  fer  blanc  et  ajustés  comme  le  représente 
la  figure  167 , mais  les  plus  solides  et  les  plus  commodes  sont 
en  cuivre. 

Lorsque  l’on  doit  se  servir  de  cet  instrument , on  verse  de 
l’eau  dans  une  des  fioles , et  aussitôt  elle  se  communique  à 
l'autre  branche  : on  en  met  une  quantité  suffisante  »>our  rem- 
plir les  deux  fioles  à-peu-près  aux  deux  tiers.  Alors  quand 
les  deux  surfaces  de  l’eau  ne,  sont  point  agitées  , elles  sont  de 
niveau  entre  elles , en  vertu  de  la  propriété  des  fluides  qui  se 
mettent  toujours  dans  cette  situation  lorsqu’ils  agissent  libre- 
ment ; pourvu  tôutefois  qu’il  n’y  ait  aucune  bulle  d’air  logée 
daus  l’intérieur  de  la  branche  horizontale , parce  qu’alors 
les  deux  colonnes  en  équilibre  n’auraient  pas  la  même  pesan- 
teur spécifique.  Pour  faire  sortir  ces  bulles , on  bouche  l’une 
des  fioles , et  l’on  penche  l’instrument  de  manière  qu’il  soit 
à-peu-près  vertical  ; alors  tout  l’air  qui  peut  y être  contenu 
s’élève  et  s’échappe  par  l’autre  fiole. 

Lorsque  l’on  transporte  le  niveau  d’une  station  à une  autre , 
on  bouche  une  de  ses  fioles , et  on  incline  cet  instrument  pour 
que  l’eau  ne  puisse  se  répandre  ; ensuite  quand  on  le  remet 
«n  place , on  ouvre  peu  à peu  la  fiole  bouchée , afin  que  l’eau 
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reprenne  doucement  son  niveau.  C’est  aussi  en  bouchant  par 
intervalle  une  des  fioles  avec  le  doigt , que  l’on  parvient  à 
diminuer  le  balancement  de  la  colonne  aqueuse , occasionné 
par  le  mouvement  donné  à l’instrument  pour  le  diriger  sur  le 
point  de  mire. 

Il  faut  bien  prendre  garde  que  l’eau  , durant  l’observation , 
ne  s’échappe  du  niveau  par  les  jointures  des  pièces  qui  le 
composent  ; et  il  est  nécessaire  pendant  les  grandes  chaleurs , 
ou  pendant  les  pluies,  que  l’observation  soit  de  peu  de  durée 
à chaque  station  , afin  que  l’eau  n’ait  pas  le  tems  de  s’évapo- 
rer ou  d’augmenter  de  volume  : ordinairement  on  la  colore 
pour  la  rendre  plus  apparente. 

De  la  mire. 

208.  L’usage  du  niveau  exige  celui  de  la  mire.  Cette 
pièce  est  un  carton  ou  une  feuille  de  fer-blanc , d’environ 
trois  décimètres  en  quarré,  partagé  en  deux  également  par 
une  ligne  horizontale  mn.  L’une  de  ces  parties  doit  être  blan- 
che , et  l’autre  de  couleur  noire.  On  attache  ce  carton  à 
l’extrémité  d’une  règle,  de  manière  que  mn  soit  perpen- 
diculaire à la  largeur  de  cette  règle.  Il  est  nécessaire  que 
celle-ci  entre  à coulisse  dans  une  rainure,  le  long  d’un 
double  ou  quadruple  mètre,  divisé  en  décimètres,  centi- 
mètres et  millimètres,  afin  qu’en  parcourant  cette  rainure, 
la  ligne  de  mire  mn  puisse  être  placée  dans  la  direction  du 
rayon  horizontal  donné  par  le  niveau , et  y être  fixée. 

Du  nivellement  simple. 

20g.  Toutes  les  fois  que  par  une  seule  station,  ou  que 
d’un  seul  coup  de  niveau , on  peut  déterminer  la  différence 
de  hauteur  de  deux  points,  cette  détermination  est  du  res- 
sort du  nivellement  simple.  Les  deux  problèmes  suivans  sont 
relatifs  à ce  cas. 

2i  O.  Déterminer  la  différence  de  niveau  des  deux  points  yig-  *68- 
A , B accessibles. 

Placez  le  niveau  CP  à peu  près  à égale  distance  de  A et 
■B;  ( le  point  de  station  P pouvant  être  pris  sans  incon- 
vénient hors  de  la  droite  ab  ) , et  faites  placer  la  mire  ver- 
ticalement au  point  A.  Puis,  par  un  signe  convenu,  faites 
monter  ou  descendre  la  ligne  de  mire  jusqu’à  ce  que  le 
rayon  visuel  CA , rasant  les  surfaces  de  l’eau  du  niveau , 
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aboutisse  à cette  ligne;  et  l’orsque  l’on  aura  remarqué 
Fig.  1G8.  SUr  la  règle  AM  la  hauteur  Aa,  ou  la  cote  du  point  A , 
on  l’écrira  sur  le  brouillon  du  nivellement.  Sans  déranger 
le  pied  de  l’instrument , et  sans  perdre  de  tems , faites  trans- 
porter la  mire  au  point  B , et  répétez  la  même  opération 
que  pour  le  point  A , afin  d’avoir  la  hauteur  Bb , ou  cote 
du  point  B,  que  vous  écrirez  aussi  sur  le  brouillon  , pour  la 
retrouver  au  besoin. 

Soit  pour  exemple  Aa  — im,536,  Bb  — om,9<î.  On  voit, 
par  ces  cotes  inégales,  que  les  deux  points  A,  B ne  sont 
pas  de  niveau,  et  qu’au  contraire  le  point  A est  plus  bas 
que  le  point  B de  la  quantité  Aa  — B b — im,536  — om,y,> 
— om,586.  En  général,  le  point  le  plus  bas  est  évidemment 
celui  qui  a la  plus  forte  cote. 

Afin  de  voir  plus  nettement  les  surfaces  de  l’eau,  il  faut 
se  mettre  à une  petite  distance  d’une  des  fioles , pointer  d’un 
œil  seulement  et  de  manière  que  le  rayon  visuel  soit  tangent 
aux  deux  fioles. 

On  se  rappelera  que  les  niveleurs  appelent  aussi  coup- 
ci'  arrière , la  cote  Aa,  et  coup-ci  avant , la  cote  Bb. 

2 t I . Lever  le  profil  d’un  terrain. 

F,S-  ,c9-  Quand  le  terrain  est  inégal  entre  les  points-  A , B,  et 
qu’il  est  utile  d’en  connaître  la  forme  ou  le  profil , comme 
lorsqu’il  s’agit  de  lever  le  profil  d'un  ouvrage  de  fortifica- 
tion , l’on  fait  placer  successivement  la  mire  aux  points 
A,  C,  D , E,  B,  pour  en  avoir  les  cotes,  et  l’on  me- 
sure en  outre  la  hauteur  Po  de  l’instrument , supposé 
placé  sur  la  droite  ab , et  à peu  près  à son  milieu.  Enfin 
l’on  mesure  les  distances  horizontales  ac , cd , do , oe , ob. 

11  est  d’usage  de  faire  ces  distances  égales  entre  elles , 
lorsque  le  terrain  est  légèrement  ondulé,  et  que  les  dif- 
férentes pentes  se  raccordent  par  des  lignes  d’une  faible 
courbure. 

Le  levé  d’un  profil  étant  fait , on  le  rapporte  d'après 
l’échelle  adoptée;  mais  quand  les  cotes  ou  ordonnées  ver- 
ticales sont  fort  petites  par  rapport  aux  distances  hori- 
zontales , on  les  augmente  toutes  de  la  même  quantité , 
afin  que  l’espace  entre  la  ligne  horizontale  ab  et  celle 
ACDPEB  qui  représente  le  terrain , permette  d’écrire 
plus  aisément  les  hauteurs  dont  il  s’agiti  C’est  aussi  par 
cette  raison  , et  pour  rendre  les  pentes  plus  sensibles  à 
l’œil  , que  l’on  rapporte  souvent  ces  hauteurs  d’après 
une  échelle  plus  grande  que  celle  dont  on  fait  usage  pour 
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fixer  les  longueurs  horizontales.  Ordinairement  on  prend 
l'échelle  des  hauteurs,  multiple  de  celle  des  longueurs. 

Du  nivellement  composé. 

3 t 3.  Lorsque  les  deux  points  à niveler  sont  placés  au- 
delà  des  limites  de  l’étendue  du  rayon  visuel , ou  bien  lors- 
que le  terrain  présente  beaucoup  d’inégalités  ou  une  pente 
considérable,  on  est  obligé  de  lier  les  deux  termes  du  nivel- 
lement par  une  suite  de  nivellemens  simples,  et  c’est  en  cela 
que  consiste  le  nivellement  composé. 

Soit  ABCDEFG  le  terrain  proposé,  et  A,  G les  termes  Fig.  17*. 
du  nivellement  supposés  si  éloignés  l’un  de  l’autre,  qu’on 
ne  peut  en  déterminer  la  différence  de  niveau  qu’en  faisant 
plusieurs  stations  Af,,  Mt,  AI,,  etc.  Dans  ce  nivellement  com- 
posé , chaque  nivellement  simple  s’attache  à celui  qui  le  pré- 
cède immédiatement  par  le  coup  de  niveau  d arrière  qui  se 
donne  sur  le  point  où  l’on  a visé  pour  donner  le  coup  de 
niveau  rf  avant , comme  on  le  voit  à l’inspection  de  la  figure. 

Cette  manière  d’opérer  établit  par  conséquent  une  relation 
de  position  entre  tous  les  points  A , B , C ....  G du  nivel- 
lement. 

S’il  n’était  pas  possible  de  placer  l’instrumeilt  entre  le» 
deux  termes  de  chaque  nivellement  partiel;  si,  par  exemple, 
on  était  obligé  de  le  mettre  en  B , pour  former  le  second 
nivellement  partiel  B , C,  on  prendrait  pour  cote  d’arrière 
Bb1,  la  hauteur  même  de  l’instrument. 

Lorsque  l’on  a pour  objet  unique  de  connaître  la  diffé- 
rence de  niveau  des  termes  extrêmes  A,  G du  nivellement , 
on  dirige  de  la  manière  la  plus  commode,  la  ligne  A B 
C D E F G , qui  peut  être  ou  non  dans  le  même  plan  ver- 
tical, et  les  côtes  verticales  Aa,  Bb,  Bb, sont  les 

seules  qu’il  importe  de  connaître;  mais  si  la  direction  de 
la  ligne  du  nivellement  est  commandée  par  la  nature  de 
quelques  travaux  subséquens,  on  mesure  toutes  les  dis- 
tances horizontales  ab , b' c' , ....  ainsi  que  les  angles  que  ces 
lignes  peuvent  faire  entre  elles.  Ordinairement  on  commence 
par  lever  le  plan  du  terrain  sur  lequel  on  doit  former  un 
projet,  et  l’on  marque  par  des  piquets  à fleur  de  terre  la 
direction  de  la  ligne  ABCD...,  comme  lorsqu'il  s’agit  de 
construire  un  canal  de  navigation,  on  de  changer  le  cours 
des  eaux  d’un  ruisseau,  pour  former  des  inondations  autour 
d’une  place  forte  dont  il  importe  d’avoir  la  topographie 
exacte  des  environs. 
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Voici  maintenant  la  manière  la  plus  simple  d’obtenir  la 
Fig.  170.  différence  de  niveau  des  deux  points  A , G,  connaissant, 
sur  le  brouillon  du  nivellement , toutes  les  côtes  d’arrière 
et  d’avant. 

Sur  la  somme  des  coups  d’arrière  on  ôte  celle  des 
coups  d’avant , et  le  reste  est  la  quantité  dont  le  deuxième 
terme  G du  nivellement  se  trouve  plus  haut  ou  plus  bas 
que  le  premier  terme  A , selon  que  la  somme  des  coups 
«l’arrière  est  plus  forte  ou  plus  faible  que  celle  des  coups 
«l’avant.  Lorsque  ce  reste  est  nul,  les  deux  points  A , G 
sont  de  niveau  entre  eux.  Dans  le  cas  de  la  figure,  par 
exemple,  on  a, 


coups  d'arrière. 

•a  ,36o 
1 ,588 
a ,367 
1 ,544 
o ,344 


Somme  10  ,33g 


coups  d'avant. 

in',948 

a ,445 

o . 

o ,868 

» >» 
o ,785 

Somme  7 ,146 


ainsi  le  point  G est  au-dessus  du  niveau  du  point  A de 
ion’,339  — 7m,i46  = 3m,i93. 

La  raison  de  cette  règle  est  facile  à apercevoir , car  soit 
a,  b , les  coups  d’arrière  et  d’avant  de  la  ire.  station; 
a1,  b ,,  les  mêmes  quantités  relatives  à la  2e.  station,  et  ainsi 
de  suite.  La  hauteur  du  point  B , au-dessus  du  niveau  de  A, 
sera  a — 6;  la  dépression  du  point  C,  au-dessous  du  niveau 
de  B , sera  b'  — a' , etc.  On  aura  donc  pour  la  différence 
d(N)  de  niveau  des  points  A,  G, 

d(N)  = {a— b)  — (b' -a1)  -f-  (a"-b")  -f  {a'"— b"') 

-f-  (a'r—b‘v)  -f  {br — av) 

— (a-^a1  -^a"  -\.a'  ' 1 -\-a,r  -\-av) 

— (*4.6/4-///  4-J,'//4_J,/r_J_6r), 

résultat  qui  confirme  la  règle  énoncée  ci-dessus. 

Pour  faire  le  mis  au  net  du  nivellement,  on  rapporte  tous 
points  du  terrain  à une  même  ligne  horizontale  X X pas- 
sant au-dessus  du  point  le  plus  haut.  Pour  cet  effet,  on  aug- 
mente convenablement  toutes  les  cotes  de  hauteurs  , ce  qui  ne 
présente  aucune  difficulté. 
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LIVRE  V. 

TRIGONOMÉTRIE  ET  LEVÉ  DES  PLANS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

PRINCIPES. 

' 2 1 3-  Un  triangle  est  évidemment  composé  de  six  par- 
ties; savoir,  de  trois  angles  et  de  trois  côtés.  L’objet  de 
la  Trigonométrie  est  de  déterminer  trois  de  ces  six  parties 
par  la  connaissance  des  trois  antres , pourvu  que  parmi  les 
données  il  se  trouve  au  moins  un  côté. 

Ce  problème  pourrait,  dans  tous  les  cas,  être  résolu  à 
l’aide  des  constructions  géométriques  indiquées  dans  les 
n°‘.  97  et  suivans;  mais  lorsqu’il  s’agit  d’obtenir  des  résul- 
tats exacts , il  importe  de  recourir  au  calcul.  Dans  cette  vue, 
l’on  a formé  une  suite  de  triangles  rectangles  qui  out  la 
même  hypoténuse  , mais  dont  les  angles,  aigus  ont  toutes 
les  valeurs  possibles;  et  alors  il  n’est  aucun  triangle  de 
même  espèce  à résoudre,  qui  n’ait  son  semblable  dans 
cette  suite.  La  question  est  donc  réduite  à comparer  des 
lignes  homologues  pour  déterminer  les  parties  inconnues 
du  triangle  proposé.  La  théorie  que  nous  allons  exposer 
rapidement,  rendra  ces  notions  très-claires. 

2 1 4-  Nous  avons  déjà  observé  que  les  géomètres  divisent 
le  quart  de  la  circonférence  en  90  degrés  ou  en  100  grades, 
le  grade  en  100  minutes,  etc....  Cette  dernière  division  qui 
a une  analogie  plus  intime  avec  notre  système  de  numéra- 
tion, et  qui  est  la  plus  propre  à abréger  les  calculs,  doit 
être  employée  de  préférence,  sur-tout  dans  les  livres  élémen- 
taires. C’est  aussi  celle  dont  nous  ferons  usage  par  la  suite , 
et  cela  avec  d’autant  plus  de  raison,  que  nous  possédons 
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maintenant  des  tables  très-portatives  de  logarithmes  désignés 
trigonométriques  pour  la  nouvelle  division  du  quart  de  cercle. 

11  suit  de  là  que  l'angle  droit,  ou  le  quadrant , est  de  ioo 
grades  ; et  que  deux  angles  droits  , ou  la  demi-circonférence , 
aoo  grades. 

Le  complément  d’un  angle  ou  d’un  arc,  est  ce  qui  reste  en 
soustrayant  cet  angle  ou  cet  arc  de  ioo  grades. 

Le  supplément  d’un  angle  ou  d’un  arc,  est  la  différence  de 
cet  angle  ou  de  cet  arc  à aoo  grades. 

Dans  tout  triangle , un  angle  est  le  supplément  de  la  somme 
des  deux  autres,  puisque  les  trois  angles  valent  ensemble 
aoo  grades. 

.*%•  ,7r-  Le  sinus  d’un  arc  est  la  perpendiculaire  abaissée  de  l’ex- 
trémitc  de  cet  arc  sur  le  rayon  qui  aboutit  à l’autre  extré- 
mité ; ainsi  BP  est  le  sinus  de  l’arc  AB  ou  de  l’angle  BCA. 

Deux  arcs  qui  sont  supplémens  l’un  de  l’autre,  ont  donc  le 
même  sinus;  ainsi  les  arcs  AM,  MH  ont  le  même  sinus  MR. 

Tout  sinus  situé  au-dessus  du  diamètre  AD , est  positif; 
et  tout  sinus  situé  au  dessous  de  ce  diamètre , est  négatif. 

Le  sinus  du  complément  ou  le  cosinus  de  l’arc  AB,  est 
BG  ou  CP.  Le  cosinus  PC  de  tout  angle  aigu  AC  B , est 
positif;  mais  le  cosinus  CR  de  tout  angle  obtus  ACM , 
est  négatif.  En  général , un  cosinus  est  positif  s’il  fait 
partie  de  AC , et  il  est  négatif  s’il  fait  partie  de  CH. 

La  tangente  trigonom  étriqué  de  l’arc  AB,  est  la  droite 
AE  perpendiculaire  au  rayon  AC.  La  tangente  d’un  angle 
obtus,  moindre  que  deux  droits,  ou  plus  grand  que  trois 
droits,  est  négative;  celle  de  l’angle  ACM,  par  exemple, 
est  AT. 

La  tangente  du  complément  ou  la  cotangente  de  AB , est 
la  droite  DF  perpendiculaire  au  rayon  CD.  La  cotan- 
gente d’un  angle  obtus  , est  toujours  de  même  signe  que 
sa  tangente. 

La  sécante  de  l’arc  AB,  est  la  droite  CE  ; et  sa  cosécante , 
est  la  droite  CF.  On  verra  bientôt  pourquoi  le  signe  de  la 
sécante  est  le  même  que  celui  du  cosinus,  et  le  signe  de  la 
cosécante,  le  même  que  celui  du  sinus. 

Enfin,  le  sinus  verse  de  l’arc  AB,  est  la  partie  AP  du  rayon, 
comprise  entre  l'extrémité  de  l’arc  et  le  sinus;  et  le  cosinus 
verse  est  la  partie  DG. 
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Théorèmes  et  Formules  concernant  les  lignes 
trigonomé  triques. 

’ »*  * » * *v  »*«•...,  * 

2 1 5.  Le  sinus  d'un  arc  est  la  moitié  de  la  corde  qui 
soutend  un  àrc  double  ; ainsi  BP,  qui  est  le  sinus  de  8' 
l’arc  AB , est  la  moitié  de  la  corde  BB‘,  qui  soutend  l’arc 
double  B A B1. 

Le  quarré  du  rayon  est  égal  à la  somme  des  quarrés  du 
sinus  et  du  cosinus  d’un  arc.  '■ 

En  effet,  le  triangle BPC  étant  rectangle  en  P,  on  a BCZ 
= BP 1 -f“  PC*»  donc  R 1 ~ sin\  C -J-  cos1.  C,  R dési- 
gnant le  rayon  AC,  et  C dénotant  l’angle  ACB. 

La  tangente  d'un  arc  est  égale  au  rayon  multiplié  par  le 
sinus , et  divisé  par  le  cosinus  de  cet  arc. 

CaT  à cause  des  triangles  semblables  AEC,  PBC,  on  a, 

AE  : AC  ::  BP  : PC  ou  tang.C  : R ::  sin.  C : cos.  C. 

i 

R . sin.  C 

Donc,  tane.  C — . 

- • ° co*.  c 

On  voit  par  cette  équation , et  par  ce  qui  a été  dit 
( n°.  3a  Algèbre  ),  que  la  tangente  d’un  arc  est  positive  ou 
négative , selon  que  le  sinus  et  le  cosinus  de  cet  arc , ont  ou 
n’ont  pas  le  même  signe.  •• f 1 ' 

La  cotangente  d’un  arc  est  égale  au  rayon  multiplié  par  le 
cosinus  , et  divisé  par  le  sinus  de  cet  arc. 

Cette  propriété  résulte  de  la  similitude  des  triangles  FCD, 

B CG. 

De  ce  que  le  triangle  AEC  est  rectangle,  il  s’ensuit  que  le 
quarré  du  rayon,  plus  le  quarré  de  la  tangente,  est  égal  au 
quarré  de  la  sécante. 

La  sécante  d'un  arc  est  égale  au  quarré  du  rayon  divisé  par 
le  cosinus  de  cet  arc. 

Puisque  les  triangles  AEC,  PBC  sont  semblables,  on  a, 

CE  : AC  ::  BC  : PC  ou  sec.  C : R ::  R : cos.  C. 

r U • - *„'■*  “!  K “**  ^ 4 ' ». 

Donc,.  . • i sec.  C = -. 

. _ *•*.  C \\  i.  ,,;4 

Il  n’est  pas  moins  facile  de  prouver  que  la  cosécante  d’un 
Géométrie,  a3 
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arc  est  égale  au  quarré  du  rayon  , divisé  par  le  sinus  de  cet 
arc. 

2 [6.  i°.  Le  sinus  de  la  somme , ou  de  la  différence  de 
deux  arcs  , est  égal  au  produit  du  sinus  du  premier  par 
le  cosinus  du  second , plus  ou  moins  le  produit  du  sinus 
du  second , par  le  cosinus  du  premier , le  tout  divisé  par 
le  rayon. 

a0.  Le  cosinûs  de  la  somme , ou  de  la  différence  de 
deux  arcs , est  égal  au  produit  de  leurs  cosinus , moins 
ou  plus  le  produit  de  leurs  sinus  , et  le  tout  divisé  par  le 
rayon. 

Soit  AC  — R,  l’arc  AB  = a,  l’arc  BD  = b,  et  par 
conséquent  ABDz^a  b.  Des  points  B , D , abaissez  sur 
AC  les  perpendiculaires  BE , DF',  du  point  D , menez  Dx 
perpendiculaire  à BC\  enfin,  par  le  point  x , menez  xy  pa- 
rallèle, et  xz  perpendiculaire  à AC. 

Les  triangles  semblables  BCE , xCz,  donnent  les  propor- 


lions , 

, . 

CB  : 

BE 

Cx  : 

XZy 

• « . 

sin.  a cos. 

b 

ou 

R : 

sin.  a :: 

cos. 

b 

: xz 

R 

J 

CB  : 

CE 

II 

Cx  : 

Cz, 

ou 

R : 

cos.  a :: 

cos. 

b 

. < ’» 

: Cz 

COS.  (1  co«. 

R 

b 

Les  triangles  BCE,  xDy , qui  ont  les  côtés  perpendicu- 
laires chacun  à chacun,  sont  semblables et  donnent, 

CB  : CE  Dx  : Dy, 

_ • . , _ co».  a «in.  b 

ou  R ",  cos.  a ::  sin.  b : Dy  zz  ; 

CB  : BE  ::  Dx  : xy, 

n . sin.  a sin.  b 

ou  R : sm.  a ::  sm.  b : xy  — — r-t • 

-•  A 

Mais  le  sinus  de  (a  -j-  b)  étant  DF  ~ xz  Dy , on  a , 


sin.  (a  + b) 


sin.  a cos.  b -f-  sin.  b cos.  a * 

- . 


(0 
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De  même  le  cosinus  de  (a -f-  £)étant  CF~  Cz—  xy,  on  a, 

cos.  a cos.  b — sin.  a sia.  b 


COS.  (j  + b)  — 


W 


Pour  démontrer  maintenant  les  formules  relatives  an  sinus 
et  au  cosinus  de  la  différence  de  deux  arcs,  soit  fris  arc 
BM  rr  arc  BD , et  soient  abaissées  du  point  M les  droites 
MP  et  Mv  respectivement  perpendiculaires  aux  droites  AC 
et  x z.  On  aura  visiblement , 

arc  AM  = a — b , Mv  Pz  — xy , Dy  — xv, 
sin.  (a  — b)  = PM  — xz  — xv  , 
et  cos.  (a  — b)  = CP  — Cz  -f-  zP , 

donc, 

. , «in.  a oo>.  b — cos.  a sin.  b 

sin.  Ça  — b)  = 


A 


(a  — b) 


cos.  a cos.  * + sin.  <2  sin.  b 


(3) 

(4) 


317 . Afin  de  tirer  quelques  conséquences  des  théorème» 
précédens  , nous  supposerons  d’abord  que  dans  les  équations 
(i)  et  (a)  , b ■=.  a-,  alors  on  aura  , 


sin.  a a 


cos,  a a = 


a sin.  a cos.  a 


A 

cos*.  a — sin*.  a 
A ‘ 


(5) 


Ces  formules  renferment  la  solution  du  problème  de  la  du- 
plication d’un  arc.  On  pourrait  déterminer  de  la  même  ma- 
nière les  valeurs  du  sinus  et  du  cosinus  du  triple  , et  en 
général  du  multiple  d’un  arc  dont  on  connaît  le  sinus  et 
le  cosinus  ; mais  nous  ne  ferons  ici  aucune  application  de 
ces  valeurs. 

Pour  obtenir  l'expression  de  la  tangente  de  la  somme  des 
arcs  «et  b , il  ne  s’agit  que  de  diviser  l'une  par  l’autre  les 
équations  (i)  et  (2)  : en  effet  on  a (n°.  2i5). 

itiin.fa-t-M  , ...  flfsin.  a cos  b ■+■  «in.  b cos.a) 

1 — tang.  z=z  — : : — pi 

cos.  (a-t-ê)  cos.a  cos.a — ain.o  si  11.  b 

divisant  le  second  membre  haut  et  bas  par  cos.  a cos.  b , 
on  a en  vertu  du  n°.  cité , 

A’  (tang.o+tang.é) 

®D8’  ' a T'  i •—  /{»  — «ng.  a tang  $’ 

a3* 
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En  combinant  de  la  même  manière  les  équations  (3)  et  (4), 
on  trouvera, 

tang.  («-*)= 

v ' A*  *+•  tang.  a tang.  b 

Si  dans  la  seconde  formule  (5) , on  met  pour  cos1,  a sa 
valeur  R 1 — sin*.  a , on  aura 


cos.  2 a 


.fl*  — a «in*.  * 


(6) 


résultat  qui  nous  sera  utile  par  la  suite. 

En  prenant  la  somme  et  la  différence  des  équations  (î)  et 
(3) , on  obtient  celles-ci , 

. a «in.  a co*.  b 

sin.  -f-  £>)  sin.  [a  — b)  •xz.  - 


et 


sin.  (*-}-£)  — sin.  (a—b)zz: 


R 

a sin.  b cos.  a 


et  si  l’on  fait  (a-\-  b)  — p , (a  — b)  = q,  on  aura  , 


a=P-±l,  i = tll, 

a a 


partant 

sin 


in.  p + sin.  q = sin.  cos.  » 

sin.  p — sin.  q — sin.  ^ ^ cos.  . 

Divisant  ensuite  ces  deux  équations  membre  à membre,  il 
viendra,  ■' 

. . tin.  (Z±ï)  ont.  (tZl\ 

tm.  p 4-  »m.  y Va/ Va/ 

*in.  p «in.  y ^ ^ J ’ 

donc  en  vertu  des  théorèmes  du  n°.  ai 5 , 


i • tang-  „ 

•m.  p -j-  sin.  <j  a 

fin./»  — sin.  q ~ 


tang. 


P — 9 


(?) 


Ce  résultat  étant  énoncé  en  forme  de  proportion,  nous 
apprend  que  la  somme  des  sinus  de  deux  arcs  est  à la 
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différence  de  ces  mêmes  sinus , comme  la  tangente  de  la 
demi- somme  des  arcs  est  à la  tangente  de  leur  demi- dif- 
férence. 

Une  pareille  combinaison  des  équations  (a)  et  (4),  con- 
duirait à un  théorème  analogue  à ce  dernier.  , 


218.  On  déduirait  de  la  théorie  précédente  un  grand 
nombre  de  formules  nécessaires  pour  la  construction  des 
tables  des  sinus  et  la  résolution  des  triangles  ; mais  ce  qui 
précède  suffit  pour  remplir  le  but  que  nous  nous  sommes  pro- 
posé. 

Afin  de  donner  une  idée  de  la  manière  dont  ces  tables 
ont  été  calculées , supposons  que  le  sinus  et  le  cosinus  d’une 
seconde  soient  connus  ; on  trouvera  ensuite  par  les  for- 
mules démontrées  ci-dessus,  le  sinus  et  le  cosinus  de  111, 

V,  4h 10" ; puis  de  20",  3ow jusqu’à  ioo,/  ou  une 

minute;  puis  de  a',  3' jusqu’à  100 ' ou  1 grade,  et 

enfin  de  2P-,  3 P-,  jusqu’à  5oP-.  Toutes  ces  lignes  tri- 

gonométriques  étant  calculées,  on  parviendra  aux  valeurs 
des  tangentes  et  cotangentes , en  faisant  usage  des  formules 
qui  renferment  ces  nouvelles , lignes.  Quant  au  sinus  de 
l’arc  d’une  seconde , on  l’obtiendra  aisément , si  l’on  con- 
sidère qu'il  est  sensiblement  égal  à l’arc  lui-même  : ainsi 
le  rayon  des  tables  étant  — 1 , la  demi  - circonférence  ou 
l’arc  de  aootr-  = 3,i4i5g2653589793a  : divisant  cette  quan- 
tité par  le  nombre  de  secondes  contenues  dans  200Sr-,  c'est- 
à-dire  par  2000000,  on  aura  assez  exactement, 
siu.  111  = 0,00000157079632679, 
dont  le  logarithme  = 4,1961199  etc. 


Principes  pour  la  résolution  des  triangles 
rectilignes  rectangles. 


2 TC).  Dans  tout  triangle  rectangle , le  rayon  est  au  sinus  pjg  ,^3, 
d’un  des  angles  aigus  , comme  l'hypoténuse  est  au  côté  opposé 
à cet  angle. 

Soit  ACB , le  triangle  proposé  rectangle  en  A.  Si  du  point 
B comme  centre,  et  du  rayon  BD  égal  à celui  des  tables, 
on  décrit  l’arc  DE , et  qu’on  abaisse  EF  perpendiculaire  à 
AB  cette  perpendiculaire  sera  le  sinus  de  l’angle  B et  les 
triangles  BEF,  BCA  seront  semblables , donc , 

BE  : EF  ::  BC  : CA,  ou  R : sin.  B ::  BC  : CA. 
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Fig.  173.  220.  Dans  tout  triangle  rectangle,  le  rayon  est  à la  tan-* 

gente  d’un  des  angles  aigus , comme  le  côté  de  l'angle  droit 
adjacent  à cet  angle  est  au  côté  opposé. 

De  l’extrémité  D du  rayon  BD,  élevez  à B A la  perpen- 
diculaire DG,  qui  sera  la  tangente  de  l’angle  B.  Les  triangles 
semblables  B DG , BAC,  donneront, 

BD  : DG  ::  BA  : AC, 

donc,  R : tang.  B ::  B A : AC. 

Principes  pour  la  résolution  des  triangles 
rectilignes  obliquangles. 

Fig  61.  221-  Dans  un  triangle,  rectiligne  quelconque , les  sinus  dcr 

angles  sont  comme  les  côtés  opposés. 

Soit  ABC  le  triangle  proposé,  CD  sa  hauteur,  et  AB  sa 
base , la  perpendiculaire  CD  tombant  au  dedans  du  triangle 
ABC,  les  triangles  ACD,  CD  B,  donneront, 

R : sin.  A ::  AC  : CD, 

R : sin.  B ::  CB  : CD. 

Or , dans  ces  deux  proportions  les  extrêmes  sont  égaux  ; 
donc  les  produits  des  moyens  sont  aussi  égaux,  c’est-à-dire 
que, 

sin.  A X siC  =3  sin.  B X CB  ; 
donc,  sin.  A : sin.  B ::  CB  : AC. 

Cette  propriété  est  encore  la  même,  lorsque  la  perpendicu- 
laire CD  tombe  au-dehors  du  triangle,  comme  il  est  facile  de 
le  prouver. 

F'g-  17.5-  222-  Dans  un  triangle  rectiligne  quelconque , le  cosinus 

d’un  'angle  est  au  rayon  , comme  la  somme  des  quarrés  de» 
côtés  qui  comprennent  cet  angle , moins  le  quarré  du  troi- 
sième côté , est  au  double  du  produit  des  deux  premiers 
côtés. 

Pour  abréger,  désignons  respectivement  par  a,  b,  c,  les 
côtés  du  triangle  ABC,  opposés  aux  angles  A,  B,  C.  Et  soient 
•n  outre  AD  — x , d’où  CD  — b — x. 

Cela  posé , on  aura  par  le  théorème  du  n°.  78 , 

oa  = b1  -fc-  c1  — ïbx-,  (1) 
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mais  le  triangle  rectangle  ABD  donnant 

_ . c . oo«. 

A|CÜ  COS.  A : jr  “ 

il  s’ensuit  que, 

a1  = b'  + cl  — 

donc, 

005.  A b*  -+■  « 

Ji 


A 

abc  cos.  A 


abc 


(») 


équation  qui , étant  mise  sous  la  forme  de  proportion , fournit 
l’énoncé  du  théorème. 

L’équation  (i)  pouvant  s’écrire  ainsi: 

c*  — a1  -S!  ïbx  — b *, 
on  a , en  la  décomposant  en  facteurs , 

(c  -4-  a)  (c  — a)  r=!  i(ax  — 6); 

de  là, 

b : c -f-  a : : c — a : 2.r  — ô : 


or,  b est  la  base  du  triangle,  et  2x  — b est  la  différence 
des  segmens  AD , DC , formés  par  la  perpendiculaire  BD  ; 
donc  flans  tout  triangle  dont  la  perpendiculaire  tombe  au- 
dedans , la  hase  est  à la  somme  des  deux  autres  côtés , 
comme  la  différence  de  ces  mêmes  côtt's  est  à la  différence 
des  segmens. 

2 2 3.  Il  suit  de  là  que  si  on  connaît  les  trois  côtés  d’un 
triangle,  et  qu’on  abaisse  du  sommet  du  plus  grand  angle  une 
perpendiculaire  sur  le  côté  opposé  pris  pour  base,  on  aura , par 
la  proportion  précédente,  la  différence  des  segmens,  dont. cette 
base  représente  la  somme.  On  a donc  tout  ce  qu’il  faut  pour 
connaître  chaque  segment.  Kn  effet,  le  plus  grand  segment 
est  égal  à la  moitié  de  leur  somme  augmentée  de  leur  demi- 
différence  , et  Le  plus  petit  segment  est  égal  à la  moitié  de  leur 
somme  diminuée  de  leur  demi-différence  ( n°.  3a  Algèbre  ). 

Les  segmens  étant  calculés,  il  ne  s’agira  plus  que  de  ré- 
soudre les  deux  triangles  rectangles  ABD , CBD , pour  dé- 
terminer les  ongles  A et  C.  1 

On  peut  anssi  trouver  par  une  seule  analogie,  l’un  des 
angles  d’un  triangle  donné  par  ses  trois  côtés;  mais  pour 
cela,  il  faut  transformer  le  second  membre  de  l’équation  (p)T 
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y. g de  manière  qu’il  puisse  être  décomposé  :en  facteurs.  Dans  cette 

...  . , R% — » tiu'^A 

•vue , si  I on  met  pour  cos.  A sa  valeur — , (n  .217;» 

. ü1  — a «in*.  \ A b*  -f-  e*  — a* 
onaura,  ^ = — , 

ou  bien  2 sin’.  \ A — R%(^ ^ ^ ; 

jnais  à1  — (£  — c)1  = (a  -j-  b — c)  (*  — b c)  ; 

par  conséquent, 

sin.  i A = R lÆ+J-c)  (a~*  + c) 

* v Abc 

Soit  pour  simplifier  a-\-b-t-c—  s \ on  aura, 

(a  — b -f-  c)  = s — 26,  a b — c — ,f  — ae; 

donc 

sin.  - a — r [/ÆEH1 EET; 

r bc 


formule  très-commode  pour  le  calcul  logarithmique,  comme 
on  le  verra  par  la  suite , et  qui  donne  la  proportion , 

bc  : (jf  — b)  X (;A  — c)  ::  R 2 : sin 

c’est-à-dire  que  le  produit  de  deux  côtés  quelconques  d'un 
triangle , est  au  produit  des  différences  de  ces  côtés  à la 
moitié  du  périmètre  , comme  le  quarré  du  ray  on  est  au  quarté 
du  sinus  de  la  moitié  de  l’angle  compris  entre  ces  memes 
côtés. 

.*  • * ,» 

Idée  de  la  résolution  des  triangles  sphériques. 

224.  Comme  parmi  les  problèmes  utiles  que  les  profes- 
seurs peuvent  proposer  aux  élèves , il  en  est  dont  les  solu- 
tions sont  fondées  sur  les  principes  de  la  trigonométrie  sphé- 
rique , nous  allons  démontrer  les  formules  générales  qui  se 
rapportent  à cette  trigonométrie. 

Fig.  175.  Soit  ABC  le  triangle  sphérique  construit  sur  la  surface 
d’une  sphère  dont  nous  supposerons  le  rayon  égal  à l’unité  ; 
et  soit  O,  le  centre  de  cette  sphère.  U s’agit  de  trouver  une 
relation  entre  les  angles  plans  qui  forment  l’angle  trièdre 
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X)  de  la  pyramide  ABCO , et  les  angle*  dièdres  A,  B,  C 
des  faces  de  cette  pyramide;  ou  ce  qui  est  de  même,  entre 
les  côtes  AB , AC,  BC , et  les  angles  A,  B,  C du  'triangle 
sphérique  ABC. 

Pour  cet  effet , désignons  simplement  par  A , B,  C les 
angles  , et  par  a,  b,  c les  côtés  opposés  de  ce  triangle  sphé- 
rique ; puis  considérons  AD  comme  la  tangente , OD  comme 
la  sécante  de  l’arc  AB  ; prenons  de  même  AE  pour  la  tan- 
gente , et  OE  pour  la  sécante  de  l’arc  AC.  Le  triangle  recti- 
ligne A DE  donnera,  en  faisant  DE  zz  x, 

x1  zz  tang*.  b -|-  tang*.  c — a tang.  b tang.  c cos.  A ; 

le  triangle  ODE  donnera  pareillement , 

x1  zz  sec1,  b -}-  sec*,  c — a sec.  b sec.  c cos.  a ; 

soustrayant  de  cette  équation  la  première , et  faisant  atten- 
tion que  sec*,  b — tang*.  bzz.  i , sec*,  c — tang*.  c=i,on 
aura  , réduction  faite  , 

i -f-  tang.  b tang.  c cos.  A — sec.  b sec.  c cos.  a zz  o , 

ou , après  les  transformations  qui  naissent  de  la  théorie  du 

n°.  ai5,  . 

+ *in.  b sin.  c . co*.  a 

; cos.  A — — O , 

cos.  b cos.  c cos.  b cos.  c 

et  par  conséquent , 

cos.  a — cos.  b cos.  c + sin.  b sin.  c cos.  A ; 
on  aurait  de  même, 


cos.  b — cos.  a cos.  c + sin.  a sin.  c cos.  B, 
cos.  c =r:  cos.  a cos.  b -J-  sin.  a sin.  b cos.  C. 

Les  diverses  combinaisons  de  ces  trois  équations  donnent 
la  résolution  de  tous  les  cas  possibles  des  triangles  sphé- 
riques , mais  nous  n’effectuerons  que  celle  dont  nous  aurons 
besoin  par  la  suite  ; la  voici  : 

Des  équations  précédentes  on  tire , 


cos.  A — 


co».  a — coi.  b cot.  e 
•in.  b sin.  c 


•OS.  B 
cos.  C 


cos.  b — cos.  a cos.  c 
sin.  a sin.  c 
cos.  c — cos.  a co».  b 
sin.  a sin  b 
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L’une  de  ces  dernières  fait  connaître  un  angle  d’un  triangle 
sphérique  en  fonction  des  trois  côtés;  mais  on  peut  la  trans- 
former de  manière  que  son  second  membre  soit  décomposé 
en  facteurs.  Dans  cette  -vue  l’on  mettra  dans  l’équation, 
i — cos.  a — 2 sin1.  j A , démontrée  ( n°.  217),  la  valeur 
précédente  de  cos.  A , et  l’on  parviendra  facilement  à 


a stn 

Or  à cause  de 


-A  — 


cos.  (b  — c)  — cos.  a 
sin.  b sia.  c 


cos.  q — cos.  p = a sin.  i (p  -f-  q)  sin.  ^ (/> — q) , 
comme  il  résulte  de  la  théorie  du  numérocité,  on  a évidemment 
sin. 


sin 


-A  — 


/a-\~b  — c\  , /a  + c — *\ 
51„.  (— — ) sin. 


sin.£  sin.  c 

9 

n faisant 

s nz  O-  ^ b 

c* 

! sin-  ( 

!t-*)  sin  ( 

T”') 

y 

équation  analogue  à celle  du  n°.  aa3  relative  au  triangle  rec- 
tiligne , et  qui  peut  aisément  se  calculer  par  les  logarithmes. 


CHAPITRE  II. 

DESCRIPTION  ET  USAGE  DES  JNSTRUMEXS  PROPRES  A 
MESURER  TES  ANGLES  ET  LES  LIGNES. 

Du  Graphomètre, 

225.  Le  graphomètre  est  un  instrument  qui  sert  pour  me- 
surer les  angles , c’est  un  demi-cercle  divisé  en  1 8od,  ou  en  200 
grades.  Chaque  degré  ou  grade  est  lui-méme  divisé  en  deux 
ou  plusieurs  parties , selon  la  grandeur  du  diamètre  de  ee 
demi-cercle.  ‘ ^ 

La  partie  circulaire  , sur  laquelle  sont  tracées  les  divisions, 
se  nomme  le  limbe.  Aux  grapbomètres  ordinaires,  on  adapte 
aux  extrémités  du  diamètre  fixe  deux  pinnulcs  ou  petites 
fenêtres  au  travers  desquelles  on  regarde  les  objets.  Chaque 
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pinnule  qui  doit  être  exactement  perpendiculaire  au  limbe, 
est  fendue  par  le  haut  et  ouverte  par  le  bas  , ou  réciproque- 
ment ; et  le  milieu  de  l’ouverture  est  traversé , dans  le  sens 
«le  la  longueur  , par  une  soie  ou  par  un  crin.  Lorsqu’on  vise 
à un  objet , on  a soin  de  mettre  prés  de  l’œil  la  fente  d’une  pin- 
nule par  laquelle  on  regarde  si  le  fil  correspondant  couvre 
cct  objet. 

La  règle  mobile  que  l’on  nomme  alidade  , est  assujétie  à 
tourner  autour  du  centre  de  l’instrument  , et  est  garnie  de 
même  de  deux  pinnules.  Pour  mesurer  les  angles  avec  plus 
de  précision  , on  a imaginé  de  tracer  des  parties  plus  petites 
que  celles  du  limbe  aux  extrémités  de  cette  alidade  , et  près 
des  pinnules;  c’est  à l’aide  de  ces  petites  divisions  ou  de  ce 
vernier , que  l’on  estime  les  parties  du  degré  ou  du  grade. 
Supposons,  par  exemple,  que  le  graphomètre  soit  divisé  en 
4oo  parties  égales  , dont  2 forment  le  grade , et  que  9 de 
ecs  parties  correspondent  à 10  parties  du  vernier;  alors  cha- 
cune de  ces  dernières  embrassera  sur  ce  limbe  un  arc  de 


“ 45  minutes  centésimales.  Si  donc  la  première  divi- 


sion du  vernier , que  l’on  nomme  ligne  de  foi , tombe  exacte- 
ment sur  une  division  du  limbe,  l’angle  compris  entre  le 
diamètre  fixe  et  le  diamètre  mobile  , sera  mesuré  par  les  divi- 
sions du  limbe;  si  au  contraire  la  seconde  division  du  ver- 
nier coïncide  avec  une  division  du  limbe , il  faudra  au  nombre 
de  grades  marqués  sur  le  limbe  jusqu’à  la  ligne  de  foi , 
ajouter  5f , quantité  dont  une  partie  du  limbe  excède  une 
partie  du  vernier.  En  général , on  comptera  de  plus  autant 
de  fois  5' qu'il  y aura  de  parties  du  vernier  depuis  la  ligne  de 
foi  jusqu’à  la  ligne  qui  correspond  avec  l’une  de  celles  du 
limbe. 

Les  graphomètres  les  plus  exacts  et  les  plus  commodes , 
sont  ceux  qui  sont  garnis  de  lunettes  que  l’on  fait  mouvoir 
lentement  à l’aide  de  vis  de  rappel , et  que  l’on  arrête  au 
moyen  de  vis  de  pression.  Quand  les  lunettes  peuvent  s’in- 
cliner de  quelques  grades  à l’égard  du  limbe  , on  est  dispensé 
de  réduire  à l’horizon  les  angles  qui  n'y  sont  pas  situés, 
parce  qu’alors  on  les  observe  dans  ce  plan. 

Il  est  utile  , en  outre , qu’un  niveau  à bulle  d'air  soit 
adapté  a la  lunette  inférieure , pour  pouvoir  la  disposer  hori- 
zontalement lorsque  l’on  mesure  des  angles  de  hauteur.  L’axe 
de  ce  tube  étant  mis  parallèlement  à l’axe  optique  de  la 
lunette , il  s'ensuit , d’après  les  lois  de  l’hydrostatique  , que 
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lorsque  la  bulle  d’air  occupe  le  milieu  du  tube , la  lunette 

est  horizontale  ( n°.  ao3  ). 

Tout  l’instrument  porte  sur  un  pied  construit  de  manière 
qu’il  est  facile  d’incliner  le  limbe  dans  tous  les  sens.  A cel 
égard  , on  évite  beaucoup  de  lenteur  et  de  tâtonnement  , en 
disposant  le  plus  qu’il  est  possible  dans  la  direction  des  objets 
que  l’on  observe  , les  vis  qui  procurent  cette  inclinaison. 


Du  cercle  répétiteur . 

3 2Ô.  Entre  autres  différences  remarquables  entre  le  gra- 
phomètre  et  le  cercle  répétiteur,  c’est  que  les  deux  lunettes 
de  celui-ci  sont  mobiles  ou  fixes  à volonté.  La  lunette  supé- 
rieure entraîne  de  même  deux  verniers , et  sou  axe  répond 
précisément  au  centre  du  limbe.  A l’égard  de  la  lunette  infé- 
rieure , elle  est  excentrique,  et  elle  tourne  seule,  si  l’on  veut, 
autour  du  pivot  de  l'instrument. 

Le  plus  grand  avantage  du  cercle  répétiteur  est  de  pou- 
voir atténuer  presqu’entièrement  les  erreurs  de  la  division  et 
celles  des  observations , en  répétant  suffisamment  la  mesure 
des  angles  , comme  nous  l’enseignerons  bientôt. 

Dans  les  petits  cercles  répétiteurs , le  pivot  qui  supporte 
le  limbe  est  soudé  au  centre  d’un  petit  plateau  circulaire 
auquel  on  peut  procurer  un  mouvement  de  rotation  rapide 
ou  lent.  Ce  pivot  est  traversé  par  un  axe  ou  essieu , dont  les 
extrémités  entrent  dans  des  collets  faisant  partie  de  deux 
montans  auxquels  on  a donné  le  nom  de  fourchette.  Un  petit 
quart  de  cercle  adapté  au  pivot  s’appuie  contre  ces  mon- 
tans , et  s’y  fixe  au  moyen  d’une  pince  , quand  on  veut  que 
l’inclinaison  du  limbe  soit  invariable.  Enfin  vers  la  partie 
supérieure  de  la  douille  de  l’instrument , sont  placées  deux 
vis  opposées  qui  servent  pour  incliner  le  limbe  dans  un  sens 
contraire  à celui  pour  lequel  le  quart  de  cercle  est  destiné. 


De  la  mesure  des  angles  avec  le  grapliQmètre. 

6i.  227.  Pour  mesurer  avec  le  graphomètre  l’angle  A sous 

lequel  on  voit  la  distance  BC , placez  d’abord  le  centre  de 
l’instrument  au  point  A , puis  disposez  l’alidade  fixe  de  ma- 
nière que,  regardant  au  travers  des  pinnules  ou  de  la  lunette, 
le  fil  vertical  couvre  le  point  C.  Enfin  dirigez  l’alidade  mobile 
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ou  la  lunette  supérieure  sur  l’objet  B ; l’arc  parcouru  par 
celle-ci  sera  la  mesure  de  l'angle  A. 

Cette  méthode  suppose  que  les  trois  points  A , B , C sont 
à très-peu  près  dans  le  meme  plan  horizontal  , ou  que  le 
cercle  porte  des  pinnules , ou  bien  qu’il  est  garni  de  lunettes 
plongeantes  ( n°.  aa5  ) ; autrement  si  les  points  B , C étaient 
hors  de  l'horizon  de  l’observateur  , et  que  les  lunettes 
n’eussent  point  la  propriété  dont  il  s’agit , il  faudrait  placer 
le  limbe  dans  le  plan  même  de  l’angle  à mesurer. 

L’angle  sous  lequ,el  on  voit  l’élévation  d’un  objet  situé  rig.  »;6. 
au-dessus  de  l’horizon  du  lieu  où  l’on  observe  , se  nomme 
angle  de  hauteur  , et  l’angle  sous  lequel  on  voit  l’abaisse- 
ment d’un  objet  au-dessous  de  l’horizon,  se  nomme  angle 
de  dépression.  Ainsi  en  supposant  que  AH  soit  horizontal , 
l’angle  BAH  est  un  angle  de  hauteur  , et  l’angle  B' AH  est 
un  angle  de  dépression. 

Pour  mesurer  ces  angles  verticaux , on  donne  au  plan  de 
l’instrument  la  position  verticale  à l'aide  d’un  fil  à-plomb  ; 
ensuite  on  met  la  lunette  fixe  horizontalement  par  le  moyen 
du  niveau  à bulle  d’air  qui  y est  adapté  ; puis  l’on  dirige 
la  lunette  supérieure  sur  l’objet  B ou  B' , de  manière  que  le 
fil  horizontal  de  cette  lunette  couvre  le  point  de  mire.  Alors 
l’arc  parcouru  par  cette  même  lunette  est  la  mesure  de  l'angle 
BAH,  ou  B' AH. 

De  la  mesure  des  angles  avec  le  cercle  répétiteur. 

238.  Voici  la  manière  de  mesurer  un  angle  entre  deux 
objets  terrestres  avec  le  cercle  répétiteur  dont  les  divisions 
se  lisent  de  gauche  à droite. 

Après  avoir  mis  le  limbe  dans  le  plan  des  objets , on 
amène  la  lunette  supérieure  à zéro , et  on  la  fixe  par  le  moyen 
de  la  vis  de  pression  ; ensuite  on  la  dirige  sur  l’objet  à 
droite,  et  pour  l’y  fixer  on  serre  la  vis  de  pression  du  pla- 
teau. Cela  fait , on  rend  mobile  la  lunette  inférieure  pour 
l’amener  sur  l’objet  à gauche,  puis  on  la  fixe  au  limbe;  en- 
suite on  desserre  la  vis  de  pression  du  plateau  , afin  de  pou- 
voir faire  tourner  tout  l’instrument,  jusqu’à  ce  que  la  lunette 
inférieure  soit  sur  l’objet  à droite.  Lorsque  cette  circonstance 
a lieu  , on  serre  de  nouveau  cette  vis  , et  l’on  amène  la 
lunette  supérieure  rendue  libre  sur  l'objet  à gauche  ; alors 
l’arc  qu’elle  a parcouru  depuis  son  premier  point  de  départ , 
est  la  mesure  du  double  de  l’angle  observé. 
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On  obtient  par  cette  méthode  le  quadruple , le  sextuple , etc. 
d’un  angle;  en  répétant  2,3....  fois  cette  opération,  et 
partant  du  point  de  division  où  la  lunette  supérieure  se  trouve 
à la  fin  de  chaque  observation  conjuguée. 

On  nomme  distance  au  zénith  d’un  objet , le  complément  de 
sa  hauteur,  ou  sa  dépression  angulaire  augmentée  de  iooïr. 
Pour  observer  une  distance  au  zénith,  mettez  le  plan  du  cercle 
verticalement  par  le  moyen  d’un  fil  à-plomb  , et  de  manière 
que  les  divisions  du  limbe  soient  à votre  droite  ; amenez  la 
lunette  supérieure  à zéro,  fixez-la , puis  dirigez-la  sur  l’ob- 
jet , en  faisant  tourner  le  limbe  , et  serrez  la  vis  du  plateau  ; 
ensuite  mettez  la  lunette  inférieure  horizontalement  au 
moyen  du  niveau  à bulle  d’air,  et  pour  cet  effet  servez-vous 
de  la  vis  de  rappel  de  cette  lunette.  Cela  fait , amenez  le 
limbe  à votre  gauche  dans  le  vertical  de  l’objet  ; remettez  la 
lunette  inférieure  horizontalement , en  faisant  tourner  le 
limbe  par  le  moyen  de  la  vis  du  plateau  ; enfin  ramenez  sur 
l’objet  la  lunette  supérieure  rendue  libre.  L’arc  qu’elle  aura 
parcouru  sera  le  double  de  la  distance  au  zénith  cherchée. 

On  pourrait  de  même  obtenir  le  quadruple  , le  sextuple.... 
de  cette  distance,  en  répétant  2,  3....  fois  cette  observation. 

Lorsque  le  cercle  répétiteur  porte  des  lunettes  plongeantes, 
on  dispose  toujours  le  limbe  horizontalement , et  par  ce 
moyen  les  angles  observés  entre  les  objets  terrestres  sont 
réduits  sur-le-champ  à l’horizon  , ce  qui  dispense  de  faire 
aucun  calcul  à cet  égard.  Cet  instrument  peut  être  employé 
de  la  même  manière  que  le  graphomètre  ; car  il  ne  s’agit  que 
d’amener  la  lunette  inférieure  à zéro , et  de  l’y  fixer  pendant 
tout  le  cours  des  observations.  Pour  cet  effet , on  met  la 
lunette  supérieure  à ce  point,  et  après  avoir  fixé  avec  cette 
lunette  un  objet  éloigné , on  y dirige  aussi  la  lunette  infé- 
rieure qui  se  trouve , dans  ce  cas  , placée  convenablement. 

De  F usage  de  la  chaîne  métrique. 

22Ç).  Pour  mesurer  une  ligne  droite  tracée  sur  le  terrain 
à l’aide  de  jalons  ou  de  piquets  , on  se  sert  du  double-mètre 
ou  de  la  chaîne  métrique,  qui  est  formée  de  petites  baguettes 
de  fer  de  deux  centimètres  de  long,  attachées  les  unes  aux 
autres  par  des  petits  anneaux.  Cette  chaîne  a ordinairement 
cinq  mètres  de  long , et  est  garnie  de  deux  poignées  à ses 
extrémités.  Le  cbafneur  qui  marche  en  avant  dans  la  direc- 
tion des  jalons , porte  dix  fiches  de  fer  qu’il  plante  en  terre 
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les  unes  après  les  autres  , lorsque  la  chaîne  est  suffisamment 
tendue,  et  quand  ses  extrémités  sont  dans  une  même  ligne 
horizontale  , si  l’on  ne  doit  mesurer  que  dans  ce  plan  ; en- 
suite le  chaîneur  qui  vient  après,  enlève  ces  fiches  à fur  et 
fnesure.  Si  la  ligne  que  l’on  parcourt  est  de  plus  d’une  ponce  , 
c’est-à-dire  si  elle  est  plus  longue  que  dix  fois  la  chaîne,  on 
continue  la  même  opération , en  retenant  ou  en  écrivant  sur 
un  livret  le  nombre  de  portées  et  de  mètres  que  contient  la 
ligne  mesurée. 

Quand  les  lignes  d’opérations  traversent  un  terrain  qui 
-offre  une  ou  plusieurs  pentes  fort  longues  et  très-sensibles  , 
alors  , au  lieu  de  disposer  la  chaîne  horizontalement , ce  qui 
serait  trop  gênant  et  peu  exact , on  mesure  la  longueur  même 
<le  chaque  pente  ; et  après  avoir  estimé  l'inclinaison  de  cha- 
cune , soit  avec  le  cercle  répétiteur  , soit  par  le  procédé  du 
nivellement , on  réduit  les  mesures  à l’horizon  , ainsi  qu’on 
le  verra  par  la  suite. 


CHAPITRE  III. 

EXEMPLES  DE  CALCULS  TRIGCWOMÉTRIQUES. 

Résolution  des  triangles  rectangles. 

a3o-  Déterminer  la  projection  horizontale  d’une  pente 
dont  on  connaît  la  longueur  et  l'inclinaison. 

Soit  AC  =.  48om , la  pente  donnée , et  A — 5 P,  son  incli-  FiS-  #• 
naison.  On  demande  la  longueur  horizontale  AB , projection 
de  AC. 

En  vertu  du  principe  du  n®.  a 19,  on  a , 

R : AC  cos.  C,  ou  cos.  A : AB ; 
ou  en  valeurs  numériques  , 

R : 48om  ::  cos.  5s*  : AB j , 

opérant  par  les  logarithmes  , on  trouve  que  , 
log.  480  = 2,6812411 
log.  cos.  5p  = 9,9986691 

log.  somme  — log.  R = 2,679900®  = 478™, 62. 
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Donc  la  pente  AC , projetée  sur  l’horizon,  se  réduit  à 
478m,5a. 

Tig.  177.  25 1-  Calculer  la  corde  et  la  flèche  de  l'arrondissement 

de  la  contrescarpe. 

Soit  l'angle  du  bastion  ACB  — 9aïr,3or 
et  le  rayon  AC  — 4 ora. 

Les  triangles  A CD , CD  B étant  égaux  et  rectangles  en  JD, 
le  premier  donne , 

R : AC  ::  sin.  A ; CD, 

R ; AC  cos.  A : AD. 

Opérant  par  logarithmes,  on  trouve, 

log.  (ACzz.\c>)  — 1, 6020600  . ......  r 1 ,6030600 

log.  tin.  A log.  cot.  A 

on  de  cot.  468,15'  “ 9,8743113  ou  de  tin.  46g, i5'  ZZ  9,8310643 

1,4763813  i,4a36»4a 

Donc  CD  = a9ra,g4»  > donc  AD  = aô^SaS. 

Il  suit  de  là  que  la  corde  AB  — a AD  5 3m,o46 , et 

que  la  flèche  DE  ~ iom,o58. 

Si  au  lieu  du  rayon  CB  on  connaissait  la  largeur  Cx  du 
fossé  , il  faudrait  d’abord  calculer  l’hypoténuse  CB  du  triangle 
rectangle  CxB  , dans  lequel  le  côté  Cx  et  l’angle  B — A CB 
seraient  connus , et  l’on  procéderait  ensuite  comme  ci-dessus. 

. I 

jie.  178.  £ 252-  Déterminer  la  largeur  d’un  fleuve. 

Tracez  le  long  de  la  berge  et  parallèlement  au  courant  de 
l’eau  une  base  AB  ; et  après  avoir  dirigé  l’alidade  fixe  sur 
cette  base , mettez  la  ligne  de  foi  de  l'alidade  mobile  sur  la 
division  marquée  qod  ou  iooP.  Voyez  à quel  point  C aboutit 
le  rayon  visuel  AC , perpendiculaire  à AB  ; puis  mesurez  la 
ligne  AB  , qui  doit  être  environ  la  moitié  de  AC  ; observes 
l’angle  B , et  enfin  mesurez  la  distance  AD  comprise  entra 
la  base  et  le  bord  de  l’eau. 

Soit  par  exemple,  . .ci, 

AB  — ia5m,  AD  — 5m,  et  angle  B — 4 5 P, 
on  aura,  at°.  aao, 

R : tang.  45P,  ::  ia5“  ; ACt 
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io6m,7  6. 

Donc  CD  = iofin',76  — 5 = ioira,76. 

Au  défaut  (le  tables  île  logarithmes,  on  construira,  avec 
une  échelle  tic  parties  égales  et  un  rapporteur,  une  figure 
semblable  à BCA.  Pour  cet  effet,  on  fera  ab  — ics5m  ; au 
point  a , l’on  élèvera  à ab  une  perpendiculaire  indéfinie  , et 
au  point  b on  prendra  avec  le  rapporteur  un  arc  de  4^ Sr  ; 
par  l’extrémité  de  cet  arc  et  par  le  point  b,  on  tirera  une 
droite  cb , qui  rencontrera  ac  en  un  point  c.  Alors  portant 
ac  sur  l’échelle , on  verra  que  cette  ligne  égale  roS^ô  à peu 
de  chose  près  ; donc  la  largeur  du  fleuve  est  comme  ci-dessus 
de  ioim,76. 

Le  calcul  et  la  construction  sont  les  mêmes  pour  détermi- 
ner la  hauteur  d’un  édifice  érigé  sur  un  plan  horizontal  , et 
dont  le  pied  est  accessible.  Par  exemple,  soit  SP  la  tour  à Fig.  179. 
mesurer.  Placez  l’instrument  au  point  B , duquel  vous  puis- 
siez voir  le  sommet  S de  cette  tourj  mesurez  l’angle  vertical 
SBA,  formé  par  l’horizontale  AB  et  par  le  rayon  visuel 
SB ; mesurez  en  outre  la  distance  comprise  entre  le  centre 
de  la  station  B et  le  pied  de  l’édifice  , et  faites  la  proportion, 

R : tang.  SBA  ::  AB  : AS-, 

AS  étant  trouvée , augmentez  cette  hauteur  de  celle  de 
l’instrument , et  la  somme  sera  la  hauteur  de  la  tour , depuis 
le  sol  jusqu’au  point  de  mire  du  sommet. 

2 33.  Trouver  l'angle  que  la  ligne  de  mire  fait  avec  l'axe  Fig.  1 80. 
prolongé  , dans  une  pièce  de  calibre  et  de  dimensions  connues. 

Si  par  le  point  D , le  plus  élevé  du  renflement  du  bourlet, 
on  imagine  la  droite  DG  parallèle  à l’axe  AE  , l’angle  BDG 
sera  égal  à l’angle  C que  l’on  cherche.  Or  les  trois  côtés  du 
triangle  BGD  rectangle  en  G sont  connus  ; donc  on  aura 
l'angle  BDG  par  cette  proportion  , 

R : tang.  BDG  DG  : BG. 

Géométrie.  24 
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et  par  les  logarithmes , 

log.  tang.  45s»  = 9,9114989 
log.  12^=:  2,0969100 

Somme , moins  log.  du  rayon  = 2,0284089 
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180.  Dans  la  pièce  de  ta  légère,  on  a AB  — i6cen,ij,,,8& 

ED  — i3  ,34 

et  de  là  BG  = 3 ,5a 

on  a en  outre  * * DG  z=z  209  ,11 

et  par  les  logarithmes , 

log.  BG  z=  0,5405427 

log.  B = 10,0000000 

10,5460427 
moins  log.  DG  — 2,3203748 

log.  tang.  BDG  = 8,2261679  = 

Une  pièce  de  12  légère  étant  pointée  à 36r,33/  , trouver  la. 
hauteur  à laquelle  la  ligne  de  mire  s'élève  à la  distance  de 
1 200  mètres , qui  est  à-peu-près  la  portée  de  cette  pièce  sous 
r angle  de  36r,33'. 

On  sait,  par  la  solution  du  problème  précédent,  quels 
ligne  de  inire  fait  avec  l’axe  un  angle  de  1^7'  i5"  ; ainsi  cette 
ligne  n’est  inclinée  à l’horizon  que  de  3 tT  33'  — 1 P 7'  i5" 
— a8r  25'  85",  et  la  hauteur  d’un  de  ses  points  à la  distance 
horizontale  de  1 aoom,  est  le  côté  de  l’angle  droit  d’un  triangle 
rectangle  que  l’on  trouve  à l’aide  de  la  proportion  , 

B : tang.  2Sr,a5'  85"  ::  1200  : hauteur  cherchée; 
de  là  log.  tang.  afr,25'85"  =z  8,55oia2a 
log.  i2oom  = 3,0791812 

log.  hauteur  = 1,6293034  = 42m,590. 
La  hauteur  cherchée  est  donc  de  4 arn,59. 

2 34-  Les  formules  trigonoinétriques  sont  souvent  em- 
ployées dans  les  démonstrations  ou  les  solutions  des  propo- 
sitions de  Géométrie  , parce  qu’elles  conduisent  presque  tou- 
jours très-simpletnent  aux  relations  que  l’on  a en  vue  de 
trouver.  Pour  donner  une  idée  du  parti  que  l’on  en  peut  tirer 
en  pareille  circonstance , nous  allons  résoudre  les  deux  pro- 
blèmes suivans  : 

g,.  i°.  Déterminer  taire  et  un  triangle  rectiligne  , connaissant 

deux  de  ses  côtes  et  l'angle  qu'ils  comprennent. 
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3 7* 

y CD 

L’aire  s du  triangle  ABC  est  égale  à — ; mais  eu  « 

vertu  du  principe  du  n°.  219,  CD  ~ AC  % sin.  A , le 
rayon  des  tables  étant  = 1.  Substituant  cette  valeur  dans 
celle  de  s , on  a , 


AB  v AC  . . . 

= — X sin. 


Ainsi  l'aire  d'un  triangle  rectiligne  quelconque  , est  égale 
à la  moitié  du  produit  de  deux  de  ses  côtés  , multiplié  pur  le 
sinus  de  l’angle  compris. 

Il  suit  de  là  que  si  a et  b sont  les  côtés  contigus  d’un 
parallélogramme  , et  que  C soit  l’angle  qu’ils  forment  , l’aire 
de  ce  parallélogramme  sera  , 

. s'ZZ.  ab  sin.  C. 


2°.  Trouver  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à un  triangle 
dont  les  trois  côtés  sont  donnés. 

Soient  a , b,  c les  trois  côtés  du  triangle  ABC , respecti-  Fl6- 
vement  opposés  aux  angles  A , B , C ; désignons  sa  surface 
par  s , et  le  rayon  BO  du  cercle  circonscrit , par  R. 

Suivant  ce  qui  précède  on  a , 

al>  . r 
s 3 — sin.  C ; 
a 


et  si  BD  est  un  diamètre,  le  triangle  ABD  sera  rectangle 
en  A , l’angle  D sera  égal  à l’angle  C , et  en  vertu  du  n°.  219, 
on  aura , 

1 : a R ::  sin.  D,  ou  sin.  C : c; 


d’où , 


sin.  C 


c 

a R 


Mettant  cette  valeur  dans  celle  de  s , on  a définitivement  •, 
abc  abc  ifc 

s = — , ou  R — — ; 

* 4/1  4. 


C’est-à-dire  que  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à un  triangle  , 
est  égal  au  produit  de  ses  trois  côtés  , divisé  par  le  quadruple 
de  üaire  de  ce  triangle. 

Il  est  encore  plus  facile  de  déterminer  le  rayon  du  cercle 
inscrit  à un  triangle  dont  on  connaît  les  trois  côtés  : en 
faisant  le  calcul , ou  trouvera  que  ce  rayon  est  égal  à Taire 
du  triangle  , divisée  par  son  demi-périmètre. 


?4* 
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Résolution  des  triangles  obliquangles. 

F,,,  g,  355-  Mesurer  une  distance  accessible , seulement  par  une 
de  ses  extrémités. 

Supposons  que  A et  C soient  deux  postes  ennemis  ; on  ' 
demande  la  distance  AC  seulement  accessible  au  point  A. 
Tracez  la  base  AB , de  manière  que  les  angles  A et  B ne 
soient  pas  trop  aigus  ; mesurez  ces  angles  et  cette  base , et 
ensuite  faites  la  proportion  , 

sin.  C : AB  sin.  B r AC. 

Pour  exemple,  soit  A — 4 5sr , fi  — 68F, i5',  AB  — 53omj 
on  aura, 

sin.  SOf^o^  ; 53o  ::  sin.  68f,i5'  : AC\ 
et  par  logarithmes, 

log.  53o  = 2,7242759  •• 

. log.  sin.  68Br,  1 5'  = 9,9432171 

12,6674930 

moins  log.- sin.  86Br,85  = 9,9906684 

log.  AC  = 2,6768246  =r  475m,  14. 
donc  la  distance  cherchée  = 475ra,i4- 

Fig.  18a,  2 56.  Déterminer  de  combien  le  but  B est  plus  élevé  que  la 

batterie  A. 

Soit  AH.  le  niveau  de  la  batterie.  Mesurez  l’angle  de  hau- 
teur BAH ; placez  un  jalon  en  C,  de  manière  que  AC  ne 
soit  pas  trop  petit  à l’égard  de  AB  ; mesurez  l’angle  incliné 
BAC , en  mettant  le  plan  du  grapliomêtre  dans  celui  de  cet 
angle  ; mesurez  aussi  la  base  A C,  et  ensuite  l’angle  incliné  B CA. 
Maintetypit  supposons  que  , 

BAH  =.  5f,i5'  , AC  = 86m,5# 

. BAC  = 60  sr,  BCA  = 856'. 

Pour  trouver  la  hauteur  BH,  il  faut  d’abord  calculer  l’hy- 
poténuse AB  du  triangle  rectangle  AB  H.  à l’aide  du  triangle 
ABC  dont  on  connaît  un  côté  et  les  “deux  angles  adjacens  ; 
pour  cela  faites  la  proportion  , 

sin.  ABC  ; AC  sin.  BCA  ; AB-, 
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puis  dites  ‘ R : AB  sin.  BAH  : BH. 
Voici  l’opération  par  les  logarithmes , 

log.  ( AC  — 86,5)  = 1,9370161 
log.  sin.  {B CA  = SS*1)  = 9,9878316 

1 1,9248/476 

— log.  sin.  ( ABC  — 558»)  = g,88io455 


log.  AB  = 2,0438021 
log.  sin.  ( BAH  = 5,i5)  = 8,9074533 

Somme  — log.  R = o,g5i2554  = 8m,938. 

Ainsi  la  hauteur  B H cherchée  est  de  8m,94. 

C’est  encore  par  cette  méthode  qne  l’on  déterminerait  la 
hauteur  d’un  édifice  inaccessible. 


267.  Mesurer  une  petite  distance  , dont  tes  extrémités  seu- 
lement sont  accessibles. 

Si  un  alignement  AB  devait  traverser  un  terrain  maréca- 
geux , et  qu’il  fallut  néanmoins  ,en  connaître  la  longueur , on 
pourrait  opérer  ainsi  qu’il  suit  ; 

Choisissez  un  point  C , d'où  vous  puissiez  apercevoir  les 
extrémités  A , B et  mesurez  l’angle  C , ainsi  que  les  dis- 
tances AC,  BC.  Alors  la  question  sera  réduite  à calculer  le 
troisième  côté  d’un  triangle  dont  on  connaît  denx  côtés  et 
l’angle  compris.  Pour  cet  effet , au  lieu  d’employer  la  formule 
(2)  du  n°.  222,  qui  donne  immédiatement  laquantité  cherchée, 
il  est  plus  simple,  et  sur-tout  plus  commode,  de  calculer  d’abord 
les  angles  A , B , et  ensuite  le  côté  AB.  Voici  par  quel  moyen: 
Le  triangle  ABC  donnant  a : b ::  sin.  A : sin.  B , on  a 
a + b : a — b ::  sin.  A -f-  sin.  B : sin.  A — sin.  B y 
donc  par  la  formule  (7)  du  n°.  217, 

a-t-b  : a-- b ::  tang.  ; tang. 


c’est-à-dire  que  dans  tout  triangle  rectiligne  la  somme  des - 
deux  côtés  connus  est  à leur  différence , comme  la  tangente 
de  la  dèmi  - somme  des  angles  opposés  à ces  côtés , est  à la 
tangente  de  leur  demi-différence  ; et  parce  que  l’angle  C est 


supposé  connu , l’on  a 


A + B 

A 


5 (200P-  — C). 


Fig.  173» 
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Soit  AC  — 86"',  BC  — 64m,  C — 53s». 

Par  lé  principe  qui  vient  d’être  démontré,  on  a. 


86+64 : 86—64 
?5  : iï 


: tang. 


A — B 
a 


Calculant  le  quatrième  terme  à l'aide  des  logarithmes , on 
trouve  que 

log.  11  = 1,0413927 

log.  tang.  73*r,5o'  = 10,3644840 

11,3958767 
moins  log.  75  = 1,875061 3 


j4— B 

log.  tang. ...  g,5ao8i54  = 2o8r,39',27" 

2 

A -4 -B  » - A B „ r 

= 738i,5o’  = 73sr , 5o 

2 2 

A— B ' A — B 

= 20  , 39 , 27  = 20  , 39 , 27" 

2 2 

Somme  ou  B — g38r,  89',  27"  Diff.  ou  A zzr  53*r,  10',  73". 

Maintenant  on  aura  AB  par  cette  proportion  , 

sin.  A ; BC  ::  sin.  C ; AB. 

log.  (BC—  64)  = 1,8061800 
log.  sin.  (C  53ïr)  = 9,8690162 

1 1,6761962 

— log.  sin.  (A  — 53sr,io',73")  = 9,8696801 

log.  AB  i,8o55i5x  =:  63m,902 

donc  AB  — 63m,9. 

Ce  problème  est  principalement  utile  pour  déterminer  la 
longueur  d’une  base  que  l’on  ne  peut  mesurer  immédiate- 
ment, mais  des  extrémités  de  laquelle  on  aperçoit  un  grand 
nombre  d’objets  dont  il  importe  de  déterminer  les  positions 
sur  un  plan. 
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238.  Déterminer  différens points  d'un  meme  alignement , F‘S- 
iorsque  des  obstacles  empêchent  de  voir  les  extrémités  tune 
de  t autre. 

On  choisira , s’il  est  possible  , un  point  C hors  de  la  ligne 
AB  dont  il  s’agit , et  d’où  l’on  puisse  apercevoir  à-la  fois  les 
extrémités  A , B de  cette  ligne  ; ensuite  on  mesurera  les  dis- 
tances AC,  CB  , soit  immédiatement,  soit  par  l’une  des 
méthodes  exposées  précédemment  , et  on  relevera  l’angle 
ACB.  Alors  comme  deux  côtés  et  l’angle  compris  du  triangle 
ABC  seront  connus,  on  en  déterminera  aisément  les  angles 
A,  B.  Ainsi  pour  avoir  un  point  quelconque  D dans  l’ali- 
gnement de  AB  , on  résoudra  le  triangle  ACD  , dans  lequel 
on  connaîtra  les  trois  angles  et  le  côté  AC  •,  puisque  l’on  peut 
supposer  une  valeur  quelconque  à l'angle  ACD  ; et  après 
avoir  tracé  la  ligne  CD  avec  des  jalons,  on  s’avancera  dans 
cette  même  direction , jusqu’à  ce  que  la  longueur  parcourue 
soit  égale  à celle  qui  aura  été  obtenue  par  le-calcul. 

Dans  le  cas  où  l’on  ne  verrait  du  point  C que  l’un  des 
points  A,  B , le  point  B , par  exemple  ; on  choisira  un  autre 
point  E,  d’où  l’on  puisse  voir  le  point  A.  Ensuite  on  déter- 
minera les  distances  AE,  EC , CB , et  les  angles  AEC,  ECB; 
après  quoi  résolvant  le  triangle  AEC , on  connaîtra  la  dis- 
tance AC  et  l’angle  ACE , et  pour  lors  le  problème  sera  ra- 
mené au  cas  précédent. 

On  voit  maintenant  ce  qu’il  faudrait  faire  pour  établir  une 
batterie  sur  le  prolongement  d’une  courtine. 

a3c).  Par  un  point  donné  sur  le  terrain  , mener  une  droite  Fig.  1*4, 
parallèle  à une  autre  droite  inaccessible. 

Soit  CD  la  droite  inaccessible,  et  A le  point  donné,  par 
lequel  doit  être  menée  la  parallèle  AK.  Il  est  clair  que  le 
problème  se  réduit  à faire  l’angle  DAK  égal  à l’angle  CDA  ; 
mais  comme  ce  dernier  est  inconnu , et  qu’il  est  impossible 
de  le'mesurer  directement , voici  comment  on  le  déterminera. 

Ire.  Solution  : Mesurez  l’angle  CAD  sous  lequel  parait  la 
droite  inaccessible  CD , et  choisissez  un  autre  point  B un 
peu  éloigné  du  premier  A,  d’où  vous  puissiez  voir  cette 
droite  sous  le  même  angle,  c’est-à-dire  de  manière  que  l’angle 
CBD soit  égala  l’angle  CAD.  Alors  les  quatre  points  A,B,D,C 
supposés  dans  un  même  plan , seront  sur  une  même  circon- 
férence ; et  en  vertu  de  la  propriété  des  angles  inscrits  , on 
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Fig.  184,  aura  CB  A — CDA.  Ainsi  en  mesurant  l’angle-  CB  A , et  fai- 
sant ensuite  DAK  = CB  A , le  problème  sera  résolu. 

IIe.  Solution  : Lorsqu’il  est  impossible  de  faire  usage  de 
la  solution  précédente,  et  cela  arrive  toutes  les  fois  que  le 
point  A est  environné  d’obstacles,  on  trace  une  base  AB 
dans  le  sens  de  CD,  et  l’on  mesure  en  A les  angles  CAB , 
DAB-,  puis  au  point  B,  les  angles  DBA , CB  A.  La  base 
AB , que  l’on  mesure  pareillement , doit  être  assez  longue  à 
l’égard  de  CD,  pour  que  ces  angles  ne  soient  ni  trop  aigus 
ni  trop  obtus-. 

Il  résulte  de  cette  opération  que  , dans  les  triangles  BCA , 
ADB , on  connaît  le  côté  commun  AB  , et  les  deux  angles 
adjacens;  ainsi  la  résolution  de  ces  triangles  donnera  les 
côtés  AC,  AD ; puis  le  triangle  CAD  étant  résolu  par 
la  méthode  du  numéro  a37  , on  aura  , et  la  valeur  des 
ongles  CDA,  DCA,  et  la  longueur  de  la  ligne  inaccessible 
CD.  On  pourra  donc  mener,  AK  parallèlement  à cette  ligne. 

IIIe.  Solution  : Si  l’on  était  dépourvu  de  tables  trigono- 
métriques,  il  faudrait  construire  , par  la  méthode  du  n°.  100, 
une  figure  abdc  semblable  à celle  ABDC  du  terrain  ; pour 
lors  on  verrait  combien  cd  comprendrait  de  parties  de 
l’échelle,  et  combien  l’angle  eda  contiendrait  de  grades  du 
rapporteur  ; après  quoi  il  ne  s’agirait  plus  que  de  faire  sur  le 
terrain , l’angle  DAK  =r  à l’angle  cda.  Mais , dans  aucun  cas  , 
les  solutions  graphiques  11e  sont  préférables  à celles  qui  dé- 
pendent uniquement  du  calcul. 

Fig.  i85.  240.  Déterminer  la  direction  de  la  capitale  d'un  bastion 

inaccessible. 

La  capitale  CG  d’un  bastion  A CB,  partage  l’angle  de  ce 
bastion  en  deux  parties  égales.  Cela  posé,  choisissez  un  point 
D dans  la  direction  de  la  face  CB,  et  un  point  £ dans  la 
direction  AC;  et  mesurez  les  deux  angles  CDE , CED  du 
triangle  DCE.  L’angle  DCE  du  sommet  étant  le  supplément 
à deux  droits  des  angles  observés  , 011  connaîtra  donc,  à l’aide 
de  ces  derniers,  l’angle  flanqué  ACB , puisque  les  angles 
ACB , DCE  sont  égaux  ( n°.  14  )•  Par  conséquent,  si  CK 
est  le  prolongement  de  la  capitale  du  bastion,  les  angles 
DCK,  ECK  seront  chacun  moitié  de  l'angle  ACB.  Or,  faisant 

. DCE  , 

les  angles  EDF,  DEF  égaux,  chacun,  à — — , le» 
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deux  droites  DF,  EF  se  rencontreront  en  F sur  la  circon- 
férence qui  passe  par  les  trois  points  DCE  ; donc  ( n°.  34  ) 
le  point  .F sera  sur  le  prolongement  de  la  capitale  CG,  et  à 
égale  distance  des  points  D,  E.  On  aura  donc  deux  points 
C , F de  ce  prolongement.  On  voit  bien  que  le  point  F1,  dé- 
terminé de  la  même  manière  que  F,  résout  pareillement  la 
question. 

Si  l’on  ne  pouvait  parcourir  que  la  droite  DE , il  fau- 
drait déterminer  le  point  K de  telle  sorte  , «pic  l’angle 
CKE  fût  le  supplément  à deux  droits  des  angles  KCE , 

CEK. 

Passons  maintenant  à la  solution  trigonométrique  d’un 
problème  qui  est  d’une  grande  utilité  dans  le  levé  des 
plans. 

24 1-  Déterminer  la  position  d'un  point  d’où  l'on  voit  trois  Fig.  186. 
autres  points  dont  on  connaît  les  distances  respectives. 


Du  point  D,  duquel  on  aperçoit  les  trois  points  düSnnés 
A,  B,  C,  observez  les  angles  CD  B zzz  a,  ADC  — fi,  sous 
lesquels  paraissent  les  distances  connues  CB  — a,  et  AC 
= b faisant  un  angle  donne  ACB  ZZ  C • Ces  quantités  suf- 
fisent pour  résoudre  la  question. 

En  effet , soient  les  angles  inconnus  CAD  — x , et  CBD 
— y,  les  triangles  CD  B , CDA  donnent  respectivement, 


1 


CD  = 


a sin.  y 
sin.  a ’ 


CD  = 


b sin.  x 
sin.  fi 


\ 


Egalant  ces  deux  valeurs,  on  a. 


a sin.  y b sin.  x 
sin.  <t  ” sin.  fi  ’ 


ou  bien 


sin.  x 
sin  .y 


a sin.  fi 
b sin.  a ’ 


Or , de  cette  dernière  équation  l’on  tire  celle  - ci  ( n°.  87 
Algèbre ), 


sin.  x -4-  sin.  y «sin. (3  b sin.  a 

sin.  x — sin.  y a sin.  fi  — b sin.  a ’ 


et  en  vertu  de  l’un  des  principes  du  n°.  217  , on  a, 

b sin.  <* 

I -4-  ; 

tang.  \ {x  « sin.  fi 

**nB'»(* — /)  6 sin.  « 

1 ~ a sin.  fi 
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Tig.  x86.  La  somme  *+.r  est  connue  , car  on  a, 

*+S  — 4ooEr  — C — a.  — fi; 

et  si,  pour  abréger,  on  fait 

;(*+r)=  2oo8r  — ; (C  + a -f  fi)  ; 


on  aura , 

tang.  y)  ~ 


b sin.  a. 

I ; — - 

a sm.  fi 

b sin.  a. 

I 4-  : 

1 a sin. fi 


X tang.  ; 


(*) 


équation  qui  fera  connaître  la  demi  - différence  des  angles 
cherchés.  Ainsi  par  le  principe  du  n°.  5g  de  l'algèbre  . on 
déterminera  chacun  de  ces  angles. 

Appliquons  cette  formule  générale  à un  exemple , et  pour 
cela  supposons  que  les  angles  observés  en  D soient , 
l’un  a.  60^,2535 
* l’autre  6 = 3 7 ,63io 


d’où  • 4*  fi  — 97  ,8845  et  — ~ 107,88745» 

2 

Supposons  de  plus  que  l’on  ait  dans  le  triangle  ABC , 
angle  C — 86sr,34o6 
log.  a ra  4 » 1702617 
log.  b = 4 , 0211893 

on  aura  d’abord, 

* 8 sin  * ^ 

log.  i — =log.  &*H°g-  sin.  a— log.  a — log.  sin.  fi; 

a sin.  fi 

mais  au  lieu  d’effectuer  la  soustraction  des  logarithmes  af- 
fectés du  signe  négatif,  comme  nous  l’avons  fait  jusqu’à  pré- 
sent, on  peut,  pour  abréger,  changer  cette  soustraction  en 
addition.  En  effet , il  est  évident  qu’en  général  M — N— 
.Af-j-(io — N)  —10  : or  la  différence  10  — N s’appelle  le  com- 
plément arithmétique  de  N;  donc  si  à la  quantité  M on  ajoute 
le  complément  arithmétique  de  N,  et  que  delà  somme  on  ôte 
une  di saine,  le  résultat  sera  le  même  que  si  on  avait  fait 
immédiatement  la  soustraction  M — N.  Généralement  il  faut 
ôter  autant  de  dixaines  que  l’on  a ajouté  de  complémens 
arithmétiques;  et  remarquez  que  lé  complément  d’un  loga- 
rithme s’effèctueen  prenant  lé  complément  à 10  du  Ier.  chiffre 
à droite,  et  le  complément  à 9 de  tous  les  autres  chiffres. 
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log.  b zz  4,0211893 
log.  sin.  a = 9,9092689 
comp.  arith.  log.  a = 5,8297383 
comp.  arith.  sin.  0 — 0,2539265 

Somme,  ss  o,oi/to63o  z z 1,0329112; 
b sin.  a _ 

delà  1 — : =1  — 1,03291 12  ZZ  — o, 03201 1> 

a sin.  0 


et  1 + ^ Sin  a — 1 + i»o329H2  ==  2,0329112: 

a sin.  0 

partant, 

tang.  i (x  — 7)  = IZ..?.’0^2f)l  1 X tang.  107^,88745. 

4-  2,032911  \ 

Or  il  est  à remarquer  que  puisque  la  tangente  de  l’angle 
obtus  107^,88745  est  négative  (n°.  214),  le  second  membre 
de  cette  équation  sera  positif  ( n°.  3a  Algèbre  ) ; on  peut 
donc  opérer  sans  avoir  égard  aux  signes  : ainsi, 

log.  0,032911  zz  8,5173424 
log.  tang.  107^,88745  ==  0,9047133 
comp.  arith.  log.  2,032911  zz  9,6918816 

log.  tang.  (x+7)  = 9,ii39373  = 8*r,aa',97",8. 

On  a donc  demi-somme  zz  107F, 88745 

demi-différence  = 8 ,22978 

par  conséquent  (n®.  5 g.  Algèbre)  x ZZ  116  ,11728 
et  7 = 99  >65767 

Tous  les  angles  des  triangles  ACD , CD  B étant  connus 
maintenant,  il  sera  facile  de  calculer  les  distances  AD , CD , 
BD.  Si  l’on  effectue  cette  opération , l’on  trouvera , 

AD  zz  i25i5m,9,  CD  zz  i824om,9,  BD' ~ io742m,5. 

Nous  donnerons,  au  n°.  a 56,  deux  solutions  graphiques 
fort  simples  de  ce  problème  : nous  observerons,  pour  le 
moment,  qu’il  devient  indéterminé,  lorsque  les  quatre  points 
A,  B,  C,  D sont  sur  une  même  circonférence,  et  cette  cir- 
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constance  a lieu  toutes  les  fois  que  les  angles  ACB , ADB 
valent  ensemble  deux  angles  droits  ( n°.  9 5 ). 

Si  au  lieu  de  connaître  les  deux  côtés  AC,  CB  et  l'angle 
compris  C , on  connaissait  au  contraire  les  trois  côtés  AB , 
AC,  BC,  il  serait  nécessaire  de  déterminer  préalablement 
l’angle  C,  afin  de  pouvoir  calculer  la  formule  (1).  Pour  cet 
effet,  on  aura  recours  à l’un  des  procédés  du  n®.  223  ; sa- 
chant, par  exemple,  que  ABzzzizti,  AC=  86,  et  BC—\o o, 
la  proportion , 

a b : (i#  — d)  (;f  — b)  ::  R 1 : sin*.  C, 
devient , en  faisant  /2  = 1 , pour  simplifier  , 


100x86  : 55  x 69  ::  1 : sin1.  jC; 


d’où 


sin, 


\c  = [/- 


55  X 69 
100  X *6 


Voici  la  disposition  la  plus  simple  du  calcul. 


100 

124 

86 

Somme.  — 3 10 

j somme  = i55 

— a — 100 

comp.  aritli.  log.  ~ 

I*f.  reste.  55 

log.  = 

- s = i55 

a 

CÔ 

OC 

II 

1 

comp.  arith.  log.  = 

IIe.  reste.  69 

log.  = 

8,0000000 

1,7403627 

8,o655oi5 

1,8388491 


Somme.  19,6447183 
j somme  ou  log.  sin.  C — 9,8223566 

d’où  i C s 46*r,  25'3o",  partant  C = gaF^ofio. 

Pour  donner  d’autres  exemples  de  calculs  trigonomé- 
triques , nous  allons  déterminer  les  différentes  parties  d’un 
front  de  fortification  construit  suivant  le  premier  système  de 
tracé  de  Vauban. 

Calculs  d'un  front  de  fortification. 

Fig.  187.  2^2-  Soit  AB  le  côté  extérieur  d’un  pentagone  régulier. 
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On  suppose  ordinairement  ^ce  côté  de  35om,  la  perpendicu- 
laire DE  de  5om,  la  face  AH  du  bastion,  de  ioom,  et  la 
ligne  de  défense  AG,  égale  à AK.  Comme  la  longueur  et 
la  position  respective  des  autres  lignes  dépendent  de  ces 
valeurs,  nous  allons  présenter  la  série  des  calculs  qui  se  rap- 
portent au  système  de  fortification  actuel. 


Calcul  de  l’angle  de  la  tenaille  AEB. 

L’angle  cherché  étant  le  double  de  celui  AED  du  triangle 
rectangle  ADE , on  aura  ( n°.  220) , en  supposant  le  rayon 
des  tables  = i , 

i : cot.  AED  ::  AD  : DE,  d’où  cot.  AED  — 

oui  : tan  g.  AED  ::  DE  : AD,  d’oùtang  .AED  — 
de  là 

log.  ( AD  ~ 175)  = a,243o33o 
— log.  ( DE  = 5o  ) = 1,6989700 

log.  tang.  AED  — 0,5440680  = 

Donc  l’angle  cherché  — i64*r,56',58",  et  par  conséquent 
l’angle  diminué  EAD  — 17**37 171  = EBA . 

Quant  à l’hypoténuse  AE , on  peut  l’obtenir  à l’aide  du 
principe  du  n°.  77  , ainsi  on  a 

AE  = VADx  + DÉ  = 5?  = 182™. 


Calcul  de  la  ligne  de  défense  AK.  ou  AG.  m 

Puisque  dans  le  triangle  ABK  l’on  connaît  les  deux  côtés 
AB,  BK  et  l’angle  compris  ABK,  on  aura  la  ligne  AK 
par  la  méthode  du  n°.  287. 
d’abord 

h 

35o  -4-  100  : 35o  — - 100  ::  cot.  — : tang.  fdiff. 

1 2 

OU 


, ..  . a.ïo  X cot-  8gr,8585  5 . tang.  91^,141 5 

tang.  - uift.  — — — s: 

4»«  V 
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Fig.  1*7.  log.  5 = 0,6989700 

log.  COt.  “ 0,853704a 


Somme  1,55*6743  jsomme“  9iSr,i4',i5" 

— log.  9.  = 0,95424*5  j diff.  zz  84  ,27,86 


log.  tang. { diff.  = 0,5984317  AKB  — 176  ,4*  ,oi 

S 84^,2786  B AK  zz  6 ,86  ,29 

Ensuite 

sin.  B AK  : sin.  AB  K ::  B K : AK, 


d’où 


AK  — 


100  X *““•  ,7Br>7I7l 
«in.  6^,8629 


log.  100  = 2,0000000 

log.  sin.  ABK  zz  9,4388919 

Somme  11,4388919 
— sin.  B AK  zz  9,0317860 


log.  AK  .zz  .2,4071059  — a55m,33 
ainsi  la  ligne  de  défense  est  de  *55m,33. 


Calcul  de  t angle  flanqué  H'AH. 

L’angle  flanqué  H' AH  — iCAH  zz  a(  CAB  — EAB). 
Or,  dans  le  pentagone  régidier,  l’angle  à la  circonférence 
ZZ  iaogf,  (n°.  114),  donc 

l’angle  flanqué  = 120  — 35,434*  zz  84Sr,56'58'. 

Calcul  de  la  courtine  FG. 

•»  1 

On  ohtiendra  la  longueur  de  la  courtine  FG,  en  résol- 
vant le  triangle  isocèle  FEG  dans  lequel  on  connaît  EF 
zz  EG  et  l’angle  au  sommet.  En  effet  EG  — AG  — AE , et 
l’angle  FEG  zz  l’angle  AEB. 

Autrement  le  triangle  rectangle  IEG  donnera , en  suppôt 
sant  le  rayon  des  tables  égal  à l’unité; 

1 ; EG  ::  sin.  IEG  : { courtine, 
ou  1 : 73,33  ::  sin.  San1, 2829  ; {FG-, 

d’où  FG  — 146,66  X sin-  82«r,a8a9. 
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log.  146,66  — 2,l663lI7 
log.  sin.  828r,2 829  = 9,9829602 

log.  court.  = 2,1492719  = ^i^oa. 

La  longueur  de  la  courtine  est  donc  de  i4im,o2. 

Calcul  de  l’angle  de  l'épaule  AHF. 

Le  triangle  EFH  dans  lequel  on  connaît  les  deux  côté» 
EF,  EH  et  l’angle  compris  FEH,  donne  d’abord , 

EH  -j-  EF  : EH  — EF  ::  cot.  FEH  : tang.  jdiff. 

ou 

82-^-73,33  : 82 — 73,33  ::  tang.  82Sr, 2829  : tang.  }diff. 
opérant  comme  précédemment , on  trouvera  que, 

EFH  ^ g4*r,565i , EHF  ■=.  70V, 0007. 

Donc  l’angle  de  l’épaule  = 200 — 70,0007  ==:  i29Sr,9993. 
Ensuite , à l’aide  de  la  proportion  , 

sin.  HFE  : sin.  FEH  ::  EH  : FH 
ou  sin.  94sr,565i  : sin.  35sr,434a  ::  82  : FH-, 

on  aura  43m,479  pour  la  longueur  du  flanc  FH. 

Calcul  de  l’angle  du  flanc  GFiï. 

L’angle  GF  H = GFK  4-  EFH  = ABK  •+•  EFH 
— 17^, 7I7I-l-94,565l  = I I2ïr,28'22". 
Tous  ces  calculs,  qui  sont  fort  simples,  doivent  mettre  les 
Elèves  à même  de  pouvoir  déterminer  eux-mêmes  toutes  les 
parties  de  la  demi-lune , telles  que  la  demi-gorge  MR , la 
face  RP , etc.  ; sachant  que  la  largeur  AL  du  fossé  , ou  que 
le  rayon  de  l’arrondissement  de  la  contrescarpe  est  de  36m; 
que  le  triangle  ALK  est  rectangle  en  L \ que  la  capitale  MP 
de  la  demi-lune  est  de  nom;  enfin,  que  la  distance  HN  de 
l’angle  de  l’épaule  au  point  N du  prolongement  de  la  face  PR 
de  la  demi-lune,  est  de  6m. 

Nota.  Comme  on  peut  en  général  construire  deux  triangles 
différens  avec  deux  côtés  donnés-  et  l’angle  opposé  au  plus 
petit  de  ces  deux  côtés,  il  en  résulte  que  la  résolution  d’un 
triangle  dans  lequel  on  connaît  a,  b , B,  est  susceptible  de 
lieux  solutions , si  l’angle  B est  aigu  ; et  il  est  remarquable  que 
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les  deux  valeurs  de  A sont  supplément  l’une  de  l’autre,  et 

. a sin.  B 

sont  données  par  la  formule  sxn.  A = — - — . 

Enoncés  de  divers  -problèmes. 

343*  Tous  les  problèmes  de  Trigonométrie  qui  sont  l’objet 
de  ce  chapitre , étaient  trop  importans  pour  11e  pas  en  déve- 
lopper les  solutions  ; mais  afin  que  les  Elèves  puissent  s’exer- 
cer à résoudre  eux-mémes  des  questions  analogues  , et  à faire 
de  nouvelles  applications  de  quelques-uns  des  principes  ex- 
posés jusqu’à  présent,  nous  leur  proposerons  les  questions 
suivantes  : 

1°.  Trouver  l'aire  (l'un  heptagone  régulier , dont  le  côté  est 
de  i36m. 

a®.  Les  trois  côtés  consécutifs  d’un  quadrilatère  plan , sur 
1 7m,8  ; 34m,6  et  aam,o5  ; les  deux  premiers  forment  un  angle 
de  1 a4Sr-,6  ; le  second  et  le  troisième  , un  angle  de  86m-, aV  ■ 
trouver  les  diagonales  et  l’aire  de  cette  figure. 

3".  L'arc  d'un  secteur  circulaire  étant  de  54&r\a6,J  et  le 
rayon  de  38m,6  , trouver  Paire  du  segment  correspondant. 

4®.  Les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  i5,  18  et  21  , trouver 
Paire  et  le  volume  de  la  sphère  qui  aurait  pour  rayon  celui  du 
cercle  circonscrit  au  triangle. 

5°.  La  corde  d'un  arc  est  de  1 dédm.^g  f C(  ia  flèche  , c’est-à- 
dire  la  distance  du  milieu  de  Parc  au  milieu  de  la  corde  , est  de 
odécira.,35  ; trouver  le  volume  du  segment  sphérique  dont  cette 
flèche  est  P épaisseur,  et  dont  le  diamètre  de  la  base  est  la  corde 
dont  il  s'agit. 

6°.  Le  développement  d’un  cône  droit  forme  un  secteur  cir- 
culaire dont  Parc  est  de  1 aoSr-,  et  le  rayon  de  a6centin,.,35  ; 
trouver  la  hauteur  de  ce  corps  , le  diamètre  de  sa  base  , Paire 
de  sa  surface  courbe  , et  son  volume. 

70.  La  section  par  P axe  d'un  cône  oblique  , est  un  triangle 
scalène perpendiculaire  à la  base  de  ce  corps,  et  les  deux  côtés 
de  ce  triangle  qui  se  réunissent  au  sommet  du  cône , sont  1 5 et 
ia  , et  forment  un  angle  de  a4Br-,  1 5/  ; trouver  le  volume  de  ce 
corps. 

8°.  La  latitude  de  l’Observatoire  de  Paris  est  de  48°  5o/ 
1 4"  ( division  sexagésimale  );  celle  de  Saint-Pierre  de  Rome , 
de  4i°  53'  54w;  la  différence  des  longitudes  de  ces  deux  villes , 
de  10“  7 1 V1  ; quelle  est  leur  distance  géographique  ? 
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9°  ■ Sous  quel  angle  verrait-on  la  terre,  si  on  était  placé  au 
centre  de  la  lune  ? sachant  que  lu  distance  moyenne  de  ces 
deux  astres  est  de  384  11  myriamètres  , et  que  le  rayon  delà 
terre  est  de  6366198  mètres. 


CHAPITRE  VI. 

DU  LEVÉ  DES  PLANS. 

Détermination  trigonomè trique  des  principaux 
points  d’un  pays. 

244-  Quoique  les  details  dans  lesquels  nous  sommes  déjà 
entrés,  touchant  les  applications  de  la  Trigonométrie,  con- 
viennent plus  particulièrement  aux  ouvrages  qui  traitent  de 
la  Science  de  l’Ingénieur  - Géographe , cependant,  comme 
les  Elèves  des  Ecoles  militaires  peuvent  être  un  jour  chargés 
de  faire  des  reconnaissances  et  être  employés  près  des 
Etats  - majors  , nous  avons  jugé  convenable  de  nous  étendre 
sur  cette  matière;  et  c’est  par  cette  raison  que  nous  allons 
maintenant  exposer  les  principes  de  la  Topographie. 

Former  la  carte  d’un  pays,  c’est  construire  sur  le  papier 
une  figure  semblable  à celle  du  terrain  dont  les  différentes  ' 
parties  sont  supposées  être  projetées  sur  un  plan  horizontal  , ' 
par  des  perpendiculaires  abaissées  de  tous  les  objets  sur  ce 
plan  ( n°.  182  ). 

On  nomme  carte  topographique  ou  plan , le  dessin  qui  repré-  * 

sente  tous  les  détails  d’une  contrée  ou  d’un  domaine.  Quant 
aux  cartes  embrassant  beaucoup  d’étendue  de  pays,  et  n’offrant 
que  les  objets  les  plus  remarquables  des  petits  ou  des  grands 
états,  on  les  appelle  cartes  géographiques. 

Pour  déterminer  les  positions  respectives  des  principaux 
points  d’un  plan,  il  faut  considérer  ccs  points  comme  les 
sommets  des  angles  des  triangles  qui,  par  leur  enchaînement, 
forment  un  réseau  continu  dans  tous  les  sens.  Ces  triangles 
réunissent  los  conditions  les  plus  avantageuses  , lorsqu’ils 
sont  les  plus  grands  possibles,  qu’ils  approchent  de  la  forme 
équilatérale,  et  qu’ils  sont  liés  au  moins  à une  ligue  princi- 
pale ou  base.  Lorsque  cette  base  et  les  trois  angles  de  chaque 
Géomécrie.  a 5 
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triangle  sont  mesurés , on  a tous  les  élémens  nécessaires  pour 
calculer  de  proche  en  proche  les  distances  entre  les  objets, 
et  alors  on  a le  canevas  du  plan.  C’est  en  cela  que  consistent 
les  opérations  gcodésiques. 

Fig.  iSS.  Soit , par  exemple , le  réseau  triangulaire  ABCDE....  dans 
lequel  nous  supposerons  que  l’on  connaît  les  trois  angles  de 
chaque  triangle,  et  un  des  côtés  de  ce  réseau  ; le  côté  GH , par 
exemple,  considéré  comme  base.  En  résolvant  le  triangle  FÙH , 
dont  on  connaît  les  angles  et  un  côté,  on  obtiendra  la  lon- 
gueur FG , que  l’on  prendra  pour  la  base  du  second  triangle 
EGF.  Celui-ci  étant  résolu  à son  tour,  on  passera  au  calcul  des 
côtés  du  troisième  triangle  ECFt  puis  au  calcul  des  côtés  du 
quatrième  triangle  DCE , et  ainsi  de  suite. 

Nous  prescrivons  de  mesurer  les  trois  angles  d’un  triangle, 
afin  de  pouvoir  découvrir  les  erreurs  des  observations.  Rare- 
ment , cependant , ces  trois  angles  forment  une  somme  égale 
â deux  angles  droits  ; mais  lorsque  la  différence  est  peu  sen- 
sible, on  la  répartit  par  tiers  sur  les  trois  angles  dont  il  s’agit, 
et  par  ce  moyen  l’erreur  disparaît.  Cette  répartition  doit  tou- 
jours se  faire  avant  de  résoudre  les  triangles, 
fig.  189.  2/f5.  Au  lieu  de  former  ainsi  le  canevas  d’un  plan,  il  est 

plus  simple,  lorsque  l’on  ne  vise  pas  à une  rigoureuse  exac- 
titude , de  procéder  de  la  manière  suivante  : 

Soient  A , B , C,D,  F,  G,  H,  K , L , les  points  fonda- 
mentaux d’un  plan  ; points  qui  sont  représentés  par  des 
signaux  que  l’on  a établis  convenablement  en  faisant  la  recon- 
naissance du  pays , ou  par  des  tours  ou  clochers  sur  lesquels 
on  peut  aisément  observer.  Oh  dessinera  à vue  tous  ces  objets 
sur  un  croquis  ou  brouillon  destiné  à contenir  les  différentes 
mesures  que  l’on  prendra  dans  le  cours  des  opérations , et  l’on 

J<  tracera  la  base  AB  des  extrémités  de  laquelle  on  aperçoit 
a plupart  des  points  A , B , C....;  ayant  soin  toute  fois  que 
cette  base  ne  soit  pas  trop  petite  à l’égard  de  sa  distance  aux 
points  visibles. 

Ensuite  on  mesurera  au  point  A , avec  le  graphomètre , ou 
mieux  encore  avec  le  cercle  répétiteur,  les  angles  CAB , DAB , 
HAB , FAB,  BAG.  Si  l’on  se  sert  du  graphomètre,  il  con- 
vient, pour  plus  de  facilité  et  de  précision , de  diriger  la  lu- 
nette fixe  sur  le  point  B , et  d’amener  successivement  la  lu- 
nette mobile  sur  les  points  C , D , H,  F,  G.  Ces  observa  - 
tions étant  faites  à la  première  station  A , on  ira  en  faire  de 
semblables  à la  seconde  station  B , c’est-à-dire  que  l'on  relè- 
vera les  angles  CB  A , DBA , HBA , FBA , GBA.  Enfin  l’on 
mesurera  la  base  A B , deux  fois  au  moins  ; et  la  moyenne 


Digitized  by  Google 


LEVÉ  DES  PLAIS. 


Vntre  toutes  les  longueurs  obtenues  ( n°.  97  -Arithmétique  ) , 
prises  avec  la  même  attention  > sera  la  longueur  de  cette 
base. 


On  voit  que  de  cette  manière  on  connaîtra  dans  chacun 
des  triangles  ACB , ADB , etc....,  un  côté  et  les  angles  adja- 
cens;  on  calculera  donc  facilement  les  distances  AC , CB , 
AD , DB à l’aide  desquelles , et  de  la  base  AB , on  dé- 

terminera ensuite  sur  le  mis-aïi~net , et  d’après  l’échelle’adop- 
tée,  les  positions  respectives  des  points  A , C,  D , H,  B , G, 
F ( n°.  85  ),  lorsque  l’on  ne  voudra  pas  faire  usage  du  rap- 
porteur ( n°.  ii5  ). 

Il  reste  à placer  sur  la  carte  les  points  K , L qui  n’ont  pu 
être  aperçus  du  point  A-,  mais  qui  peuvent  l’être  des  points 
B , H.  Pour  cet  effet , l’on  considérera  la  distance  BH  comme 


une  nouvelle  base  qui  servira  pour  lier  ces  nouveaux  points 
au  premier  système,  en  observant  les  angles  KHB,  LHB , 
KBH , LBH\  parce  qu’alors  on  connaîtra  de  même  dans  le» 
triangles  KHB , LHB , deux  angles  et  un  côté.  Il  est  évident 
qu’il  n’est  pas  nécessaire  de  mesurer  la  distance  BH,  puis- 
qu’elle est  donnée  par  la  résolution  du  triangle  AH  B. 

Lorsque  la  triangulation  du  pays  est  faite,  on  procède  en- 
suite aux  opérations  de  détail  ainsi  que  nous  l’enseignerons 
bientôt. 


246-  Un  plan  est  orienté,  lorsque  l’on  connaît  L’angle  qu’une 
de  ses  lignes  principales  fait  avec  le  méridien  terrestre,  parce 
que  de  là  on  peut  assigner  la  place  que  les  objets  occupent  à 
l’égard  des  quatre  points  cardinaux.  Un  des  moyens  faciles 
d’obtenir  cet  angle , est , pendant  une  belle  nuit , de  dirigée 
la  lunette  supérieure  du  cercle  sur  l 'étoile polaire,  après  avoir 
disposé  le  limbe  verticalement  comme  pour  prendre  une  dis- 
tance au  zénith.  On  laisse  cet  instrument  exactement  dans 
cette  position,  et  lorsqu’il  fait  jour,  on  fait  mettre  un  signai 
un  peu  loin  du  lieu  de  i’obsérvation , de  manière  qu’il  se 
trouve  dans  l’axe'  optique  de  la  lunette  ramenée  à l’ho- 
rizon. Ensuite  on  observe  l’angle  entre  ce  signal  et  l’un  des 
objets  du  terrain  représentés  sur  la  carte.  Cet  angle , que  l’on 
nomme  azimut,  fait  connaître  la  direction  des  côtés  des 
triangles , par  rapport  à la  méridienne  terrestre. 

L’étoile  polaire  n’étant  pas  tout-à-fait  située  aü  pôle  du 
monde  , il  importe,  pour  plus  grande  exactitude,  de  l’observer 
{tu  moment  même  où  elle  est  dans  le  méridien.  Or,  on  a reconnu 
que  ce  moment  arrive  à très- peu  près  lorsque  cette  étoile  est 
dans  le  même  plan  vertical  avec  la  première  des  trois  étoiles  de 
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la  constellation  de  la  grande  ourse  ou  du  chariot , la  plus  voi- 
sine du  quadrilatère.  Ainsi  l’on  saura , à l’aide  d’un  fil  à 
plomb,  lorsque  cette  circonstance  aura  lieu. 

247  • Il  n’est  pas  toujours  possible  de  placer  le  cercle  au 
centre  même  de  la  station,  mais  l’on  fait  ensorte  de  s’en  éloi- 
gner le  moins  possible,  afin  que  l’angle  mesuré  puisse  être 
considéré  comme  le  véritable.  Il  arrive  en  outre  très-souvent 
que  les  objets  sont  sensiblement  au-dessus  ou  au-dessous  de 
l’horizon  de  la  station  ; alors  les  angles  entre  ces  objets  sont 
tellement  inclinés , qu’il  n’est  pas  permis  de  faire  "abstraction 
de  cette  inclinaison , lorsque  l’on  est  obligé  de  disposer  le 
limbe  de  l’instrument  dans  le  plan  des  objets.  Voici,  dans  ce 
cas , comment  on  réduit  à l'horizon  les  angles  observés  dans 
un  autre  plan. 

g.  190.  Soient  A,  B , C , trois  points  inégalement  éloignés  du  plan 
horizontal  A' CB' ■ Si  des  points  B , A,  on  abaisse  sur  ce  plan 
les  perpendiculaires  B B',  A A',  l’angle  A' CB'  sera  la  projection 
horizontale  de  l’angle  ACB  incliné.  Pour  avoir  les  élémens 
de  la  réduction  de  cet  angle,  on  observera  les  distances  au 
zénith  des  points  A et  B.  Soit  sa  zz  <T  la  distance  au  zénith  du 
point  A,  zb  = J'/  la  distance  au  zénith  du  point  B,  ACB 

C l’angle  observé,  et  C 1 sa  projection  horizontale  A1  CB1,  on 
aura  cette  projection  à l’aide  de  la  formule  suivante , démon- 
trée au  n°.  223. 


' sin.  S'  . sin. 


C’est-à-dire  que  le  sinus  de  la  moitié  de  l’angle  réduit,  est 
égal  à la  racine  quarrée  du  produit  des  sinus  des  différences 
des  deux  distances  au  zénith  à la  demi-somme  des  trois  angles 
observés , divisé  par  le  produit  des  sinus  des  mêmes  distances 
au  zénith. 

Afin  de  faire  une  application  de  celte  formule,  nous  sup- 
poserons que  <f  = 86sr-  25',  l'  zzz  85sr-  \o' , et  que  l’angle  C 
s:  6üBr-  /j 5^  60". 

De  là  on  aura  , 


V* 
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ii8f55'3o" 


a 

et  à cause  de 

S'  = 

il  s’en  suit  que 
a 


u8sr55'3o" 
86,  a5 

3a,  3o3 o 


<T’  = 85,  40 


C+S+Y 

f 

a 


33,  i5  3o. 


Maintenant  opérant  par-les  logarithmes,  on  trouvera, 

, C -+-  f -+-  Y 

désignant  par  s la  demi-somme  , 


log.  sin.  [-1-,=  3aP,3o3j  9,686563g  ' 

log.  sin.  — Y sc  33,  i53  9,6g683aa 

compl.  arithm.  log.  sin.  ^ o,oioaog5 

compl.  arithm.  log.  sin.  Y o,on5a24 

Somme  ig,4o5i28o 

donc  (n°.  i6a  Algèbre ) log.  sin.  ; C 9,7025640  zz  33s* ,639a. 
Donc  la  projection  C'  de  l’angle  C~6 7*r-  27'  84,/. 


248-  Des  méthodes  que  nous  avons  indiquées  ci-dessus, 
pour  former  le  mis-au-net  du  canevas  d’une  carte , ne  sont  pas 
celles  qui  procurent  la  plus  grande  exactitude  possible,  parce 
que  la  position  d’un  point  dépendant  essentiellement  de  celles 
des  autres  points  déjà  placés , il  arrive  qu’une  erreur  commise 
dans  la  détermination  graphique  d’un  de  ces  points , influe 
sur  celle  de  tous  les  autres  points  subséquens.  Mais  en  les 
fixant  à l’aide  de  leurs  distances  à la  méridienne  du  lieu 
principal  et  à sa  perpendiculaire , on  rend  par  là  leurs  posi- 
tions indépendantes  les  unes  des  autres.  Cette  nouvelle  mé- 
thode exige  alors  que  l’on  calcule  les  distances  dont  il  s’agit , 
au  moyen  des  triangles  et  de  l’azimut  observés. 

Pour  fixer  les  idées  à ce  sujet,  soit  AX  lu  méridienne  du 
lieu  A et  AY  sa  perpendiculaire , et  supposons  que  les  trian- 
gles AMM',  AmM etc.,  fassent  partie  d’un  réseau  trigo- 
nométrique;  on  demande  les  coordonnées  des  points  m , M, 


Fig-  *91. 
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y;-,  jgi.  AF,  etc c’est-à-dire  les  distances  4v  > P171»  PAfj 

P AF,  etc.  Si  l’angle  mAP  est  l’azimut  obstervé , il  est 
clair  que  tous  les  triangles  seront  orientés , et  que  l’on  con- 
naîtra très-aisément  les  autres  azimuts  MAP , M'AP',  puis-» 
que  les  angles  MAM M1  Am  sont  connus.  Ainsi  en  menant 
par  les  sommets  de  tous  les  triangles  de  la  chaîne , des  paral- 
lèles à la  méridienne  et  à la  perpendiculaire,  comme  on  le 
voit  à l’inspection  de  la  figure,  les  côtés  de  ces  triangles  se- 
Tont  les  hypoténuses  de  triangles  rectangles  que  l’on  pourra 
résoudre  par  le  premier  principe  du  n°.  a 19.  Par  exemple  ^ 
la  résolution  des  triangles  rectangles  APM,  AP'M1,  donnera 
les  coordonnées  des  points  M,  AF;  la  résolution  du  triangle 
M'M"b  fera  de  même  connaître  les  distances  bM/',  bM'-,  et 
comme  les  coordonnées  du  point  M " sont  AP",  PM",  oi\ 
aura, 

AP"  = APf  + BM1,  P"M"  = P'AF  - bM". 

Pareillement  lorsque  l’on  aura  calculé  les  distances  dM'J » 
dM"',  on  aura, 

AP"1  = AP"  + dM",  P"'M — P"M"  + dM"  ; 

et  ainsi  du  reste. 

C’est  de  cette  manière  que  les  distances  des  lieux  de  la 
F rance,  à la  méridienne  et  à la  perpendiculaire  qui  passent 
par  l’Observatoire  impérial,  ont  été  calculées  pour  former 
la  carte  de  cet  empire,  et  déterminer  les  latitudes  et  les  lon- 
gitudes de  toutes  les  villes  qui  en  font  partie. 

Opérations  de  détail , 

249-  Lorsque  l’on  a seulement  pour  objet  de  lever  une 
très-petite  étendue  de  terrain , comme  un  champ  de  bataille , 
le  plan  d’une  place  forte,  etc. , il  n’est  pas  absolument  né- 
cessaire d’établir  d’abord  un  canevas  trigonométrique  ; mais, 
quand  il  s’agit  de  faire  la  reconnaissance  exacte  d’un  grand 
pays , il  est  impossible  d’opérer  autrement.  Alors  l’officier 
chargé  de  figurer  les  détails , doit  choisir  parmi  les  côtés  des 
, triangles , ceux  auxquels  il  peut  lier  plus  aisément  ses  opé- 

rations. 

De  tous  les  instrumens  dont  on  peut  se  servir  pour  lever 
les  plans,  la  planchette , la  boussole  et  l’équerre  d'arpenteur  ^ 
sont  les  seuls  do.nt  nous  indiquerons  l'usage. 


Digitizsd  by  Google 


X*VÉ  DES  PEA WS, 


3g  i 

Des  levés  à la  -planchette . 

\ 

230.  Cet  instrument , l’un  des  plus  utiles  pour  figurer  de- 
euite  le  terrain , est  composé  d’une  tablette  quarrée  portant 
sur  un  genou  que  soutient  un  pied  à trois  branches , et  ayant 
la  liberté  de  se  mouvoir  en  tout  sens.  Ce  genou  doit  être 
d’un  construction  telle  que  l’on  puisse  imprimer  à la  tablette 
un  mouvement  de  rotation  lent  et  doux , sans  toutefois  que 
ce  mouvement  la  dérange  de  la  position  horizontale  qu'elle 
doit  avoir  pendant  la  durée  des  observations. 

Aux  deux  côtés  opposés  de  la  tablette)  sont  ordinairement 
adaptés  deux  rouleaux,  dont  l’axe,  soutenu  par  deux  cra- 
paudtnes , porte  un  rochet  ou  pignon  denté  à l’un  de  ses. 
bouts.  Ces  rouleaux  servent  à tendre  et  à rouler  à fur  et  me- 
sure le  papier  sur  lequel  on  trace. les  opérations. 

On  donne  la  position  horizontale  à la  planchette , au 
moyen  d’un  niveau  à bulle  d’air,  ou  d’un  niveau  à perpen- 
dicule  ( n°.  204  ).  Mais  avec.un  peu  d’habitude,  l’œil  supplée 
à ces  instrumens,. 

Comme  la  planchette  ne  doit  pas  servir  uniquement  de 
petite  table  à dessiner,  on  se  sert,  pour  prendre  des  aligne- 
mens,  d’une  alidade  en  cuivre  à pinnules  ou  à lunettes  plon- 
geantes; l’un  des  bords  de  cette  alidade,  que  l’on  nomme 
ligne  de  collimation. , détermine  sur  le  papier  adapté  à la  plan- 
chette, la  direction  des  rayons  visuels  partant  du  point  où 
l’on  est,  et  aboutissant  aux  objets  environnans. 

25 1 • En  général , il  y a deux  méthodes  de  lever  les  détails  , 
quel  que  soit  l’instrument  que  l’on  adopte  à cet  effet.  La  pre- 
mière, est  de  tracer  autour  de  l’espace  à figurer,  un  polygone 
quelconque  du  plus  petit  nombre  possible  de  côtés  ; ou , si  cet 
espace  est  considérable , de  le  diviser  en  polygones  partiels-; 
d’en  mesurer  exactement  les  angles  et  les  côtés;  puis  d’abais- 
ser de  petites  perpendiculaires  de  toutes  les  sinuosités  du 
terrain  sur  ces  côtés  pris  pour  bases,  ainsi  qu’on  le  voit 
( fig.  192.  ),  et  enfin  de  dessiner  tous  les  objets  renfermés 
dans  ces  polygones. 

Si  l’espace  était  un  bois  touffu  et  impossible  à pénétrer  , on 
l’inscrirait  entièrement  dans  un  polygone.  Les  lignes  d’opé- 
rations se  traceraient,  au  contraire,  dans  l’intérieur,  si  cet 
espace  était  une  île  ou  un  champ  entouré  de  bois  ou  de 
marais. 

La  seconde  méthode»  qui  ne  s'employe  ordinairement  que 
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quand  une  seule  ligne  ou  base  est  accessible,  consiste,  comme 
au  n°.  245,  à relever  tous  les  angles  que  forment  avec  cette 
base  connue , les  rayons  visuels  dirigés  de  ses  deux  extré- 
mités à tous  les  points  visibles  qui  sont  tant  à sa  droite  qu’à 
sa  gauche  ; mais  l’on  conçoit  qu'il  importe  d’éviter  les  angles 
trop  aigus  et  trop  obtus , parce  que  la  position  d’un  point 
donné  par  l’intersection  de  deux  lignes,  est  d’autant  plus 
exacte  que  ces  lignes  se  coupent  moins  obliquement. 

L’emploi  de  cette  méthode  suppose  que  le  contour  du  ter- 
rain est  composé  d’un  assemblage  de  lignes  droites  ; car  s’il 
était  courbe  et  ondulé , on  ne  pourrait  souvent  en  déterminer 
qu’un  petit  nombre  de  points,  et  il  faudrait  même,  dans  ce 
cas , en  dessiner  à vue  les  parties  qui  n’auraient  pas  été  déter- 
minées avec  l’instrument. 

Fig.  193.  2.5a.  Application  de  la  première  méthode.  Supposons 

que  les  points  AH  , extrémités  d'un  rôté  des  triangles  formés 
sur  le  terrain  , soient , sur  la  planchette  , représentés  respec- 
tivement par  a et  h;  on  propose  de  lever  F espace  accessible 
ABCD et  de  F orienter  par  rapport  a la  base  A H . 

On  placera  la  planchette  horizontalement  au  point  A , et 
de  manière  que  a lui  corresponde  le  plus  exactement  possible; 
ce  à quoi  l’on  parviendra  aisément,  sur-tout  si  cet  instrument 
est  doué  d’un  mouvement  lent  de  translation.  Cette  dispo- 
sition faite,  on  pose  l’alidade  sur  la  planchette,  en  faisant 
coïncider  la  ligne  de  collimation  avec  la  droite  ah  tracée  sur 
le  papier,  et  l’on  fait  tourner  la  planchette  sur  son  pivot , jus- 
qu’à ce  que  l’axe  de  la  lunette  soit  dans  la  direction  de  la 
base  AH  ; alors  la  planchette  est  orientée , et  ne  doit  plus  être 
dérangée  tant  que  l’on  observe  à la  même  station.  On  pique 
ensuite  une  aiguille  verticalement  au  point  a\  et  pour  relever 
l’angle  BAH , on  fait  tourner  légèrement  l’alidade  autour 
de  cette  aiguille,  jusqu’à  ce  que  l’on  aperçoive  dans  la  lunette 
le  jalon  B , ou  tout  autre  placé  dans  l’alignement  AB.  Enfin 
l’on  trace  au  crayon  une  ligne  indéfinie  le  long  de  la  règle  et 
du  côté  de  l’aiguille , et  l’on  a , sur  le  papier , la  ligne  ab  fai- 
sant avec  ah  l’angle  bah  — BAH ; pourvu  cependant  qu’après 
cette  seconde  opération , la  ligne  ah  coïncide  avec  AH,  ce  qu’il 
est  important  de  vérifier. 

Avant  de  quitter  la  station  A , on  fera  mesurer  la  distance 
AB,  on  prendra  sur  l’échelle  du  plan  le  nombre  de  mètres 
trouvés,  et  l’on  portera  la  longueur  obtenue  de  cette  manière, 
de  a en  b.  On  fera  en  outre  mesurer  les  parties  delà  ligne  AB, 
ainsi  que  les  petites  perpendiculaires  abaissées  des  points  de  la 
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courbe  sur  cette  ligne,  et  on  les  rapportera  sur  le  plan,  comine  . 
on  a rapporté  la  ligne  entière  AS.  Si  l’on  a bien  opéré,  il  fau- 
dra que  toutes  les  distances  partielles  Ax,  x y....  soient  égales 

à AB-  Lorsque  la  courbe  A.r'y1 B serpente  beaucoup,  il 

est  nécessaire  de  multiplier,  autant  qu’il  est  possible,  les  per- 
pendiculaires xx1,  yy'.....,  et  il  est  commode,  dans  ce  cas, 
de  les  rendre  équidistantes.  Pour  abaisser  ces  perpendicu- 
laires , on  se  sert  de  la  boussole  on  de  l’équerre  d’arpenteur 
( nos.  suivans)  ; d’ailleurs,  quand  elles  sont  fort  courtes,  on 
juge  assez  bien,  à l’œil  simple,  de  leur  direction;  mais  quand 
les  points  x1,)'1,  sont  fort  éloignés  de  la  ligne  AB,  on  peut 
les  déterminer  à la  plancbeLte , par  le  deuxième  procédé , en 
prenant  AB  pour  base. 

En  quittant  la  station  A , on  y plantera  un  jalon , et  l’on 
ira  placer  la  planchette  horizontalement  au  point  B ; en  ayant 
soin , après  avoir  ôté  le  jalon  B , de  faire  convenir  le  point  b 
du  plan  avec  celui  dont  il  s’agit.  On  orientera  de  rechef  l’ins- 
trument , ou  , ce  qui  est  de  même , on  rendra  sa  nouvelle 
position  parallèle  à la  première  ; et  à cet  effet  on  mettra  , 
comme  précédemment,  le  bord  de  l’alidade  sur  la  ligne  ab  ; 
puis  l’on  fera  tourner  la  planchette  , jusqu’à  ce  que  l’axe  op- 
tique de  la  lunette  ou  des  pinnules  passe  par  le  jalon  A. 
Daps  cet  état , la  planchette  sera  orientée  ; ensuite  pour  rele- 
ver l’angle  ABC , on  fera  tourner  l’alidade  autour  de  l’ai- 
guille b ; et  lorsque  le  rayon  visuel  passera  par  le  jalon  C , 
on  aura  sur  le  plan  la  direction  bc  correspondante  à BC  ; par 
conséquent  abc  sera  égal  à ABC. 

Il  est  de  la  plus  grande  importance  de  vérifier  ses  opéra- 
tions à chaque  station  ; ainsi  sans  déranger  la  planchette  , on 
mettra  le  bord  de  l’alidade  sur  la  ligne  bh , et  si  l’on  ne 
s’est  pas  trompé  sur  la  mesure  de  AB , ou  en  orientant  l’ins- 
trument , il  faudra  que  l’axe  optique  de  la  lunette  ou  des 
pinnules  passe  en  méme-tems  par  le  point  H du  terrain.  Dans 
le  cas  où  ce  point  serait  invisible , on  dirigerait  des  rayons 
visuels  sur  d’autres  points  connus  et  déjà  représentés  sur  le 
plan.  On  continuera  de  la  même  manière  pour  lever  le  reste 
du  contour  de  la  figure  ABC...;  et  ce  sera  une  dernière  preuve 
de  la  justesse  de  toute  l’opération , si , après  avoir  orienté 
la  planchette  en  E , le  rayon  visuel  eb  coïncide  exactement 
avec  l’alignement  EB. 

253.  Nous  avons  prescrit  de  mesurer  tous  les  côtés  du 
polygone , et  cela  est  de  rigueur  pour  bien  figurer  le  contour 
Ax'y'...B  ; mais  lorsque  les  lignes  AB  , BC...  sont  les  limites 
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Fig.  iga,  mêmes  du  terrain , et  que  l’on  peut  sans  inconvénient  sacri- 
fier quelque  chose  de  la  précision  géométrique , la  mesure 
d’une  seule  base  suffit. 

En  effet , si  après  avoir  déterminé  d’une  part  la  longueur  de 
la  ligne  ab , etde  l’autre  l’angle  abc  — ABC , on  se  transporte 
en  C ; que  l’on  fasse  correspondre  la  ligne  bc  du  plan  avec  la 
ligne  BC  du  terrain  pour  orienter  la  planchette;  et  qu’ayant 
placé  une  aiguille  en  a , l’on  «fasse  mouvoir  autour  d’elle  une 
alidade , jusqu’à  ce  que  le  rayon  visuel  aboutisse  au  jalon  A , 
la  ligne  de  collimation  coupera  la  droite  indéfinie1  bc  en  un 
point  c , qui  sera  sur  la  carte  la  position  de  la  station  C. 

Pour  déterminer  maintenant  le  point  d , faites  d’abord  con- 
venir le  point  c avec  celui  qu’occupait  le  jalon  C , et  voyez  si 
la  planchette  est  bien  orientée  ; ensuite  cherchez  avec  l’ali- 
dade la  direction  de  l’alignement  cd , en  visant  en  D ; puis 
après  vous  être  transporté  en  D , et  y avoir  orienté  l’instru- 
ment, faites  comme  ci-dessus  tourner  l’alidade  autour  du 
point  a.  Lorsque  le  rayon  visuel  passera  par  le  point  A , le 
bord  de  la  règle  coupera  la  ligne  cd,  en  un  point  d , qui  sera 
celui  que  l’on  cherchait , et  ainsi  de  suite. 

Nous  avons  supposé  , dans  ce  qui  précède , qu’il  était  né- 
cessaire de  rattacher  les  détails  à des  points  donnés  d’âvance 
par  une  triangulation  , et  rapportés  déjà  sur  le  papier  ; mais 
quand  on  a seulement  pour  but  de  figurer  isolément  une 
petite  étendue  de  terrain,  le  premier  point  a peut  être  pris  arbi- 
trairement sur  la  planchette;  et  si  l’on  veut  ensuite  orienter 
le  plan  par  rapport  à un  méridien  terrestre , on  fait  usage  du 
déclinatoire,  ainsi  qu’il  suit. 

254-  déclinatoire.  Tout  le  monde  sait  que  l’aiguille 
aimantée  et  mise  en  équilibre  sur  un  pivot  y se  dirige  cons- 
tamment vers  le  pôle  nord.  Cette  aiguille  est  renfermée  dans 
une  boite  rectangulaire , plus  longue  que  large , et  au  fond 
de  laquelle  est  une  ligne  appelée  nord-sud , parallèle  à l’un 
de  ses  côtés.  C’est  à cet  instrument  que  l’on  a donné  le  nom 
de  déclinatoire , parce  que  l’on  s’en  sert  pour  connaître 
l’angle  qu’une  ligne  tracée  sur  le  terrain  fait  avec  le  méridien 
magnétique.  Supposons , par  exemple , qu’il  faille  marquer 
Sur  le  plan  la  direction  de  la  méridienne  terrestre.  On  orien- 
tera d’abord  la  planchette  comme  on  l’a  dit  précédemment  , 
c’est-à-dire  que  l’on  fera  convenir  la  ligne  ab  du  plan  avec  sa 
correspondante  AB  ; ensuite  on  posera  le  déclinatoire  sur  la 
planchette  rendue  fixe  , et  on  le  fera  tourner  jusqu’à  ce  que 
les  deux  pointes  de  l’aiguille  aimantée  tombent  sur  la  ligna 
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■nord-sud.  Cette  coïncidence  étant  obtenue  , on  tirera  une 
ligne  au  crayon  le  long  d’un  des  plus  grands  côtés  du  décli- 
natoire , ligne  qui  sera  par  conséquent  parallèle  au  méridien 
magnétique.  Pour  avoir  ensuite  le  véritable  méridien  terrestre, 
il  ne  s’agira  que  de  tracer  une  nouvelle  ligne  , qui  fasse  aveo 
la  première  un  angle  égal  à la  déclinaison  de  l’aiguille  ; mais 
si  l’on  se  propose  seulement  de  rendre  toutes  les  positions  de 
la  planchette  parallèles  entre  elles  , en  quelque  point  du  plan 
que  l’on  opère  , on  voit  bien  qu’il  faudra  faire  tourner  la 
planchette  sur  son  pivot , afin  que  l’aiguille  du  déclinatoire 
couvre  de  nouveau  la  ligne  nord-sud , supposée  d’abord  pa- 
rallèle à la  ligne  représentant  sur  la  carte  le  méridien  magné- 
tique. A la  rigueur,  ce  parallélisme  ne  sera  jamais  parfait , 
non-seulement  parce  que  la  déclinaison  de  l’aiguille  aimantée 
varie  souvent  d’un  lieu  à un  autre  , et  quelquefois  aussi  dans 
le  même  lieu,  à différentes  heures  de  la  journée,  mais  en 
outre  parce  que  les  méridiens  magnétiques  sont  des  lignes 
concourant  vers  le  pôle.  La  proximité  des  matières  ferrugi- 
neuses est  aussi  une  des  causes  qui  fout  dévier  l’aiguille. 

Ainsi  quoiqu’on  accélère  de  beaucoup  les  levés  en  orientant 
la  planchette  avec  le  déclinatoire , il  vaut  mieux  l'orienter 
par  alignement , comme  nous  l’avons  enseigné  plus  haut. 

255.  application  dela  seconde  méthode.  Il  serait  super- 
flu d’entrer  dans  beaucoup  de  développemens  relativement  à la 
manière  de  fixer  les  points  d’un  plan  par  intersections , puis- 
qu’elle ne  diffère  presque  en  rien  de  celle  adoptée  dans  la 
triangulation.  Nous  nous  bornerons  donc  à observer  que  si 
l’on  ne  pouvait  mesurer  que  la  ligue  AE  , et  qu’il  fallût  ce-  Fig.  igj, 
pendant  relever  les  points  environnans  BCDF...  on  se  pla- 
cerait en  A pour  y orienter  la  planchette  , s’il  était  néces- 
saire , ou  l’on  tirerait  sur  le  papier  qui  couvre  l’instrument 
une  ligne  ae , à laquelle  on  donnerait  autant  de  parties  de 
l’échelle  que  AE  contient  de  mètres.  On  ferait  correspondre 
respectivement  le  point  a et  cette  ligne  avec  la  station  A 
et  la  base  AE , et  l'on  dirigerait  successivement  l’alidade 
tournant  autour  de  a sur  les  différens  objets  B , C,  F....  , 
afin  d’obtenir  les  rayons  ab , ac , af...  ; ensuite  on  irait  au 
point  E répéter  les  mêmes  opérations  qu’on  a faites  au  point 
A j c’est-à-dire  que  l’on  déterminerait  les  rayons  cb  , ec  , 
ef... , qui , par  leur  intersection  avec  les  premiers , achève- 
raient de  déterminer  les  points  b , c , f ; alors  le  plan  abc f 
serait  semblable  à la  figure  du  terrain  ABCF , ou  pour  par- 
ler plps  exactement , abc/ serait  la  projection  orthogonale  d» 
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Fig.  193.  AB  CF.  Quant  au  point  D , qui  se  trouve  presque  dans  la 
direction  de  AE  , on  le  déterminerait  de  même  par  inter- 
section , mais  en  prenant  ec  pour  base. 

Il  serait  très-facile , par  ce  moyen  , d’établir  le  canevas 
d’un  plan , et  d’en  figurer  même  tous  les  détails , indépen- 
damment d’aucun  réseau  trigonométrique  ; mais  il  y aurait 
beaucoup  d’inconvéniens  à accorder  trop  de  confiance  à la 
planchette  , dont  la  justesse  , dans  aucun  cas  , ne  peut  égaler 
celle  des  instrumens  employés  pour  la  détermination  géomé- 
trique des  points  fondamentaux  d’une  carte. 

256.  L’un  des  problèmes  importans  qui  se  présentent 
fréquemment  dans  les  levés  de  détail , consiste  à déterminer 
sur  un  plan  la  position  de  tel  point  qu’on  voudra  du  terrain , 
pourvu  toutefois  que  de  ce  point  l’on  voie  des  objets  dont  la 
position  soit  déjà  connue.  Voici  comment  on  le  résout  à l’aide 
de  la  planchette. 

Tig.  iof.  Supposons  que  les  trois  points  A.,  B,  C soient  donnés  sur 
le  plan  qui  couvre  la  planchette  ; on  demande  d’y  fixer  la 
position  du  point  D. 

Ier.  Cas.  On  attachera  sur  la  planchette  un  papier  verni  et 
très-transparent  ; et  autour  du  point  d pris  à volonté  , mais 
'correspondant  à D , on  fera  tourner  l’alidade  pour  la  placer 
successivement  dans  la  direction  des  trois  points  A , B , C. 
Les  droites  indéfinies  da  , db , de  tracées  sur  le  papier  verni , 
formeront  entre  elles  les  mêmes  angles  que  les  droites  DA , 
DB  , DC,  Cela  fait , on  détachera  ce  papier , et  on  le  dispo- 
sera sur  le  plan  de  manière  qu’il  ne  gode  pas , et  que  les 
trois  droites  da,  db,  de-,  passent  respectivement  par  les  points 
a,  b , c donnés  sur  ce  plan.  Lorsque  cette  circonstance  aura 
lieu , le  point  d sera  placé  à l’égard  des  autres  a , b , c , 
comme  le  point  D du  terrain  l’est  à l'égard  de  A , B , C.  Il 
faudra  donc  décalquer  le  point  d sur  le  plan  dont  il  s’agit. 

Si  l’on  n’a  point  de  papier  transparent , alors  sur  ab  et  bc , 
comme  cordes  , 011  décrira  des  arcs  de  cercle  adb  , bdc  , res- 
pectivement capables  des  angles  observés  bda  , cdb  ( n°.  96) , 
et  ces  arcs  se  couperont  en  un  point  d , qui  sera  le  point  de- 
mandé. Dans  le  cas , cependant,  où  les  quatre  points  a,  b,  c,  d 
seraient  sur  une  même  circonférence  , cette  détermination  ne 
pourrait  plus  avoir  lieu  à l’aide  des  seuls  points  A , B , C , 
puisque  ces  deux  arcs  se  confondraient.  Ainsi  il  faudrait, 
pour  parer  à cet  inconvénient,  combiner  deux  des  pointa 
A , B , C , avec  un  quatrième  point  connu. 
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On  conçoit  combien  ce  problème  est  utile  pour  fixer  en  peu  F‘S-  r94- 
de  tems  , sur  une  carte  militaire  peu  détaillée  , les  différentes 
positions  qu’occupe  une  armée. 

IIe.  C as.  Supposons  maintenant  que  du  point  de  station  D, 
t on  ri  aperçoive  que  les  deux,  points  A , B donnés  sur  le  plan 
en  a et  b ; on  demande  de  déterminer  la  position  du  point  D, 
connaissant  d’ailleurs  sur  la  planchette  la  direction  de  la 
droite  ab  à l’égard^  du  méridien  magnétique. 

Pour  cet  effet,  on  orientera  la  planchette  à l’aide  du  décli- 
natoire ( n°.  a54  ) ; ensuite  on  visera  successivement  sur  les 
points  A , B , en  faisant  passer  l’alidade  par  les  points  cor- 
respondans  a,  b du  plan,  et  le  point  cherché  d sera  l’inter- 
section des  deux  rayons  da , db  , si  toutefois  la  déclinaison 
de  l’aiguille  aimantée  est  constante,  ce  qui  est  évident;- mais 
à cause-de  sa  variabilité,  cette  solution,  quoiqu’extrémement 
simple , est  rarement  aussi  exacte  que  l’une  des  précédentes. 

Aussi  voilà  pourquoi , en  pareil  cas , les  ingénieurs  n’em- 
ploient le  déclinatoire  que  le  moins  possible. 

Des  levés  à la  boussole. 

257.  La  boussole  est  un  instrument  qui,  malgré  son  im- 
perfection , présente  à l’ingénieur  plus  d’avantages  que  tout 
autre,  pour  lever  avec  promptitude  tous  les  objets  destinés  à 
remplir  et  orner  les  petites  masses  figurées  à la  planchette , 
ou  pour  faire  des  reconnaissances  militaires. 

Cet  instrument  est  composé,  comme  le  déclinatoire,  d'une 
aiguille  aimantée  mise  en  équilibre  sur  un  pivot  extrêmement 
délié,  et  enfermée  dans  une  boite  quarréc,  dont  le  fond  est 
garni  d’un  cercle  de  métal  divisé  en  36o  degrés  , ou  en  /,oo 
grades;  il  est  même  utile  que  ce  cercle  soit  divisé  en  demi- 
grades.  Au  fond  de  la  boite  sout  marqués  les  quatre  points 
cardinaux,  et  la  ligne  nord-sud  numérotée  o,Br2oo8r  est  pa- 
rallèle à l’un  des  côtés  de  la  boite.  A l’un  de  ces  mêmes  côtés 
est  adaptée  une  alidade  à visière  ou  à lunette,  laquelle  peut 
prendre  toutes  les  inclinaisons  possibles  à l’égard  de  l’hori- 
xo n , sans  cependant  se  mouvoir  dans  un  plan  autre  que  celui 
qui  est  perpendiculaire  au  contour  gradué.  La  boussole  est 
mobile  sur  un  genou  à ‘ coquilles  réuni  à un  pied  à trois 
branches,  et  que  l’on  peut  détacher  de  la  boite  pour  faire 
usage  de  cet  instrument  comme  du  déclinatoire. 

Lorsque  l’on  observe  avec  la  boussole , il  faut  lui  donner 
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la  position  horizontale  , et  pointer  constamment  du  même 
côté  pour  éviter  toute  méprise  ; c’est-à-dire  amener  toujours 
l’alidade  à sa  gauche  ou  à sa  droite.  On  compte  ensuite  les 
grades  consécutivement  depuis  o jusqu’à  /tooV . Bien  entendu 
qu’en  regardant  au  travers  de  l’alidade , on  doit  prendre  pour 
oculaire  le  petit  trou  qui  est  à son  extrémité,  et  pour  objectif 
la  languette  correspondante. 

La  plupart  des  anciennes  boussoles  sont  graduées  de  part  ■ 
et  d’autre  de  la  ligne  nord-sud  , depuis  od  jusques  à i8od. 
Alors  on  est  obligé  de  noter  sur  le  brouillon  si  l’angle  observé 
est  à l’est  ou  à l’ouest  de  la  ligne  nord-sud  de  la  boussole  i 
ce  soin  est  d'autant  plus  nécessaire  , que  sans  cela  il  est  im- 
possible de  construire  le  mis-au-net.  L’autre  système  de  gra- 
duation est  donc  préférable. 

Nous  aurions  peu  de  choses  à dire  sur  l’usage  de  la  bous- 
sole , parce  que  tout  ce  qui  précède  trouve  ici  ses  applications  ; 
ruais  afin  que  les  Elèves  puissent  mieux  juger  de  l’analogie 
qui  existe,  à certains  égards , entre  cet  instrument  et  la  plan- 
chette orientée  à l’aide  du  déclinatoire,  nous  résoudrons  de 
nouveau  deux  des  problèmes  précédens. 

Fig.  195.  258-  -Lever  le  plan  du  polygone  ABCDEF,  dont  tous  les 

points  sont  accessibles.  • 

On  placera  horizontalement  la  boussole  au  point  A , et  on 
la  fera  tourner  sur  son  pivot , jusqu’à  ce  que  le  point  B soit 
dans  la  direction  de  la  visière  ou  de  l’axe  optique  de  la 
lunette.  L’aiguille  , après  son  mouvement  oscillatoire  , pren- 
dra la  direction  nord-,  ainsi  en  comptant,  suivant  l’ordre 
naturel  des  numéros  de  division  , le  nombre  de  degrés  ou  de 
grades  compris  depuis  le  rayon  visuel  AB , ou , ce  qui  est  de 
même , depuis  le  zéro  de  la  ligne  nord-sud  jusqu’à  la  pointe 
boréale  de  l’aiguille,  on  aura  la  mesure  de  l’angle  formé  par 
la  direction  AB  et  le  méridien  magnétique. 

Lorsque  les  mesures  prises  sur  le  terrain  ne  sont  pas  rappor» 
técs  de  suite  à l’aide  de  l’échelle  et  du  rapporteur  ( nos.  101  et 
1 1 5),  on  forme  le  croquis  du  plan  sur  lequelon écrit  toutes  ces 
mesures  ; mais  quelquefois  , pour  éviter  la  confusion  , l’on 
enregistre  à part  les  angles  observés  au  même  point , et  l’on 
met  alors  des  lettres  ou  des  numéros  de  renvois  pour  se  re- 
connaître en  construisant  le  mis-au-net.  Supposons  que  abc... 
soit  le  brouillon  dont  il  s’agit , on  écrira  donc  au  point  a le 
nombre  de  grades  trouvés  à la  station  A , et  en  supposant 
que  ab  représente  l’alignement  AB , on  écrira  aussi  sur  cette 
ligne  le  nombre  de  mètres  contenus  dans  AB.  On  placera  de 
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même  la  boussole  horizontalement  au  point  B , et  l’on  obser- 
vera l’inclinaison  de  la  droite  BC , en  ayant  soin  de  l’écrire 
au  point  b du  brouillon.  L’on  continuera  de  la  même  ma- 
nière , jusqu’à  ce  que  l’on  soit  revenu  à la  première  station  A. 

Un  des  moyens  de  s’assurer  qu’il  ne  s’est  pas  glissé  d’er- 
reur notable  dans  la  mesure  des  angles , est  de  voir  si  ceux 
intérieurs  du  polygone  forment  ensemble  autant  de  fois  deux 
angles  droits  qu’il  y a de  côtés  moins  deux  ( n°.  44)  » mais 
comment  connaître  chacun  de  ces  angles , puisqu’ils  n’ont 
pas  été  observés  immédiatement?  La  réponse  à cette  question 
est  facile.  Les  directions  de  l’aiguille  aimantée  étant  censées 
parallèles  pour  tous  les  points  du  plan , l’angle  abc  , par 
exemple , sera  égal  à nab  -f-  ; mais  nab  — 4°°  — 355 

= 45s1 , et  s'bc  z=  309  — > aoo  — 1098'  ; donc  abc  =45 
-f-  109  = i54Sr  ; ainsi  des  autres  angles. 

A 'l'égard  de  la  vérification  des  côtés , on  ne  pourra  la  faire 
qu’en  construisant  le  polygone  au  moyen  du  rapporteur  et 
de  l’échelle  du  plan  : on  verra  alors  si  la  figure  se  ferme  bien. 
Pour  effectuer  cette  construction  de  la  maftièrc  la  plus  simple 
et  la  plus  exacte , on  tirera  sur  le  papier  un  grand  nombre 
de  lignes  parallèles  qui  représenteront  les  directions  de  l’ai- 
guille aimantée,  et  serviront  à déterminer  la  position  du 
rapporteur  aux  divers  points  du  plan. 

25().  Là  méthode  précédente  s’emploie  avec  succès  pour 
lever  le  cours  des  rivières , les  sinuosités  des  chemins , les 
contours  des  petites  propriétés  , les  îles  de  maisons , en  un 
mot  tous  les  détails  minutieux  qui  ne  pourraient  être  pris 
que  difficilement  ou  fort  lentement  avec  la  planchette;  mais 
à mesure  que  l’en  figure  à vue  et  au  moyen  de  la  boussole , 
il  faut  rapporter  sur  la  planchette  les  détails  que  l’on  a obte- 
nus , afin  d’être  à même  de  faire  les  vérifications  nécessaires, 
et  de  mieux  exprimer  la  forme  du  terrain  que  l’on  a encore 
sous  les  yeux  , ou  dont  on  conserve  parfaitement  le  souvenir. 
11  est  même  nécessaire  d’arrêter  tous  les  soirs  son  dessin  à 
l’encre  de  la  Chine , afin  de  ne  pas  risquer  d’effacer  ce  qui  a 
été  déjà  dessiné. 

260.  Puisque  tous  les  méridiens  magnétiques  peuvent, 
dans  un  petit  espace,  être  regardés  comme  parallèles  , il  s’en- 
suit qu’il  11’est  pas  absolument  nécessaire  de  faire  des  stations 
au  sommet  de  chaque  angle  du  polygone  à lever.  Par  exemple, 
etn  peut  se  dispenser  d’observer  en  B , parce  que  , connais- 
sant l'inclinaison  de  B C sur  le  méridien  s^n"  , on  aura  celle 
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Fig.  ig5.  de  ce  même  côté  par  rapport  au  méridien  de  B.  En-  effet  ( 
les  angles  intérieurs  du  même  côté  étant  supplément  l’un  de 
l’autre  (n°*.  29  et  11 1\) , le  nombre  de  grades  trouvés  au  point 
C,  diffère  de  eelui  que  l’on  aurait  obtenu  au  point  B,  de  200 sr; 
ainsi,  lorsque,  dans  la  construction -de  la  figure,  on  veut 
au  point  b déterminer  la  direction  de  bc  au  moyen  de  l’ob- 
servation faite  en  c il  faut  prendre  sur  le  rapporteur  le 
numéro  diamétralement  opposé  à celui  que  l’on  a trouvé  en 
C ; de  cette  manière  on  diminue  de  beaucoup  le  nombre  des 
stations. 

Il  résulte  encore  de  la  propriété  énoncée,  que  l’on  peut 
mener  d’un  point  quelconque  B , une  parallèle  à la  ligne  AC. 
Pour  cet  effet , on  observera  en  A l’inclinaison  de  la  ligne 
AC  , et  l’on  mettra  ensuite  la  boussole  au  point  B , absolu- 
ment dans  la  même  position  qu’au  point  A.  Alors  l’alidade 
Bx  sera  parallèle  à la  ligne  AC.  Ou  voit  bien  aussi  comment 
il  faudrait  s’y  prendre  pour  mener  une  perpendiculaire  à 
uue  ligne,  d’un  point  donné  sur  elle  ou  ailleurs. 

Fig  106  3.6  t.  Deux  points  A , B , du  terrain  étant  donnes  sur  la 

carte  en  a et  b , et  de  plus  la  direction  de  l'aiguille  aimantée 
étant  connue  relativement  à la  droite  ab  , déterminer  sur  cette 
carte  la  station  M. 

On  mesurera  en  M les  inclinaisons  des  rayons  visuels  MA, 
MB,  par  rapport  au  méridien  magnétique;  et  sur  la  carte 
ab  on  tracera,  au  moyen  du  rapporteur,  les  lignes  méri- 
diennes sn,  s'n'u.  Cela  fait,  pour  fixer  l’inclinaison  de  ara 
à l’égard  de  sn  , on  prendra , comme  ci-dessus  , le  numéro 
diamétralement  opposé  à celui  que  l’on  a trouvé  en  M.  On 
en  fera  de  même  relativement  à la  ligne  nb  , et  l’intersection 
m de  ces  deux  lignes  sera  le  point  demandé. 

Si  l’on  connaissait  plus  de  deux  points  , il  conviendrait , 
pour  vérifier  l’opération  , de  mener  d’autres  rayons  visuels  , 
et  d’en  déterminer  de  même  la  direction  sur  la  carte  ; ces 
nouveaux  rayons  passeraient  aussi  par  le  point  m , à moins 
qu’il  n'y  eût  erreur  dans  la  première  opération  ou  dans  l’une 
de  celles-ci. 

Entre  autres  procédés , celui  que  nous  venons  d’exposer 
peut  servir  pour  indiquer  sur  un  plan  levé  en  partie,  plusieurs 
points  de  la  crête  des  montagnes , la  position  des  plateaux  , 
la  naissance  et  la  fin  des  pentes , etc....  Cependant  ces  déter- 
minations géométriques  ne  suffisent  pas,  il  faut  encore  indi- 
quer par  des  hachures  légères  faites  à la  plume  , le  sens  des 
lignes  de  plus  grande  pente , c’est-à-dire  des  courbes  que 
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tracent  sur  les  versans  des  montagnes,  les  eaux  , et  en  géné- 
ral tous  les  corps  obéissant  à la  loi  de  la  pesanteur;  lier  les 
grands  mouvemens  du  terrain  avec  ses  plus  faibles  ondula- 
tions; saisir  le  caractère  distinctif  de  chaque  objet;  en  nu, 
mot  exécuter  avec  goût  et  netteté  tout  ce  que  la  topographie 
'emprunte  du  dessin  d’imitation  ou  de  convention. 


Des  levés  à ï équerre  d’ arpenteur. 

263.  En  général,  l’équerre  d’arpenteur  est  peu  commode 
pour  lever  le  plan  d’un  terrain  très-accidenté  et  trcs-couvert, 
cependant  on  en  peut  faire  usage  dans  un  pays  de  plaine  qui 
ne  présente  pas  cet  inconvénient. 

Cet  instrument  est,  pour  l’ordinaire,  un  cercle  de  cuivre 
«le  9 à 10  centimètres  de  rayon,  divisé  en  quatre  parties 
égales  par  deux  lignes  qui  se  coupent  à angles  droits  , et  aux 
extrémités  desquelles  s’élèvent  perpendiculairement  au  limbe 
quatre  pinnules  rivées  ou  assujéties  par  des  vis.  L’équerre 
s’ajuste  de  même  que  la  boussole  sur  un  pied  à trois  branches  , 
et  l’on  observe  comme  avec  les  alidades  des  planchettes.  Il  est 
d’autant  plus  important  que  les  pinnules  soient  toutes  les 
quatre  perpendiculaires  à l’horizon  quand  on  opère  , que 
sans  cela  la  droite  que  l’on  ferait  tracer  sur  un  terrain  en 
pente  , dans  l’alignement  de  deux  pinnules  obliques  , aurait 
une  fausse  direction,  ainsi  qu’il  est  aisé  de  s’en  convaincre. 

Quand  on  lève  un  champ  à l’équerre,  on  mène  dans  l’in- 
térieur et  dans  le  sens  de  la  longueur  une  droite  que  l’on 
nomme  base  ou  directrice.  On  abaisse,  de  tous  les  angles  du 
périmètre , des  perpendiculaires  sur  cette  base.  On  mesure 
ces  perpendiculaires  à la  chaîne  ou  au  double-mètre , ou  bien 
au  pas  si  l'on  ne  veut  que  figurer  le  terrain  à-peu-près , et 
l’on  mesure  de  meme  tous  les  segmens  de  la  base.  Il  résulte 
de  là  que  le  terrain  est  décomposé  en  triangles  , trapèzes  ou 
rectangles,  et  que  l’on  peut  aisément  en  déterminer  l’étendue 
superficielle  , et  former  le  mis-au-net  par  la  méthode  exposée 
an  n°.  100. 

S’il  s’agissait  de  mesurer  un  terrain  dont  l’intérieur  frit 
inaccessible,  mais  dont  le  pourtour  fût  libre,  on  lui  circon- 
scrirait un  triangle,  un  rectangle,  ou  bien  un  trapèze,  ou 
enfin  toute  autre  polygone  à angles  droits. 

Voici  maintenant  comment  on  trouve,  avec  l’équerre , le 
pied  des  perpendiculaires  que  l’on  veut  abaisser  sur  une  ligne. 

Géométrie . aG 
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Fig  174  Pour  déterminer , par  exemple,  le  point  D où  tomberait  la 
perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  l’angle  B sur  la  base 
AC  , on  placera  le  centre  de  l’instrument  aux  environs  de  Dr 
en  dirigeant  deux  des  pinnules  dans  l’alignement  AC  , et 
voyant  si  le  point  B se  trouve  dans  la  direction  des  deux 
autres  pinnules;  mais  à moins  d’un  hasard  singulier,  ce  point 
sera  à gauche  ou  à droite  de  cette  direction.  S’il  est  à gauche, 
par  exemple  , l’on  reculera  par  estime  l’instrument  vers  le 
point  A , et  l’on  recommencera  la  vérification.  Après  quelque» 
essais  pareils,  le  centre  de  l’instrument  se  trouvera  en  D. 

265.  Nous  ne  parlerons  point  des  levés  à vue,  parce  que 
l’on  ne  peut  acquérir  du  tact  en  ce  genre  que  par  l’usage  des 
instrumens  décrits  ci-dessus.  C’est  sur-tout  lorsque  l’on  doit , 
un  jour  , être  chargé  de  faire , avec  célérité , des  reconnais- 
sances militaires,  qu’il  est  essentiel  de  .s’exercer  à figurer  le 
terrain  à l’aide  du  seul  coup  d’œil  et  de  se  pénétrer  des  pré- 
ceptes de  l’art  de  la  guerre , afin  de  représenter  seulement 
sur  la  carte  les  objets  que  le  général  a intérêt  de  connaître 

Î>our  assurer  les  succès  de  son  armée,  ou  se  prémunir  contre 
es  attaques  de  l’ennemi. 


CHAPITRE  VI. 

PRÉCIS  DE  QUELQUES-UNES  DES  MÉTHODES  GRAPHIQUES 
EMPLOYÉES  POUR  COPIER  OU  RÉDUIRE  LES  PLANS. 


364*  En  supposant  d’abord  qu’il  faille  copier  un  plan  de 
même  grandeur , on  pourra  , comme  nous  l’avons  enseigné 
au  n°.  85  , et  après  avoir  tracé  les  lignes  du  cadre , déter- 
miner par  intersections  les  positions  des  principaux  points , 
c’est-à-dire  construire  sur  la  copie,  des  triangles  égaux  à ceux 
que  l’on  imagine  ou  que  l’on  trace  au  crayon  sur  l’original. 
Ensuite  pour  figurer  les  lignes  courbes  , on  emploiera  la  mé- 
thode du  n“.  a5».  Lorsqu’il  y a un  grand  nombre  de  lignes 
droites,  on  pourra  encore  déterminer  leurs  positions  en  les 
concevant  prolongées  jusques  aux  lignes  du  cadre , et  en 
marquant  ensuite  sur  la  copie  les  points  d’intersection  de 
ces  mêmes  lignes. 

Au  lieu  d’employer  ce  moyen , qui  ne  laisse  pas  d’étre  fort 
long , sur-tout  lorsque  le  plan  contient  beaucoup  de  détails  , 


\ 
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on  calque  le  plan  à la  vilre , ai  cela  est  possible  , ou  bien  l’on 
dessine  d’abord  l’original  sur  du  papier  vernis  nu  huilé , 
puis  on  calque  à la  vitre  celte  première  copie  sur  une  feuille 
mince  de  papier  d'Ilollaude,  ayant  soin  toutefois  de  rectifier 
• au  crayon  les  parties  du  second  dessin  qui  auraient  pu  être 
altérées  par  cette  dernière  opération  ; mais  lorsque  les  ligne» 
dessinées  à l’encre  de  la  Chine  sur  le  papier  transparent , ne 
paraissent  pas  suffisamment  au  travers  de  la  copie , on  réduit 
de  la  mine  de  plomb  en  poussière  très-fine  que  l’on  étale  sur 
le  côté  du  papier  transparent , opposé  à celui  sur  lequel  on  a 
dessiné,  et  l’on  fixe  cette  poussière  en  frottant  légèrement 
avec  un  morceau  de  papier  ou  un  petit  tampon  de  linge.  On. 
étend  sur  du  papier  à dessiner  cette  feuille  préparée  de  la 
sorte , en  mettant  la  partie  plombée  en  contact  avec  le  papier, 
et  enfin  l'on  suit  avec  une  pointe  à calquer  tous  les  traits  de 
la  première  copie , en  appuyant  asse*.  pour  que  la  mine  de 
plomb  puisse  se  déposèr  sur  le  papier  d’Mollande.  Par  ce 
moyen  , l’on  a très-exactement  le  second  calque  de  l’originak 
Cette  opération  s’appelle  décalquer  un  dessin. 

Supposons  maintenant , pour  plus  de  généralité  , que  les 
lignes  de  la  copie  doivent  être  à celles  de  l’original  dans  le 
rapport  de  m : n.  On  construira  sur  l’original  ABCD  un  Fig.  197. 
grand  nombre  de  petits  quarrés  tracés  légèrement  au  crayon; 
l’on  formera  un  rectangle  abcd  semblable  au  premier,  c’est- 
à-dire  de  manière  que  AB  soit  à ab  ::  AC  : ar  ::  m ; n 
( n°.  97  ) : ensuite  l'opération  sera  réduite  à figurer  dans 
chaque  petit  quarré  de.  la  copie  abcd,  les  objets  qui  sont 
dans  les  quarrés  oorres|>ondans  de  l’original  ; et  pour  cet 
effet  l’on  pourra  adopter  la  méthode  des  intersections,  en  ré- 
duisant , bien  entendu,  dans  le  rapport  de  m ; n toutes  les 
dimensions  prises  sur  l’original.  Pour  effectuer  ces  réduc- 
tions , on  fait  ordinairement  usage  de  l’angle  réducteur.  Sup- 
posons, par  exemple,  que  le  triangle  ADE  soit  isoscèle,  et  Fig.  198. 
que  l’on  ait  fait  AD  AE  ZZZ  rn  , puis  DE  — n ; alors  si 
AB  rr  AC  est  une  ligne  quelconque  de  l’original , sa  réduc- 
tion sera  représentée  par  la  ligne  BC.  On  pourrait  aussi  rap- 
porter tous  les  points  renfermés  dans  un  quarré , d’après 
leurs  distances  à deux  des  côtés  de  ce  même  quarré  (n®.  a 48). 

Si  l'original  était  trop  précieux  pour  qu’il  fut  permis  d’y 
tracer  le  treillis  ABCD , 011  le  couvrirait  d’un  papier  verni 
ou  d’une  glace  sur  laquelle  on  aurait  tracé  ce  treillis. 

Lorsque  les  aires  des  deux  figures  doivent  être  dans  le 
rapport  de  p ; <7 , pour  lors  les  quarrés  de  leurs  côtés  homo- 
logues sont  proportionnels  à ces  mêmes  aires  , et  l’on  a en 
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désignant  par  A une  des  lignes  de  l’original , par  a la  ligne 
homologue  de  la  copie , 


d'ou  a 


Fig. 


ainsi  a serait  moyen  proportionnel  entre  A et  — A. 

P 

jgg.  Voici  une  construction  géométrique  qui  résout  cette  deo- 
nière  question.  Sur  AB , comme  diamètre  égal  à 7/  —J—  <7 , on 
décrira  une  demi-circonférence  ; et  de  l’extrémité  F du  seg- 
ment AF  — p , on  élevera  FD  perpendiculaire  à AB  ; puis 
l’on  mènera  les  droites  indéfinies  DAH , DBK.  Alors  les 
quarrés  des  cordes  AD  , BD  étant  dans  le  rapport  des  seg- 
mens  AF,  BF,  ou  dep  : <7  ( n°.  54  ) , il  est  clair  que  si 
on  prend  DH  égale  à une  ligne  quelconque  de  l’original , et 
que  par  le  point  H on  mène  HK  parallèle  à AB , la  droite 
DK  sera  la  ligne  homologue  de-la  copie. 

Il  est  encore  plus  commode  de  construire  d’avance  l’échelle 
de  la  ropie,  et  d’en  faire  usage  dans  les  petits  détails,  pour 
réduire  les  distances  prises  sur  l’original  et  comparées  avec 
son  échelle  ( n°.  ioi).  Cette  opération  est  d’autant  plus  facile 
pour  les  dessins  relatifs  aux.  services  publics , que  leurs 
échelles  ont  entre  elles  des  corrélations  fixes;  mais  il  n’arrive 
presque  jamais  alors  que  l’on  ait  à réduire  isolément  des  des- 
sins , si  ce  n’est  pour  les  réunir  lorsqu’ils  représentent  des 
objets  qui  sont  de  nature  à pouvoir  se  grouper  comme  les 
détails  de  machines,  d’instrumens , ou  ceux  qui  forment  la 
topographie  d’un  pays  représenté  sur  plusieurs  feuilles  , et 
d’après  différentes  échelles. 

Ces  diverses  méthodes  de  copier  ou  de  réduire  les  plans  , 
et  qui  sont  simples  en  elles-mêmes , sont  cependant  à-peu- 
près  impraticables  pour  les  cartes  qui  présentent  une  grande 
variété  de  contours  et  de  nombreux  détails  , tant  à cause  de 
la  multiplicité  des  opérations  qu’elles  exigent , que  par  la 
longueur  du  teins  qu’il  faut  y sacrifier  ; aussi  se  sert-on  en 
pareil  cas  du  pantographe , dont  la  propriété  est  de  dessiner 
rapidement  toutes  sortes  de  dessins. 
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LIVRE  VI. 

NOTIONS  SUR  L’APPLICATION  DE  L’ALGEBRE 
A LA  GÉOMÉTRIE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

'4, 

ÉQUATIONS  DE  LA  LIGNE  DROITE  ET  DES  COURBES 
DU  SECOND  DEGRÉ. 

265.  Lorsqu’une  question  de  Géométrie  est  énoncée  en 
langage  algébrique,  c’est-à-dire  lorsque  les  quantités  connues, 
et  celles  que  l’on  cherche,  sont  liées  entre  elles  par  des  équa- 
tions , la  solution  de  cette  question  est  purement  du  ressort 
de  l’Algèbre  ; c’est  ce  que  l’on  a eu  déjà  occasion  de  voir  aux 
nos.  U7et  171.  Ainsi,  écrire  en  analyse  les  propositions  de 
Géométrie,  ou  traduire  en  Géométrie  les  résultats  de  l’analyse, 
voilà  ce  qui  constitue  Y application  de  V .Algèbre  à la  Géo- 
métrie. Ne  pouvant  donner  ici  que  des  notions  sur  cette 
branche  étendue  des  mathématiques , nous  analyserons  d’a- 
bord rapidement  les  propriétés  de  la  ligne  droite , et  quel- 
ques-unes de  celles  des  courbes  du  second  degré.  Ensuite  nous 
résoudrons  un  petit  nombre  de  problèmes  de  la  Géométrie, 
aux  trois  dimensions. 

266.  Un  point  est  donné  sur  un  plan  par  ses  distances  à 
deux  droites  fixes  tracées  dans  ce  plan , de  même  qu’il  est 
donné  dans  l’espace  par  ses  distances  à trois  plans  connus 
( n°.  180).  Les  deux  lignes  AXy  AY,  auxquelles  on  rap- 
porte le  point  M du  plan  qu’elles  forment,  se  nomment  Fig,  200-. 
axes  des  coordonnées.  Nous  supposerons-  toujours  ces  axes 
rectangulaires. 

Toute  distance  telle  que  AP,  s’appelle  abscisse ; et  toute 


Digitized  by  Google 


4o6  COURS  DE  MATHÉMATIQUES. 

Tig.  200.  perpendiculaire  telle  que  PM,  se  nomme  ordonnée.  Les  axe» 
AX,  A Y,  auxquels  le  point  AI  est  rapporté,  se  nomment  àussi 
respectivement  axe  des  abscisses  et  axe  des  ordonnées  , et  le 
point  A en  est  l’origine.  « 

On  est  convenu  de  prendre  positivement  toutes  les  ordon- 
nées PM  qui  se  trouvent  au-dessus  de  l’axe  X'X,  et  néga- 
tivement toutes  celles  pm  qui  se  trouvent  au-dessous.  On 
considère  de  même  comme  positives  , les  abscisses  qui  se 
comptent  de  A vers  X,  et  comme  négatives,  celles  qui  se 
comptent  de  A vers  X' . 


Equation  de  la  ligne  droite. 


267.  Soit  la  ligne  droite  donnée  £M,  dont  il  s’agit  d’ex- 
primer la  nature  par  une  équation.  Puisque  cette  droite  est 
connue  de  position  à l’égard  des  axes  AX,  AY,  faisons 
AB  = b-,  et  désignons  la  tangente  de  l’angle  BRA  par  a\ 
puis  faisons  AP'ZZx,  PM  zzy.  Cela  posé , le  triangle  rec- 
tangle B EM  donnera , à cause  de  ME  —y  — b , et  en  re- 
présentant le  rayon  des  tables  par  l’unité  { n°.  220  ) , 

1 : a : : X : y — b,  d’où  y — ax  -|~  b. 


Telle  est  l’équation  de  la  droite  BM , ou  la  relation  qui 
existe  entre  l’abscisse  et  l’ordonnée  d’un  point  quelconque  M 
de  cette  droite.  Dans  cette  équation , les  deux  quantités  a , b 
sont  des  constantes , et  les  deux  autres  x , y sont  des  i>a- 
riables  ; d’où  il  suit  que  deux  conditions  suffisent  pour  dé- 
, terminer  une  droite. 

Fig.  2oi.  si  la  droite  donnée  passait  par  l’origine  des  axes,  son  équa- 
tion serait  seulement, 

y = ax, 

parce  qn’alors  l’ordonnée  b correspondante  an  point  A serait 
nulle;  ainsi  / = ax , est  l’équation  de  la  droite  AM. 

Toute  droite  CD  parallèle  à AM,  a donc  pour  équation. 


y — ax-±-  b. 


Si  dans  cette  dernière  équation  l’on  fait  .r=ro,  il  en  ré- 
sulte que  y zz  b \ c’est  la  valeur  de  l'ordonnée  positive  AC 
du  point  C.  Si  au  contraire  on  y fait  y = o , on  obtient 


x 


— b 


et  c’est  la  valeur  de  l 'abscisse  négative  AR- 
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268-  Trouver  V équation  d une  droite  assujétie  à passer  par 
deux  points  donnés. 

Soient  x1,  y1  ; x»,  y »,  les  coordonnées  respectives  des 
points  M1,  M».  L’équation  de  la  droite  cherchée  sera  géné- 
ralement de  la  forme , 

y = Ax  + B;  (1) 

la  question  consiste  donc  à déterminer  les  constantes  A , B: 
or,  il  est  évident  que  puisque  cette  droite  doit  passer  par  les 
points  M1,  M »,  ces  deux  conditions  seront  exprimées  par  les 
équations , 

y'  = Ax'  + B , (a) 

y"  = Ax»  + B,  (3) 


à l’aide  desquelles  on  obtiendra  les  valeurs  de  A et  B.  Par 
exemple , en  soustrayant  ces  deux  équations  l’une  de  l’autre , 
on  a sur-le-champ , 


et  de  là  B — 


- x'yU  ~ x',y> 


Maintenant  si  l’on  introduit  ces  valeurs  dans  l’équation  (1), 
il  viendra , 

y — y , *y  — «y 
y — < x -t-  _/ 


pour  l’équation  de  la  droite  cherchée. 

Cette  forme  n’est  ni  la  plus  simple  ni  la  plus  symétrique 
que  l’on  puisse  obtenir;  en  effet,  si  l’on  soustrait  succes- 
sivement l’une  de  l’autre  les  équations  (1)  et  (a),  et  celles 
(a)  et  (3) , on  aura , 


y — y1  — A (x  — x1)  et  y1  — y»  ~ A (x*  — x11); 

le  premier  résultat  est  l’équation  d’une  droite  assujétie  à 
passer  par  un  des  points  donnés  ; mais  en  y substituant  la 
valeur  de  A , prise  dans  le  second  résultat , on  a , 


(a:  — x1  ) 


pour  l’équation  de  la  droite  passant  par  le»  deux  points 
donnés. 

269.  Trouver  l’équation  dune  droite  perpendiculaire  à une 
autre  droite  donnée. 
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Fig.  203.  Soit  BC  la  droite  donnée  ; son  équation  sera, 

y — ax  -J-  b. 

Il  s’agit  d’obtenir  l’équation  d’une  autre  droite  telle  que  DE, 
perpendiculaire  à BC. 

Par  l’origine  A , menez  AG  parallèle  à BC , et  Am1  per- 
pendiculaire  à AG',  alors  l’équation  de  celle  dernière  sera 
( pm  ) — ax , et  celle  de  Arnf  parallèle  à DE,  sera  ( put1  ) 
a‘x',  mais  à cause  de  la  similitude  des  triangles  rec- 
tangles Aprn , Apm f,  on  a ( n°.  53  ), 

(pm)  X (jpmf ) = Apz  ; 

de  plus,  pm  et  pm'  sont  des  signes  contraires  ( n°.  26G  ), 
par  conséquent  — aa'x1  — a-%  ou  simplement , 

— a a — i,\l’où  a f ZZ . 

a 

Ainsi  lorsque  l’équation  de  AG  est  y = ax , celle  de  la  droite 
qui  lui  est  perpendiculaire , est  y — — — x\  donc  l’équation 
de  DE  est  en  général , 

y — — — x -f-  B\ 

a 

si  cette  droite  était  en  outre  assujétie  à passer  par  un  point 
donné  x'y',  son  équation , d’après  ce  qui  précède , serait , 

y — y = — ~ ( J — *'  )• 

Quand  on  a pour  but  de  déterminer  les  coordonnées  du 
point  d’intcrseeiion  de  deux  droites  , il  faut , dans  leurs  équa- 
tions, attribuer  aux  variables  .r  et  j les  memes  valeurs;  alors 
la  question  consiste  à résoudre  deux  équations  du  premier 
degré  entre  deux  inconnues. 

F%.  ao3.  27O.  Les  équations  de  deux  droites  étant  données , trouver 
l’angle  qu’elles  forment. 

soit  y = ax  -j-  b l’équat.  de  la  droite  BD, 
et  y zz  a!x  -f-  b'  celle  de  la  droite  B'D'\ 

il  s’agit  de  déterminer  l’angle  DJ  CD  ~ C.  Or  cet  angle  étant 
la  différence  des  angles  DCK,  D'CK  que  les  droites  dour 
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nées  BD , B'D\  font  respectivement  avec  l’axe  des*,  ii  est 
évident  que  par  le  n°.  217  , on  a, 

tarif».  D'CK  — tan£.  DCK 


tang.  C = 


1 4-  taug.  D'CK  X «*%’•  DCK 


Mais  ici  tang.  DCK  = a,  et  tang .D'CK  — a!\  donc  la  tan- 
gente de  l’angle  cherché , ou 


tang. 


(0* 


si  la  première  droite  avait  la  direction  bel , l’angle  elCK  serait 
obtus,  et  par  conséquent  la  tangente  a serait  négative;  de 
sorte  que  la  tangente  de  l’angle D'C-b  aurait  pour  expression, 

tang.  D' Cb  — — . 

b 1 — a'a. 


La  relation  a'a- 4-  1 o qui  a lieu  lorsque  les  deux  droites 
données  sont  perpendiculaires  entre  elles,  est  un  cas  parti- 
culier de  la  formule  (’i);  en  effet,  l’angle  C étant  alors  égal 
au  quadrant,  on  a tang.  C — oc,  c'est-à-dire,  tang.  C’ égale 
l'infini.  Or,  pour  que  cette  circonstance  ait  lieu,  il  faut  que 

le  dénominateur  1 -4-  a a de  la  fraction  — - — — soit  =:  o: 

1 -j-  a a 

donc  a'a  comme  par  le  n°.  précédent. 


Equation  du  cercle. 

271.  En  supposant  que  le  cercle  donné  C ait  pour  rayon  F|S- 
B,  cl  que  les  coordonnées  de  son  centre  soient  a et  b,  la  dis- 
tance de  ce  point  à tout  autre  M pris  sur  sa  circonférence, 
aura  pour  expression, 

CM  ou  R = V CZ^-f  DM*  — )/  (.r— a)*4 -{y— b)*  (n°.  77), 

* et  y étant  les  coordonnées  du  point  M.  C’est  là  l’équation 
la  plus  générale  de  la  circonférence  du  cercle,  rapportée  aux 
coordonnées  rectangles  AX,  A J . On  l’écrit  le  plus  souvent 
ainsi  qu’il  suit, 

(. y-by  4 -•(*-«)*  = (0  • 

Si  l’origine  des  coordonnées  était  placée  à l’extrémité  E du 
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diamètre  EF , l'ordonnée  b serait  évidemment  nulle , et  pour 
lors  l’équation  précédente  se  réduirait  à 

ou  à cause  de  a r=  R dans  cette  circonstance , on  aurait  sim- 
plement, 

, yx  = iRjc  — j:*  ~ x ( iR  — x ). 

Ce  résultat  est  la  traduction  analytique  de  la  propriété  dé- 
montrée au  n°.  5/|. 

É*  Lorsque  l’on  place  l’origine  des  coordonnées  au  centre  du 
cercle,  l’équation  (i)  se  simplifie  davantage , parce  que  a et  b 
sont  nuis  à la  fois  ; on  a donc  pour  l’équation  la  plus  simple 
du  cercle , 

y'  + x'  = R\ 

laquelle  renferme  de  même  la  propriété  dont  il  s’agit , puis* 
qu’elle  peut  s’écrire  de  la  manière  suivante , 

y1  = (*  + *)  (-R—*). 

L’équation  la  plus  générale  du  cercle  renfermant  trois  cons- 
tantes , il  faut  nécessairement  trois  conditions  pour  le  parti- 
culariser. On  trouvera  des  exemples  de  cette  remarque  dans 
les  deux  problèmes  suivans. 

2 7 2-  Faire  passer  une  cù'conjerence  de  cercle  par  trois 
points  donnés. 

Les  trois  points  donnés  M1,  M",  M>",  ayant  respecti- 
vement pour  coordonnées  x\ ÿ-,  x",y";  xM,,y";  et  l'équation  de 
la  circonférence  cherchée  étant  de  la  forme 

(r-î)1  + (»-?)'  = **. 

p et  q désignant  les  coordonnées  du  centre , on  aura  les  trois 
autres  équations , 

( y - q y + ( * - p y = 1 

c y - q y + ( *"  - p r = **  \ w 

J 

desquelles  on  pourrait  déduire  les  valeurs  des  trois  cons- 
tantes inconnues;  mais  au  lieu  d’effectuer  ce  calcul , on  peut 
se  borner  à vérifier  cette  propriété  par  l’analyse  , savoir; 
que  le  centre  du  cercle  à décrire  est  à l’intersection  des  per- 
pendiculaires élevées  sur  le  milieu  des  droites  qui  joignent 
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■deux  à vieux  les  points  donnés.  Pour  cela , on  développera  les 
puissances  indiquées  ; et  des  (a*)  et  (3e)  équations  du  groupe 
(■d)  ; l’on  retranchera  successivement  la  première,  et  l’on  ob- 
tiendra celles-ci , 


■!{/—/’  )q  -f-  a(.r + /'*— y"  -f  x"1  — .r'1  = o 

n{y-/")q  -f-  a(x'~x">  4-  y"*— y1  4.  .y"*-*'1  = o 

que  l’on  peut  mettre  sous  les  formes  suivantes , 

(1  -yy  (/-/■) +(p- —)  w— *“)=:<> , 
(.-*?=)  (/-/■)+(,  -i^) 

ou  bien  sous  celles-ci. 


(* 


y+y'  \ 

x'—x" 

/ x'+x" 

• ) 

— y-y'  1 

[P-  a 

xf—xé" 

( x'+x"’ 

» J 

1 — y-y" 

V 

w 

(O 


Maintenant  si  l’on  compare  l’une  de  ces  équations , la  pre-, 
mière,  par  exemple,  avec  la  dernière  du  n°.  268,  on  reconnaîtra 
sans  peine  qu’elle  représente  l’équation  d’une  droite  passant 


par  un  point  dont  les  coordonnées  sont  ‘ 


+ **  y + y 


,et 


a a 

faisant  avec  l’axe  des  abscisses  un  angle  dont  la  tangente  est 

xr  t t 

, Tl.  Ainsi  le  centre  du  cercle  est  sur  une  droite  di- 

y — y" 

visant  en  deux  parties  égales  chacune  de  celles  qui  joignent 
les  points  donnés.  Mais  l’équation  de  la  corde  Aî'M11  étant , 

{ n°.  a68),  y — y'  — (*  — Je'),  la  tangente  de 

y — ^ 

l’angle  qu’elle  fait  avec  l’axe  des  x , est  — ^ ; donc, 

( n°.  269  ),  la  droite  qui  a (2?)  pour  équation,  est  perpen- 
diculaire à cette  dernière , ce  qu’il  fallait  prouver. 

• 373.  Décrire  un  cercle  qui  soit  tangent  à une  droite  donnée , Fig.  ao6. 

et  qui  passe  par  deux  points  donnés. 

Prenons,  ce  qui  est  permis,  pour  axe  des  abscisses  la 
droite  donnée  ÂX,  et  pour  son  origine  le  pointé,  où  la 
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Fig.  306.  droite  M1  Al",  menée  par  les  deux  points  donnés , rencontre  ' 
l'axe  des  x. 

D’abord , en  vertu  de  re  qui  a été  démontré  dans  le  nu- 
méro précédent,  le  centre  C du  cercle  cherché  se  trouve  sur 
la  droite  NC,  élevée  perpendiculairement  au  milieu  de  M'Ai11. 
Reste  donc  à trouver  le  point  de  contact  P. 

Soit  AP  — p , PC  — q,  et  xf,  y1-,  x ",y"  les  coordonnée# 
respectives  des  points  Al7,  M11.  L’équation  du  cercle  rapporté 
aux  axes  rectangles  AX,  AY,  sera , à cause  de  PC  — rayon, 

( Y — ? )*  + ( * — P Y = $*> 
et  par  rapport  aux  points  donnés , elle  devient  successi- 
vement , 

(y  -?)*  + (*'  -p)'  = q*, 

( *"-«)• -K  *"-!»)*  = < Z*. 

d’où  l’on  tire , comme  précédemment, 

y* + •r'1-  y-  *px' + p1 = 0 -i  , * 

a (y'-y')q  -f-  l(x'-x")p  -f-  y"1 -y11  + x"l—x^  = 0]  ^ > 

mais  y"1  + x"'=7Fl  = / "*,  / * -f  x'1  —~ÂMn  — et 

parce  que  les  trois  points  AM'M''  sont  en  ligne  droite , on  a 
les  relations 

x> **  . y — y y 

A'  — x>  — x"  ~ x'  * 


Maintenant  si  on  prend  la  valeur  de  q dans  la  première 

• • . .\  ,,  , . P1  — ipx'  -f-  Pa 

équation  (.4)  , 1 on  obtiendra  q = -j — - — — ; et  si  on 

la  substitue  dans  la  seconde  équation  , ensuite  que  l’on  ré- 
1-  duise  à l’aide  des  relations  ci-dessus,  on  aura  pour  résultat, 

p1  = k'k" ; 


c’est-à-dire  que  l’abscisse  AP  du  centre  du  cercle  à décrire, 
est  moyenne  proportionnelle  entre  la  sécante  entière  AM11 
et  sa  partie  AM'  hors  du  cercle  ; propriété  déjà  démontrée 
au  n°.  56. 

Equation  de  F Ellipse. 


Fig.  307.  274*  Une  des  propriétés  de  cette  courbe  est  que  si  on 

mène  de  chacun  de  ses  points  M à deux  points  fixes  F,  F', 
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le»  droites  MF,  MF' , la  somme  de  ces  lignes  sera  toujours 
constante.  De  là  il  est  facile  de  décrire  l’ellipse  par  points  ou 
par  un  mouvement  continu , lorsque  l’on  connaît  les  foyers 
F,  F1  et  la  somme  des  rayons  vecteurs  MF,  MF' . 

Représentons  par  a«  la  ligne  donnée,  et  par  a c la  distance 
FF'  ; prenons  pour  origine  le  point  C,  milieu  de  FF';  et  fai- 
sons cp  — x,  PM  = y- 

Les  triangles  rectangles  FPM,  F' PM,  donnent , à cause  de 
FP  = c — x , et  de  F'P  = c + x, 

MF  = t/(c  — xf  + y\  MF'  — ✓(c-f-x)1  +y *; 

et  puisque  par  la  nature  de  la  courbe,  MF  MF1  — a a,  il 
s’ensuit  que, 

2«  = i/(c  -f-  x)1  -f-  y1  -{-  V{c  — x)*  -f-  yi. 

Faisant  passer  la  première  quantité  radicale  dans  le  premier 
membre;  élevant  ensuite  les  deux  membres  au  quarré,  et  ré» 
(luisant,  il  vient , 

a1  -j-  cx  = «v/(c  -|-  x y -j-y1; 

élevant  encore  au  quarré  les  deux  membres  de  cette  nouvelle 
équation,  et  réduisant,  on  trouve, 

«“y1  -j-  (fl1  — c *)  x*  zzz  a*  — a,c1  ; 

enfin , si  l’on  fait  a*  — c1  = If,  on  aura , 

a'y*  -{-  Z»1*1  =r  fl3/»1.  (t) 

Telle  est  l’équation  de  la  courbe  AMB  qui  jouît  de  la  pro- 
priété énoncée.  La  valeur  dey,  déduite  de  ce  résultat , étant, 


et  se  trouvant  toujours  réelle  tant  que  x,  positive  ou  néga- 
tive, sera  plus  petite  que  a , il  en  résulte  que  la  courbe  est 
en?ièrement  fermée.  On  détermine  les  points  où  elle  coupe 
les  axes  des  coordonnées,  en  faisant  successivement  x = o , 
y :=  o , dans  l’équation  (1).  La  première  supposition  donne 
y — ±l>  ; c’est  la  valeur  de  CD  ou  de  CE.  La  deuxième  sup- 
position donne  xz=ztia;  c’est  la  valeur  de  CB  ou  de  AC. 
Ainsi  la  courbe  passe  par  les  points  A , D,  B , E , et  ne  passe 
pas  au-delà  : on  a donc  AB  — ia  , DE  — i[>.  Ces  deux  der- 
nières lignes  se  nomment  les  axes  de  l’ellipse,  et  le  point  C 
«a  est  le  centre.  Lorsque  « > b , a«  est  le  grand,  axe  , et  xb 
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Fig.  ao7.  est  le  petit  axe.  Mais  lorsque  a = b , on  retrouve  l’équation 
du  cercle  y1  -f"  **  ss  a1.  On  peut  donc  considérer  un  cercle 
comme  une  ellipse  dont  les  deux  axes  sont  égaux.  11  est  clair 
alors  que  les  deux  foyers  coïncident  avec  le  centre , ou  que 
V excentricité  CB'  est  nulle. 

Pour  compter  les  abscisses  à partir  du  sommet  A de  l’el- 
lipse, on  voit  bien  qu’il  faudra , dans  l’équation  précédente 
de  cette  courbe , faire  x —x'  — a , puisque  CP  =.AP  — AC ; 
ainsi  l’on  aura,  toute  réduction  faite, 

(a) 

Telle  est  l’équation  de  l’ellipse  rapportée  au  sommet  de. 
cette  courbe. 

La  double  ordonnée  qui  passe  par  l’un  des  foyers  de  l’el- 
lipse se  nomme  le  paramètre  : si  on  le  désigne  par  p , l’abs- 
cisse correspondante  sera  = c rr  i /a1  — 4*,  et  pour  lors  l’é- 
quation (i)  ci-dessus  donnera , 

ai*  a b X 

P — ~T  — Z » 

c’est-à-dire  que  le  paramètre  est  une  troisième  proportion- 
nelle au  grand  axe  et  au  petit  axe. 

Dans  iéllipse , les  quarrés  des  ordonnées  sont  entre  eu.c 
comme  les  produits  des  abscisses  correspondantes.  En  effet , 
si  on  désigne  par  X'  et  Y les  coordonnées  d’un  point,  autre, 
que  celui  qui  a x'  pour  abscisse , l’équation  (a)  se  changera 
en  celle-ci, 

t 

et  l’une  et  l’autre  fourniront  la  proportion , 

y * : Y * ::  xl(ia  — x')  : X\*a-X'). 

Equation  de  F hyperbole. 

Fig.  *o8.  375.  Dans  cette  courbe  , la  différence  des  rayons  vecteurs 

est  toujours  constante.  A l’aide  de  cette  propriété , on  peut 
donc  décrire  l’hyperbole  , soit  par  points  , soit  par  un  mou- 
vement continu. 

Si  F,  F'  sont  les  foyers  de  la  courbe,  et  que  l’origine  A 
des  abscisses  soit  prise  au  milieu  de  FFf,  on  aura , comme. 
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dan*  le  numéro  précédent  et  eu  adoptant  la  même  notation, 

FM  = VU  — * )*  -h y1,  F'M  = v\c  + xy  + y*  ■ 
et  si  l’on  désigne  par  ia  la  différence  F'M  — FM,  on  aura  , 

2a  = ^ — ÿÇc  —X)1  +y\ 

Opérant  comme  dans  le  n°.  cité  , on  trouvera  pour  l’équation 
de  la  courbe  actuelle  , * 

t>*xl  — a*y * = a' b1.  ( i ) 

Le  moyen  de  déterminer  les  points  où  cette  courbe  ren- 
contre l’axe  des  x et  celui  des  y , est  de  faire  successivement 
dans  ce  résultat , y — o , et  * = o. 

La  première  hypothèse  donne  x = ± a ; c’est  la  valeur 
«lu  demi-grand  axe  AB  ou  AB'. 

La  seconde  hypothèse  donne  y — Hh;  \/ b1 , 

quantité  imaginaire  ; mais  pour  conserver  l'analogie  entre 
1 hyperbole  et  l’ellipse  , on  est  convenu  de  supposer  y — 

— V b1  ou  y — ± b , et  dans  ce  cas  l’on  fait  AC  = b 
et  AC'  — — b. 

Lorsque  les  deux  demi-axes  a et  b sont  égaux,  l’équation  fi) 
se  réduit  à v ' 

x 1 — y%  = a1. 

Cette  dernière  est  analogue  à l’équation  du  cercle  , et 
l’hyperbole  qui  en  dérive  se  nomme  hyperbole  équilatère. 

En  résolvant  la  même  équation  (i)  par  rapport  à y , or 
obtient , J 


et  comme  la  quantité  sous  le  signe  radical  est  toujours  posi- 
tive , tant  que  x positive  ou  négative  est  plus  grande  que  a , 
on  doit  conclure  que  l’hyperbole  a deux  branches  MBin.... 
Fi' B m' ....  coupées  symétriquement  par  l’axe  des  x , et  qui 
s étendent  indéfiniment  à droite  et  à gauche  du  centre  A de 
cette  courbe. 

Lorsque  1 on  veut  transporter  l’origine  des  coordonnées  à 
l’un  des  sommets  B'  de  la  courbe , on  fait  xxxx'  — a dans 
I équation  (i) , laquelle  devient  alors, 

? = — £ (a) 
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Fig.  ao8. 


C’est  l’équation  de  l’hyperbole,  lorsque  l’origine  des  coor- 
données est  au  sommet  de  celte  courbe. 

On  démontrerait  comme  pour  l’ellipse , i°.  que  le  para- 


mètre p 


a b 2 

u 


; c’est-à-dire  que  dans  l’hyperbole , il  est  de 


même  une  troisième  proportionnelle  aux  deux  axes  ; 

a°.  Que  les  quarrés  des  ordonnées  sont  entre  eux  comme 
les  produits  des-  abscisses  correspondantes. 


Equation  de  la  parabole. 

Fig.  soi).  276.  La  propriété  caractéristique  de  cette  courbe  , est 
que  tous  ses  points  sont  autant  éloignés  d’une  droite  donnée 
AC,  que  d’un  point  fixe  ou  foyer  F également  donné. 

Soit  AP  — x , PM  = y , et  AF  = — ; on  aura  PF 

a 

— JL x.  Puisque  l'on  doit  toujours  avoir  CM  — MF , 

-j-  yx,  il  est  évident  que 

l’on  a la  relation  , 

*=\J  ( v — » )‘  + y. 

Elevant  le  tout  au  quarré , développant  et  réduisant  , on 
obtient , 

yx  = px  - -Ç-.  (1) 

Telle  est  l’équation  de  la  parabole.  Lorsque  y — o , on  a 
pour  l’abscisse  du  sommet  B , x — —■  ; ainsi  ce  sommet  est 
au  milieu  de  la  distance  AF.  En  y plaçant  l’origine  des  coor- 
données , auquel  cas  * — x'  — ~~  , l’équation  précédente 
se  réduit  à la  suivante , 

y = Px’  > (2) 

qui  est  l’cqaation  au  sommet  de  la  parabole  : de  là  on  tire , 

y — d:  Vp**. 
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De  ce  résultat  l’on  doit  inférer  que  la  courbe  est  partagée, 
par  l’axe  des  .r,  en  deux  parties  symétriques  ; qu’elle  s’étend  à 
tï’infini , mais  du  côté  des  x positives  seulement. 

Si  l’on  cherchait  la  valeur  de  la  double  ordonnée  qui  passe 
par  le  foyer , on  la  trouverait  égale  àp  j en  effet , on  a alors 

» p 

x — -t—  , partant, 

. P p’ 

y — p • -r  = — ) ou  ay  ==  p. 

A 4 

Concluons  de  là  que  le  paramètre  mm'  de  la  parabole  , est 
ïe  quadruple  de  la  distance  du  sommet  au  foyer. 

Pour  un  autre  'point  ayant  pour  coordonnées  Xf  et  Y,  on 
aurait  de  même , 

ir-px'-, 

ainsi , 

y1  : Y 1 ■:  x1  : X* -, 

c’est-à-dire  que  dans  la  parabole  les  quarrés  des  ordonnées 
•sont  entre  eux  comme  les  abscisses  correspondantes. 

I* 

Si  dans  l’équation  (a)  du  n . 374,  l’on  met  pour  — - sa  va- 
leur — , elle  deviendra  , 

2 a 


et  si  dans  celle-ci  l’on  fait  a infini , elle  se  réduira  à , 
y*=px-, 

ce  qui  apprend  qüe  la  parabole  est  une  ellipse  dont  le  grand 
axe  est  infini.  On  verra  en  Mécanique  que  cette  courbe  repré- 
sente la  route  que  suivrait  un  projectile  lancé  dans  le  vide. 

277.  Le  cercle,  l’ellipse  , l’hyperbole  et  la  parabole,  sont 
des  courbes  du  second  degré , parce  que  leurs  équations 
renferment  les  secondes  puissances  des  variables.  Nous  al- 
lons donner  la  discussion  complète  d’une  équation  générale 
du  second  degré  entre  deux  variables,  afin  de  faire  voir 
qu’une  telle  équation  ne  peut  donner  naissance  qu’à  l’une  des 
courbes  dont  nous  venons  de  parler.  Ce  sont  ces  courbes  que 
les  anciens  nommaient  sections  coniques , parce  qu’en  effet 
Géométrie , a 7 
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on  les  obtient  en  coupant , suivant  certaines  conditions  , un 
cône  par  un  plan. 


kWX,Vt^VWWWVKW 


CHAPITRE  II. 

TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES  ; PROPRIÉTÉS 
DES  COURBES  DU  SECOND  ORDRE. 

278.  L’équation  la  plus  générale  du  second  degré  à deux 
variables , est , 

Ay 1 + Bxy  -f  Cx1  -\-Dy  + Ex  = F,  (r) 

les  coefficiens  A ,B  , C,  D,  F,  .Fêtant  des  quantités  connues. 
Si  on  la  résolvait  par  rapport  à y , on  aurait , 


Bx+D 


± ~ y1  {B*  — tiAC)  X1  + 1 {BD  — %AE)  X 4-  D-  4 AF. 

Or  -en  supposant  toujours  que  la  courbe  à laquelle  cette 
équation  appartient , soit  rapportée  à des  axes  rectangles  , il 
est  évident  qu’il  existe  deux  ordonnées  pour  une  même  abs- 
cisse x.  De  sorte  que  si  l’on  attribuait  à cette  abscisse  toutes 
les  valeurs  possibles  , tant  positives  que  négatives",  on  aurait 
les  valeurs  correspondantes  de  y , et  par  conséquent  les  or- 
données réelles  ou  imaginaires  de  tous  les  points  de  la  courbe 
cherchée , ce  qui  ferait  connaître  l’étendue  et  les  limites  de 
cette  courbe  ; mais  pour  ne  pas  nous  engager  dans  de  trop 
longs  calculs  , et  ne  pas  dépasser  d’ailleurs  les  bornes  d’un 
ouvrage  destiné  pour  de  jeunes  militaires  qui  ne  peuvent 
faire  des  sciences  mathématiques  , le  principal  objet  de  leurs 
éludes , nous  exposerons  seulement  ici  la  méthode  de  la 
transformation  des  coordonnées  : méthode  qui  consiste  à ré- 
duire à sa  forme  la  plus  simple  l’équation  générale  (1)  , sans, 
toutefois  , lui  rien  ôter  de  sa  généralité  , ni  changer  la  nature 
des  courbes  qu’elle  exprime. 
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Formules  pour  la  transformation  des  coordonnées. 


27C).  Puisque  nous  avons  en  vue  de  conserver  le  degré  de 
l’équation  (1),  il  faut  nécessairement  que  les  valeurs  que 
nous  substituerons  pour  x et  y soient  de  la  forme  suivante  : 

x — mt  -|-  pu  -J-  a. , y = nt  4-  <7“  -f-  & ; 

x et  y étaht  les  coordonnées  primitives  , et  t,  u les  nouvelles  * 
coordonnées.  Quant  aux  constantes  m , n , p , q , a , /3 , elles 
déterminent  la  position  des  nouveaux  axes  par  rapport  aux 
premiers. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité  , que  le  second  système  Fig-  ai*, 
seulement  soit  oblique  , et  que  celui-ci  et  le  premier  aient  la 
même  origine  A.  Par  exemple , soient  AX  et  AY  les  axes 
des  coordonnées  rectangulaires , et  AT , AU  les  axes  des 
coordonnées  obliques  ; puis  désignons  par  x , y les  coordon- 
nées AP,  PM  du  point  M , relatives  au  premier  système, 
et  par  t,  u les  coordonnées  AK , KM  du  même  point,  rela- 
tives au  second  système.  Enfin  soit  nommé  9 l’angle  T AX , 
et  0 l’angle  UAX\  on  aura  , à cause  des  triangles  rectangles 
ARK  , KGM  , et  en  supposant  le  rayon  des  tables  =1, 

AR  = t cos.  9 , RK  — t siti.  9 , 

KG  = u cos.  6 , GM  zzz  u sin.  0 ; 

or,  AP  =3  AR  + KG , et  PM  = RK  -f-  GM, 

donc  , x — t cos.  9 -J-  m cos.  0 , y = t sin.  9 -{-  u sin.  0 ; 

ou  bien  , faisons  pour  abréger , cos.  9 — m , sin.  9 — n , 
cos.  0 =:  p , sin.  0 ss  q ; on  aura  , 

x — mt  -\-  pu  , y ~ nt  -f-  qu. 

Ainsi  en  substituant  dans  une  équation  en  x et  y,  les  valeurs 
mêmes  de  ces  variables  , on  parviendra  à une  transformée  en 
(et  eau,  qui  sera  du  même  degré  ; et  la  courbe  représen- 
tée par  cette  nouvelle  équation  sera  rapportée  à des  coor- 
données obliques  faisant  entre  elles  l’angle  0 — 9. 


280.  Si  les  axes  du  second  système  étaient  eux -mêmes 
rectangulaires,  cet  angle  0 — 9 serait  égal  au  quadrant, 
c’est-à-dire  que  l’on  aurait , 


J 
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8 — <p  — iooSr  , et  par  conséquent  8 — ioo  -f-  <p  ; de  là 
(n°*.  214  et  ai 6),  et  à cause  de  sin.  ioo  sr  i,  cos.  iooS1  = o, 

l’on  conclut  sin.  8 = cos.  <p  , et  cos.  8 — — < sin.  q>  ; 

partant  les  valeurs  ci-dessus  de  x et  dey,  seraient  sim- 
plement , 

x = t cos.  <p  — « sin.  ç , y rz:  t sin.  <p  + « cos.  <p  ; 
ou  bien  , 

x — mt  — nu  , y xz  ru  - {-  mu. 

Fig.  an.  Dans  la  même  hypothèse,  si  on  changeait  la  position  de 
l’origine  , on  aurait , 

x — tnt  — nu  -f-  a , y = nt  mu  £ ; 

a et  £ désignant  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  rap- 
portée au  système  primitif.  En  effet , soit  a l’origine  primi- 
tive , et  A la  nouvelle  origine  ; il  est  évident  que  l’on  a , 

ap  — AP  -f  ab  , pM  = PM  Ab  ; 
mais  , ab  = a , Ab  — / 8 , et  ap  — x , pM  ~y, 
donc , x xz  rnt  — nu  a. , y — nt  mu  Æ . 

281.  Dans  bien  des  cas,  il  est  commode  de  fixer  la  posi- 

tion d’un  point  à l’aide  de  sa  distance  à l’origine  et  de 
l’angle  que  cette  ligne  fait  avec  celle  des  x. 

fig.  ai2.  Soit  AM  — r , angle  MAP  = <(>  ; on  aura  par  la  propriété 
du  triangle  rectangle , 

AP  = r cos.  q> , et  PM  — r sin.  <p  ; 
ou , X — r cos.  <p  , et  y — r sin.  <p. 

Dans  ce  cas,  la  ligne  AM  ou  r s’appelle  le  rayon  vecteur 

du  point  M , et  l’origine  A de  ce  rayon  vecteur  se  nomme  le 
pôle.  Lorsque  dans  l’équation  d’une  courbe  on  introduit  ces 
dernières  valeurs  de  a:  et  de  y , cette  courbe  est  dite  rap- 
portée à des  coordonnées  pôlaires. 

Discussion  de  l équation  générale  du  second  degré 
à deux  variables. 

282.  Passons  maintenant  à l’usage  des  formules  que  nous 
venons  d’obtenir  , pour  simplifier  l’équation  générale 

Ay1  -f  Bxy  -j-  Cx1  + Dy  + Ex  = F.  (1) 
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Si  nbus  transposons  d’abord  les  axes  parallèlement  à eux- 
mêmes  , on  aura  , 

x t=  x'  + a , y —y'  -f-  fi; 
et  l’équation  (i)  deviendra  , 

Ayn  + Bx'ÿ  -f -C*'1  1 

4-  -f-  {yCa.-+-Bfi-\- E)x'  / = o.  (a) 

4*  A fi1  — f—  Bu.fi  -f*  Cet1  -f-  B fi  4“  — B1  J 0 

Or  comme  nous  pouvons  disposer  des  quantités  a.  et  fi,  qui 
sont  absolument  arbitraires  , nous  supposerons  , afin  de  faire 
disparaître  les  termes  affectés  de  xf  et  dey'  , que  leurs  va- 
leurs résultent  des  équations, 

lAfi  B a D — o , iCa.-\-Bfi-{-E—o; 
et  que  l’on  a par  conséquent , 

BD — a AE  „ BE  — iCD 

ec  , & t -r  . — . ■ i 

J,  AC  — B%  l^AC  — B’1  * 

d’où  il  suit  que  l’équation  (a)  est  ramenée  à cette  forme  , 

Aÿ1  4-  Bx'y1  4-  Cx'1  — F =zo.  (3) 

Il  n’est  donc  pas  possible , par  ce  moyen  , de  cliasser  le 
rectangle  x'y'  des  coordonnées , puisque  le  coefficient  B est 
indépendant  des  quantités  a et  fi  ; mais  cette  transformation 
réussira  , si  dans  la  dernière  équation  (3)  l’on  introduit  les 
valeurs , 

x'  = rnt  — au , y'  = nt  4*  mu  ; 
parce  qu 'alors  elle  deviendra  , 

( Am * — Bmn  4-  Cnl)ul  1 
4-  [a(^ — C)mn  -)-  B{tn 1 — n1)  ] ut  1 = o.  (4) 
4-  {An*  -f-  Bmn  4-  Cm7)  t1  — F 1 j 

et  que  l’on  pourra  disposer  d’une  des  quantités  rn  et  n , qui 
ne  doivent  satisfaire  qu’à  l’équation  «i*  -f-  «*  = 1 1 pour  éga- 
ler à zéro  le  coefficient  de  ut  ; ce  qui  donnera  cette  nouvelle 
relation  entre  mets, 

a ( A — C ) rnn  -f - B {ni1  — a1  ) — o. 

Ainsi  l’équation  (4)  sera  ramenée  à la  forme  suivante  : 

J>u*  H-  = F>  ; (5) 
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en  y faisant 

Am1  — Bmn  -f-  Cri1  ==  A'  | 

An 1 Bmn  -f-  Cm1  ZZZ  C1  ] 

Pour  avoir  des  valeurs  de  A'  et  de  C'  indépendantes  de  m 
et  dcn,  il  faudra  déduire  celles  de  ces  dernières  quantités 
des  équations  , 

2^  A — C ) mn  B (m1  — n*)z^o, 
m1  -{-  n1  — i ; 
or  de  la  premiète  on  tire  , 

JR  ( ma  — na  ) 

mn  ~ — — — r-* 

2 (C  — A ) • 

Elevant  cette  valeur  au  quarré  , et  substituant  dans  le  ré- 
sultat , pour  h 1 sa  valeur  t — m%  ; on  obtiendra , en  faisant 
B 


d’ailleurs 


*{C—A) 


/• , cette  équation  , 
** 


i + 4A*  ’ 


C—A 


2 \/\  4*a 


at/(c — 
C—A 


2 j/  I -J-  4*1 

C—A 


mn 


de  laquelle  on  tire 
»»1  = ; ± 
et  par  suite 

n1  =Z  + 
par  conséquent, 

ni1  — n1  ~ — 

^(C-.4)*4-jBa  a y/(C—A)*+B* 

Maintenant  si  l’on  combine  les  équations  ( Ai  ) par  voie 
d'addition  et  de  soustraction  , l’on  obtiendra  , 

A'  + a = A 4-  C, 

A'  — C — {A  — C)  (m1  — n1)  — •xBmn ; 

donc  en  vertu  du  principe  du  n°. 5q  Algèbre,  on  aura,  après 
avoir  éliminé  m1  — nx , et  mn  , 

A'  - 1{A  + C)  + i - Af  + B\ 

O - '-{A  + C)  - M6’  ~ A)%  + *’• 


Digitized  by  Google 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE.  4^3 

Ces  dernières  expressions  prouvent , i°.  que  A'  et  C seront 
toujours  des  quantités  réelles  ; 2°.  que  A'  peut  toujours  être 
rendu  positif;  car  si  A et  C sont  tous  deux  négatifs  , il  n’y 
aura  qu’à  changer  tous  les  signes  de  l’cquatiou  (i);  si  au 
contraire  A et  C sont  de  signes  différens , A pourra  être 
pris  positivement , et  pour  lors  C sera  négatif  : d’où  l’on 
voit  que  la  partie  radicale  de  A' , qui  devient  dans  ce  cas 
■jl/(  C + ^)*  + -S1,  l’emportera .nécessairement  sur  la  partie 
rationnelle  i ( A — C ). 

Quant  à la  quantité  C1,  elle  sera  positive  lorsque  A et  C 
étant  de  cette  nature,  on  aura , 

c + A > |/(C  - Ay  4-  B\ 
ou  ( C -J-  A )*  > •(  c — A y 4-  B%, 

ou  bien  iAC  > — iAC  -f-  B 2, 

ou  ce  qui  est  de  même , lorsque 

f,AC  > B1, 

expression  qui  constate  que  la  quantité  4 AC  — B1  est  po- 
sitive. 

Au  contraire,  O sera  négative,  si  A et  C sont  de  signes 
différens  ; car,  dans  ce  cas , sa  partie  radicale  l’emportera 
sur  sa  partie  rationnelle,  et  la  valeur  de  l^AC — JB*  sera 
négative. 

Il  résulte  de  là  que  le  signe  de  O dépend  uniquement  de 
celui  de  l’expression  4 AC  — B *. 

283.  Il  reste  à examiner  le  cas  où  l\AC  SS  Bz  : or  cette 
relation  donnant  C'  — o,  l’équation  (5)  estréduiteà  A'u*~Fl, 
et  les  valeurs  précédentes  de  a.  et  (3  deviennent  infinies.  Il 
n’est  donc  plus  possible  de  faire  disparaître  à la  fois  de  l’é- 
quation (2)  les  termes  en  x et  en  ÿ . Mais  voici  comment  on 
évite  cette  difficulté. 

Mettant  dans  l’équation  (1)  les  valeurs 

x — mt  — nu  , y = «1 4-  mu , 
on  aura  la  transformée , 

A'u>  + Ce 

-f-  [ 2 (A—C)  mn  + B (m* — n*)  ] ut 
-J-  ( Dn  -{-  Em ) t -j-  (Dm  — En)  u 

- F 
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et  faisant , comme  ci-dessus , 

2^  A — C )mn  -{-  -B(  rn1  — n2  ) — o , 

on  obtiendra  pour  m , n , A'  et  C,  les  mêmes  valeurs  qu’on  a 
trouvées  précédemment  ; de  sorte  que  l’équation  (6)  sera  ré- 
duite à celle-ci , 

A' u2  -f-  CV  -j-  ( Dm  — En)  u 1 

+ (Dn  + Em)  r l = o.  (6'> 
-F  \ 

Cette  opération  ne  fait  que  changer  la  direction  des  axes 
pour  déplacer  l’origine,  il  faut  ici , supposer 

/ “ t'  4-  a, É u = u 4“  @'r 
et  l’on  aura  cette  nouvelle  transformée , 

A'u'2  4*  £,/;*  4-  ( iA'W  4*  F>m — En)u'\ 

4-  (a  C'a'  4-  Dn+Erny  f _ Q ( . 
+■  A ’#•  •+-  CV» -+-  (Dm- En )t'  -4-  (Dn-t-Em)*'  j 

de  laquelle  il  ne  sera  pas  possible  de  faire  disparaître  le  terme 
en  quand  on  aura  C1  — o;  car,  dans  cette  circonstance,  a1' 
serait  infinie.  La  réduction  qui  réussit,  est  lorsque  l’on  a 
entre  et  les  relations 

a A' fi'  4*  F>m — En  — o\ 

A't,2+C'a,t-\-(Dm-En)li'+(Dn+Em)a'~.  Fzz:o)  ' 1 

c’est-à-dire  lorsque  l’on  transporte  l’origine  des  coordonnée», 
à un  point  de  la  courbe  ; puisque  cette  seconde  relation  n’est 
autre 'chose  que  celle  (6'),  dans  laquelle  Cet  « sont  changées, 
respectivement  en  a!  et  /S'.  Ainsi  toutes  les  fois  que  l’équation 
(t)  sera  effectivement  celle  d’une  courbe , elle  pourra  être 
ramenée  à la  forme 

A'u *»  -f  C't1  — E't!  =s  o ; (y) 

en  faisant , dans  la  transformée  (7),  le  coefficient  de  u 1 égal  à 
zéro,  ainsi  que  toute  la  quantité  indépendante  de  «'  etdef': 
c’est  à-dire  que  les  relations  précédentes  (2V)  fourniront  des 
valeurs  réelles  pour  »’  et  0 . D’ailleurs,  c’est  ce  qu’il  est  facile 
de  prouver  à priori  lorsque  C'  — o-,  seul  cas  qu’il  s’agit. 
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d’examiner  en  ce^  moment , et  pour  lequel  l’équation  (7')  se 
réduit  à 

A' u — Et'  — o.  (8) 

En  effet,  simplifions  d’abord  la  seconde  relation  (JP) , en 
retranchant  celle-ci  de  la  première  multipliée  par  jê'j  on  aura, 
à cause  de  C — o , 

a A'?!  -f-  Dm  — En  ~ o } 

A1  fi'*  — (Dn  -f-  Emy  + /=  o)  W) 

équations  qui  donneront  nécessairement  des  valeurs  réelles  , 
puisqu’elles  peuvent  se  résoudre  comme  celles  du  premier 
degré. 

Si  en  méme-tems  que  C — o , on  avait  Dn  -[-  Em  = O , 
il  ne  resterait  que  l’inconnue  0 dans  les  relations  (2V7)  , et 
alors  il  pourrait  arriver  qu’elles  ne  s’accordassent  point  pour 
de  certaines  valeurs  particulières  des  constantes;  mais  les 
mêmes  hypothèses  réduisent  la  transformée  (6')  à 

A‘ux  -f-  ( Dm  — En)u  F, 

ou  pour  abréger , à 

A'tix  D'u  ~ F, 

résultat  indépendant  de  la  coordonnée  t. 

284.  Concluons  de  cette  analyse , que  l’équation  générale 
(1),  peut,  par  des  transformations  convenables  de  coordon- 
nées 5 prendre  l’une  des  trois  formes  suivantes  : 

A'ux  + ce  — F 

A'u'x  = E't\ 

A'ux  -+•  D' u = F, 

et  que  la  première  a lieu  lorsque  l\AC  > ou  •<  B % tandis 
que  les  deux  autres  répondent  au  cas  où  l\A  Czz  B1. 

Maintenant  il  importe  d’assigner  la  forme  des  courbes  re- 
présentées par  ces  dernières  équations.  Supposons  premiè- 
rement que  les  trois  quantités  A1,  C'  et  F1  soient  positives  ,et 
rapportons  la  courbe  donnée  par  l’équation 

a'u1  4-  ce  = F1, 

à des  coordonnées  polaires , en  faisant 

( 5=  r sin.  ç , u 5=  r cos.  <p; 

on  aura, 
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AF  cosJ<p  -f-  Cr 1 sin1  <p  — F1, 


ou 


en  a donc. 


F' 

A'  cos1  <p  -|-  C sin’  <p  — — . 

F' 


— ± l/* 

y A rn&* 


A'  cos1.  (p  4-  C sin1.  <p 


quantité  toujours  réelle,  quel  qtie  soit  l'angle  ç;  mais  lors- 
qu’on suppose  r infini , l’équation 


A cos1^  -f-  C'sin1?  “o, 


montre  que  la  valeur  de  <p  est  imaginaire,  puisque  l’on  en 
tire. 


sin.  <p 
cos.  <ç 


~ tang.  ip  = 


or  le  rayon  vecteur  r,  mesure  toujours  la  distance  de  l’ori- 
gine ou  du  pôle,  à un  point  quelconque  de  la  courbe;  et, 
dans  le  cas  actuel,  ce  rayon  peut  prendre  toutes  les  posi- 
tions possibles  autour  de  ce  point  ; donc  la  courbe  que  nous 
discutons , est  fermée  : c’est  celle  à laquelle  on  a donné  le 
nom  d 'ellipse. 

Il  est  remarquable  que  les  valeurs  de  r sont  égales  et  de 
signes  contraires;  par  conséquent  pour  chaque  valeur  de<p, 
toute  corde  à la  courbe,  qui  passe  par  l’origine  des  coor- 
données, est  coupée  en  deux  parties  égales  par  ce  point.  Dans 
ce  cas,  cette  corde  se  nomme  un  diamètre , et  le  point  qui  la 
partage  ainsi  en  deux  parties  égales , est  le  centre  de  celte 
courbe. 

On  obtient  les  points  où  elle  coupe  les  axes  des  l et  des 
u , en  faisant  successivement  dans  son  équation,  u — o,  t — o; 
et  l’on  a, 


ce  procédé  est  conforme  à ce  quj  a été  dit  au  n°.  274  > pou** 
déterminer  les  sommets  de  la  courbe. 

Si  F 1 seulement  était  négatif,  l’équation  A'iF  -j-  C1  F “ — F 1 
n’appartiendrait  à aucune  courbe,  cela  est  évident  ; mais  si  F 1 
était  nul , on  aurait , 

A F +^=o; 

«quation  qui  se  vérifierait  en  faisant  à la  fois  , tzz,  0 , n ~o , 
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et  qrn  ne  représenterait  alors  qu’un  point  placé  à l’origine 
même  des  coordonnées. 

Supposons  que  A'  et  C soient  de  signes  différens,  auquel 
cas  l\A C — B * est  négatif:  on  a, 

A'u'  — C'/*  = F, 
et  pour  l’équation  polaire , 

( A'  cos1.  <p  — C1  sin1.  <p  )/■*•  ZZ  F', 

F1 

ou  A'  cos1.  <p  — C'  sin1.  <p  — — ; 


par  conséquent , 


r=±l/-r_ 


F' 


A'  cos*.  <p  — C sin1.  q> 

la  valeur  de  r sera  donc  positive  ou  négative,  réelle  ou  ima- 
ginaire; elle  sera  réelle  tant  que  F étant  positif,  on  aura, 

A'  cos*  flp  > C sin1  9 , 

_ A' 

ou  tang1.  9 < 

ou  bien , lorsque  F'  étant  négatif,  on  aura, 

A' 

tanga<p>  -g-, 

et  elle  sera  imaginaire  dans  des  circonstances  contraires. 
De  l’hypothèse  r~ r oc , on  déduit , 

A'  cos*.  9 — C sin*.  9 = 0, 


et  partant, 


tang.  <p  = ± V^rr 


Donc,  dans  ce  cas,  l’angle  <p  a deux  valeurs  réelles  de 
signes  contraires;  donc  la  courbe  actuelle  a des  points  situés 
à l’infini  dans  deux  sens  opposés  ; c’est  Y hyperbole.  Cette 
courbe  a,  comme  l’ellipse,  une  infinité  de  diamètres  ; caries 
deux  valeurs  réelles  de  r sont  égales  et  de  signes  contraires, 
et  doivent , par  cette  raison , être  portées  sur  la  même  ligne  à 
droite  et  à gauche  de  l’origine  des  coordonnées  ou  du  cçntre  de 
la  courbe  dont  il  s’agit. 

On  obtient  les  deux  sommets  réels  de  cette  courbe , en  fai- 
sant dans  son  équation , t zz  o , ce  qui  donne , 
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ces  deux  sommets  sont  donc  sur  l’axe  des  u à égale  distance  d* 

l’origine  ou  du  centre.  L’hypothèse  de  u — o , donne. 


ainsi  l’hyperbole  ne  rencontre  point  l’axe  des  t;  mais  en  con- 
sidérant cette  dernière  expression  comme  réelle,  on  a la  gran- 
deur du  second  demi-axe  de  cette  courbe  ( n°.  275  ). 

Si' on  avait  F'  — o,  l’équation  J' u1  ~ C't1 , ou 


donnerait  lieu  à deux  droites  placées  symétriquement  au-, 
dessus  et  au-dessous  de  l’axe  des  t,  et  passant  par  l’origine. 

Enfin,  il  est  aisé  de  s’assurer  que  la  courbe  donnée  par 
l’équation  A' u — EU1,  s’étend  seulement  à l’infini , à droite 
ou  à gauche  de  l’axe  des  u'  ; c’est  la  parabole. 


285.  Il  est  utile  de  remarquer  que  les  trois  espèces  de 
courbes  que  nous  venons  de  reconnaître  dans  l’équation  (1)  „ 
sont  comprises  dans  la  transformée , 

A'u*- f Vf  -ÆV  = o, 

qui  donne  l’ellipse,  lorsque  l\AC  — B 1 est  positif,  l’hyper- 
bole dans  le  cas  contraire  ; et  qui  comprend  la  parabole , lors- 
que If  AC  — B’1. 

Mais  qu’est-ce  que  peut  représenter,  en  Géométrie,  l’é- 
quation , 

A'u*-\-D'u  — F? 

C’est  ce  qui  nous  reste  à examiner.  En  la  résolvant  par  rap- 
port à u , l’on  trouve , 

— D>  ± ]/\A'F  + D'* 


Cette  expression  étant  indépendante  de  l’abscisse  l,  et  sus- 
ceptible de  deux  valeurs,  il  s’ensuit  qu’elle  représente  deux 
droites  parallèles  à l’axe  des  t,  et  distantes  de  cet  axe, 

— D>  4.  y i^a' F 4-  Z)'» 

1 une,  de  la  quantité  -1 — —, , et  l’autre,  de 

/ 


la  quantité 


— D'  — y t,  a' F 4-  ix '» 
xd' 
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4*9 


Propriétés  des  courbes  du  second  degré  déduites 
de  la  transformation  des  axes . 


286.  Nous  avons  fait  voir  dans  les  numéros  précédens  , 
comment  on  parvenait  à des  équations  fort  simples  des  cour- 
bes du  second  degré , en  prenant  leurs  axes  même  pour  ceux 
des  coordonnées  , et  leur  centre  ou  leur  sommet  pour  origine. 
On  pourrait  demander  s’il  existe  effectivement  d’autres  sys- 
tèmes d’axes  rectangulaires  ou  obliques,  par  rapport  aux- 
quels les  équations  de  ces  courbes  ont  le  même  degré  de  sim- 
plicité et  la  même  forme  que  relativement  aux  ares  princi- 
paux dont  il  est  question  : aussi , c’est  à quoi  nous  allons 
répondre. 

Propriétés  de  l'ellipse  rapportée  a ses  diamètres  conjugués. 

287.  D’abord,  l’équation  de  l’ellipse  A’u%  -J-  C t*  — F* , 
peut  être  ramenée  à la  forme  symétrique  suivante , 

a1  y'  -j-  b'x1  — a*b\  (1) 

obtenue  au  n*.  274  ; et  cela  en  changeant  f en  x,  et  u en/, 
puis  faisant , 


•sa  étant,  comme  l’on  sait,  le  grand  axe,  et  afi  le  petit  axe. 
Or,  si  l'on  change  seulement  la  direction  des  coordonnées  , et 
qu’on  laisse  indéterminé  l’angle  qu’elles  forment  entre  elles  , 
on  aura  ( n°.  279  ), 

pu  , y — nt  -J-  qu  , 

et  en  vertu  du  n°.  ai5,  on  aura  en  outre  les  relations , 
m*  + n*  = 1 , p*  -f-  q1  — 1 . 

De  la  substitution  des  valeurs  de  x et  y dans  l’équation  (1), 
il  résulte  que , * 

a\nt  -f-  qu'j  -f.  b\mt  -f- puj  — 
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ou  en  développant  et  ordonnant , 

«y  I ul  -j-  a*  n 1 t1  -J-  2 a*  nq  I ut  = a*bl 

+ ^1/’2  1 + b *iw*  -J“  ib'mp  | 

Telle  est  l’équation  de  l’ellipse  rapportée  à des  coordon- 
nées quelconques.  Si  pour  faire  disparaître  le  terme  en  ut, 
on  pose , 

'jufnq  -j-  2 b*mp  — O, 
l’équation  précédente  se  réduira  à 

«Y  I n*  -j-  a'n*  I t1  = «V 
4-  blp 1 1 4-  b'-m 1 j 


et  la  courbe  sera  rapportée  à deux  diamètres  conjugués  quel- 
conques. 

Pour  trouver  la  grandeur  de  ces  diamètres , soit  fait  ici 
successivement  wzz  o,  t — o (n°.  2“4)j  on  aura , eft  déno- 
tant respectivement  par  a!  et  b’  les  valeurs  résultantes  de  t 
et  de  « , 


a2b2 

«‘‘n*  + b2™.* 


, A'1  = 


o’i1 


b2p2 


(*> 


et  l’équation  de  l’ellipse  sera, 

4_  = a’2b’\ 

Il  ne  doit  y avoir  aucun  doute  sur  la  possibilité  de  la  trans- 
formation actuelle,  parce  qu’à  cause  des  trois  équations  de 
condition , 

ni1  4-  n*  = i , p1  4"  <7*  = i » 

a*nq  4“  b'mp  — o , , 

entre  les  quatre  quantités  rn,  n,  p,  q,  on  est  le  maître  de 
disposer  de  l’une  d’elles , et  d’obtenir  toujours  des  valeurs 
réelles  pour  les  autres  quantités.  En  effet,  la  troisième  équa- 
tion de  condition  pouvant  s’écrire  ainsi , 


ou 


a1  -\-b*  — — o, 
nq 

a1  4“  b 1 cotang.  <p  cotang.  fl  = o, 


nous  montre  que  quelque  valeur  qu’on  suppose  à op , celle 
de  cotang.  9 sera  toujours  réelle;  il  y a donc  une  ir^nité  de 
systèmes  de  diamètres  conjugués,  dans  lesquels  l’équation 
de  l’ellipse  est  absolument  semblable  à celle  relative  aux 
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axes.  Voyons  maintenant  si  cette  meme  propriété  existe  lors- 
que l’angle  des  nouvelles  coordonnées  est  droit.  Dans  cette 
hypothèse , 

8 — <p  ZZ  I OO  Br  , 

et , comme  nous  l'avons  déjà  dit , 

sin.  8 — cos.  9 , cos.  8 — — sin.  9 ; 

les  deux  relations  ni1  -4-  n1  = t ,p*  -4-  q2  — i,  rentrent  donc 
l’une  dans  l’autre,  ou,  ce  qui  est  de  même,  sont  identiques. 
Quant  à l’équation  de  condition , 

àlnq  -+-  b%mp  — o , 

elle  devient , • 

2a1  sin.  <p  cos.  9 — %b 1 sin.  9 cos.  9 = 0, 


ou,  parce  que  2sin.  9 cos.  9 =:  sin.  29  ( n°.  217  ) , elle  se 
change  en  celle-ci , 

( a1  — b2  ) sin.  29  zn  o ; 


laquelle  donne  uniquement , 

* sin.  29  =:  o , ou  9 ~ o ; 

ce  qui  nous  apprend  que  les  nouveaux  axes  rectangulaires  se 
confondent  avec  les  axes  primitifs  : conséquemment  il  n’existe 
qu’un  système  de  cette  nature  dans  lequel  l’équation  de  l’el- 
lipse puisse  avoir  la  forme  (1).  Mais  si  on  avait  a ~b , au- 
quel cas  l’ellipse  se  changerait  en  cercle  , la  relation 

( a2  — b1  ) sin.  29  zz  o , 

serait  toujours  satisfaite , quelle  que  fût  la  valeur  de  9 ; donc 
cettè  dernière  courbe  peut  être  rapportée  à une  infinité  de 
systèmes  d’axes  rectangles , par  rapport  auxquels  son  équa- 
tion a la  forme  x2  -\-y2  — à1. 

Les  relations  (2)  qui  ont  lieu  entre  les  quantités  a,  b,  a' , 
b\  ne  sont  pas  les  plus  simples  qu’il  soit  possible  de  trouver. 
En  effet , en  les  multipliant  l'une  par  l’autre , on  obtient , 

a2b  — ; — ; 

aAn*(j*  ■+■  aïb^nïp*  •+■  £4/ro3/?a 


et  si  on  élève  au  quarré  l’équation  de  condition  a2nq  -f-  b2mp 
— o,  on  a, 


ou 


a*n2q2  -J-  ià1b2rnnpq  -j-  b*/n2p2  zz  o , 
a*n2q2  -j-  bAm2p2  ZZ  — la'b2mnpq  ; 


Digitized  by  Google 


43a  COURS  DE  MATHÉMATIQUES, 

introduisant  cette  valeur  dans  le  dénominateur  de  la  valeur  de 
a'tb''1,  ce  dénominateur  deviendra  un  quarré  parfait , et  l’oit 
aura , après  avoir  simplifié  et  Extrait  la  racine  quarrée  des 
deux  membres , 


mais , 


ab 

mq  — np  * 


mq  — np  — cos.  q?  sin.  8 — sin.  <p  cos.  8 = sin.  (8— ç)  (n°.  ai  6), 
donc, 

a'ô'sin.(8 — ç)  :=  ab,  ou  4«6'sin.(fi — <p)  aô; 

or,  si  l’on  fait  attention  que  a b'  sin.  (8  — q>  ) est  l’aire  d’urt 
parallélogramme  dont  les  côtés,  faisant  l’angle  8 — q> , sont 
rig.  îi3.  a'  et  b',  on  conclura  de  ce  résultat , que  le  rectangle  construit 
sur  les  axes  d'une  ellipse  est  équivalent  au  parallélogramme 
construit  sur  ses  diamètres  conjugués. 

Cherchons  maintenant  une  propriété  absolument  indépen- 
dante de  l’angle  de  ces  diamètres  ; car , puisque  nous  avons 
les  cinq  équations , . • 

(i),  rri1  + zi*  = i ; (a) , p*  -f  q%  = i ; 


(4),  «'*  = 


(3),  a?nq  -f-  b'mp  =r  o; 


uJn'~h  b rn-  ’ 


l=^b9 


l’on  conçoit  que  celles  (i),  (a),  (4),  (5),  doivent,  par  le 
procédé  de  l’élimination,  faire  connaître  les  quatre  quantités 
rn,  n,p,  q,  et  que  la  substitution  de  leurs  valeurs  dans 
l’équation  de  condition  (3),  doit  mettre  celte  propriété 
en  évidence.  Voici  une  manière  fort  simple  d’effectuer  ce 
calcul. 

Les  équations  (i)  et  (4),  qui  ne  renferment  que  les  incon- 
nues m,  n,  peuvent  être  écrites  ainsi , 

m*  ri  — i , 
a!1a'1ri  -f-  ~ a?b*  ; 

or , en  traitant  ri  et  rri  comme  des  inconnues  au  premier 
degré , puis  procédant  ainsi  qu’il  a été  dit  ( n°.  63  , Algèbre  ) , 
on  aura , 

aHa'*— b1)  b’tri—a'*) 

nli  — : 1 — _i L 

a'\ ri — b‘)  ’ — b-) 
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Le  second  système  d’équations  , 

<?  + P1  = * » 

b'2a2q2  + b'2b2p2  = aJô\ 

étant  parfaitement  semblable  au  premier  système , il  suffît , 
pour  déterminer  p 2 et  <7“ , de  changer  a en  6'  dans  les  valeur» 
précédentes  de  m‘  et  ri  ; ainsi  l’on  a de  suite  , » 

_a <*»( b' 1 — A*)  s _ b\a2~ b'2) 

P b,2[p2-b2)  ’ **  b'\a*—b*y 

Cela  posé , puisque  l’équation  de  condition  (3)  revient  à 
a2nq  — — b2mp , 

on  a , en  la  quarrant , 

a*riq2  ~ b*rrip2. 

Substituant  ici  pour  n2,  m2,  p2,  q2,  leurs  valeurs , et  effaçant 
les  dénominateurs,  vu  qu’ils  seraient  les  mêmes  dans  les  deux 
membres , on  obtiendra , 

(a1 — a'2)  {a2— b'2)  = {ri2— b2)  {b'2— b2). 

Développant,  réduisant  et  décomposant  en  facteurs,  on  trou- 
vera , 

(a4_/,4)  _ {a2  — b2)  {a'2  + b'2)  = o, 
puis  supprimant  le  facteur  commua  a2  — b2,  on  aura  enfin, 
a'2  + b'2  = a2  4-  b2, 
ou  4 a'*  + 4 b'2  ss  4«*  + 4^a  > 

donc,  dans  V ellipse,  la  somme  des  quarrês  des  diamètres 
conjugués  est  égale  à la  somme  des  quarrés  des  axes . 


Propriétés  analogues  de  l'hyperbole, 

288.  L’équation  de  cette  courbe  rapportée  à ses  axes , est, 
par  ce  qui  précède, 

A'u2  — C't2  ss  F-, 

en  changeant  u en  /,  t «a  et  faisant  C'  ss  — — — , 


A1  — — -a  -,  cette  équation  prend  la  forme, 

— a’/  + b2x2  is  a b2, 

OU  ‘ a2 y2  •—  b*  x%  SS  — a2 b2. 

Géométrie,  28 
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qui  est  celle  que  nous  avons  obtenue  par  une  autre  voie 
( n°.  2^5  ),  et  qui  dérive  par  conséquent  de  l’équation  ana- 
logue de  l’ellipse,  en  y faisant  b2  négatif.  On  doit  penser 
alors  que,  si  pour  l’hyperbole,  on  change  la  direction  des 
coordonnées,  on  parviendra  aux  mêmes  conséquences  que 
pour  l’ellipse  : aussi  en  faisant  le  calcul , trouve-t-on  succes- 
sivement , 

(aa/T— -b2m2)t2-\-i(a2nq — b2mp)ut-\-  ( a’q2—b2p2)u  =—a2b % 


puis , pour  l’équation  de  condition , 


a2nq  — b2mp  ~ o ; 


enfin , pour  les  valeurs  des  quarrés  des  demi-diamètres  con- 
jugués. 


a"  = 


—a2b* 
a%n‘l — b2m2  ’ 


bn  = 


— a2b* 
— b2p* 


Il  ne  faut  pas  croire  que  ces  deux  valeurs  soient  tontes 
deux  de  même  signe , car  si  l’on  suppose  que  la  seconde  soit 
négative,  ce  qui  a lieu  lorsque' aq2  > b2p2,  on  aura  au  con- 
traire, 

a2n2  < b2m  . 


En  effet,  il  résulte,  de  cette  hypothèse,  que. 


et  comme,  de  l’équation  de  condition  ci-dessus,  on  tire 

p a%n 

q 9 

il  s’ensuit  que, 


a*n  a a m r 

- — <r  -r  , ou  — < — ou  enfin , an  < bm\ 

b2m  b b n 

donc,  alors  a'2  est  positif;  et  b'2  est  négatif  ; donc,  en  admet- 
tant que , 

_ a„  _ b,>  _ «a*a 

a 2 ri1- — b 2 tri2  9 a tj1 — b2p%  9 

l’équation  de  l’hyperbole  rapportée  à ses  diamètres  conjugués, 
deviendra , 

a12 u2  — b\t2  — — a’2b'2  ; 

ainsi  cette  courbe  a elle-même  une  infinité  de  diamètres  con- 
jugués , mai»  çlle  ne  coupera  jamais  l’axe  des  u. 
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.En  continuant  de  procéder  pour  l’hyperbole  comme  pour 
1 ellipse , on  parviendrait  à ces  deux  conséquences , savoir  : 

1 j .Dans  l'hyperlole  , le  parallélogramme  construit  sur  v 
les  diamètres  conjugués  est  égal  au  rectangle  des  axes.  F'8-  21 

2°.  La  différence  des  quarrés  des  diamètres  conjugués  est 
égalé  a celle  des  quarrés  des  axes. 

* 

Propriétés  de  la  parabole  rapportée  à ses  diamètres  conjugués. 

a8g.  L’équation  de  la  parabole  est  ( n°*.  276  et  284) , 

y'  — bx. 

Elle  ne  peut  être  transformée  en  une  autre  de  même  forme 
par  le  simple  changement  de  direction  des  coordonnées 
parce  que  les  équations  de  condition  ramèneraient  aux  coorl 
données  primitives;  mais  en  déplaçant  en  méme-tems  l’ori- 
gme , la  transformation  a lieu  , comme  on  va  voir. 

Soit  donc , 

X ~ mt  + pu  + a , y — ni  qu  + fi  ; 

on  aura , 

m1  + — ! , p*  + qi  _ j . 

et  l’équation  précédente  deviendra  , 

«V  -f.  inqut  4-  q2u2  1 
+ (2 <8/i  — km)t  -f  (2%  — bp)  u i = : o. 

+ J 

Telle  est  celle  de  la  parabole  rapportée  à deux  axes  Quel- 
conques : pour  la  ramener  à la  forme , 

**  = b't; 

faisons  , 

" — 0 ’ nq  = o,  2fiq  — bp  h:  O , /81  — = o , 

«e  qui  est  permis,  puisque  les  indéterminées  sont  au  nombre 
de  6.  L hypothèse  n = o , ou  sin.  <p  = o satisfait  à la  seconde 
équation  nq  — o ; et  de  la  troisième  on  tire , 

<1  __  * 
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Il  suit  de  là  que  tous  les  diamètres  de  la  parabole  sont  pa- 
rallèles à son  axe  principal , et  que  la  position  de  l’axe  des 
u est  donnée  par  l’équation  , 

J7 * ^ 

p 20 

dont  le  second  membre  exprime  la  tangente  trigonornétrique 
de  l’angle  des  nouvelles  coordonnées  ; or  la  relation , 

0*  — ak  , ou  01  = ia  , 

signifie  que  la  nouvelle  origine , dont  les  coordonnées  rec- 
tangulaires sont  a,  fi,  est  un  des  points  de  la  courbe  (n°:  268)  ; 
et  parce  que  a reste  indéterminée,  cette  nouvelle  origine 
peut  être  prise  par-tout  où  l’on  voudra  sur  les  branches  de 
îa  parabole;  donc  la  valeur  de  l’angle  des  t , u dépendra  de 
celle  qu’on  attribuera  à l’abscisse  ou  à l’ordonnée  de  cette- 
nouvelle  origine  ; donc  l’équation  de  la  parabole  rapportée  à 
ses  diamètres  conjugués  est , 


Donc  enfin  les  quarres  des  ordonnées  de  cette  courbe  sont 
proportionnels  aux  abscisses  correspondantes  , quel  que  soit 
l'angle  des  coordonnées. 

Des  tangentes  aux  courbes  du  second  degré. 

* t 

2QO.  Si  l’on  conçoit  que  la  partie  d’une  sécante  comprise 
dans  une  courbe  diminue  sans  cesse , les  deux  points  d’in- 
tersection s’approcheront  de  plus  en  plus  l’un  de-  l’autre  , et 
lorsque  leur  distance  sera  nulle,  la  sécante  deviendra  tan- 
gente à la  courbe.  Voici  une  des  méthodes  les  plus  simples 
que  l’on  puisse  employer  pour  exprimer  cette  condition  par 
l’analyse  algébrique. 

Remarquons  d’abord  que  l'équation  générale  des  courbes 
du  second  degré  , A'u1*  C't ll  — E't1  — o , trouvée  au 

n°.  283,  peut , en  y changeant  t1  en  x , u1  en  y , et  en  divi- 
sant tous  les  termes  par  A1 , être  mise  sous  cette  forme  , 

y1  — mx  + nx \ (il 

Fig.  ai5.  Cela  posé  , soient  a,  fi  les  coordonnées  positives  du  point 
M ; l’équation  de  la  tangente  cherchée , assujétie  à passer 
par  ce  poiut , sera  , n°.  268  , 

y — Æ = A ( x — 0),  (T) 
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dans  laquelle  A est  une  quantité  inconnue  qu’il  s’agit  de  dé- 
terminer, et  qui,  lorsque  les  coordonnées  sont  rectangu- 
laires , comme  nous  le  supposons  ici , exprime  la  tangente 
trigonométrique  de  l’angle  formé  par  cette  ligne  et  celle  des 
abscisses. 

Rapportons  les  points  de  la  courbe  NN'  à des  coordonnées 
polaires,  et  pour  cet  effet  faisons  , n°.  281  , 

x x'  -f-  r cos.  q> , y = y'  + r sin.  ç ; 

ou  pour  abréger , 

x =z  x1  + rp  , y = ; ' + rq  , ( K ) 

x' , désignant  les  coordonnées  AP' , PN' , du  point  N* 
commun  à la  sécante  NN1  et  à la  courbe  ; alors  on  aura 
entre  ces  coordonnées  la  relation  , 

yn  = mx<  4-  nx< * ; (a) 

puisque  dans  l’équation  (1),  x et  y doivent  se  changer  res- 
pectivement en  x'  et  y1  ; et  cette  meme  équation  (1)  devien- 
dra , en  y introduisant  les  valeurs  (AQ  , 

(y  + rq  T — '«  ( *'  +rp)+n(x'  + rp  )*. 

Si  on  développait  cette  équation , et  qu’on  ordonnât  par 
rapport  à r,  il  est  évident  que  l’on  obtiendrait  un  résultat 
de  la  forme  suivante , 

Mrx  -j-  Br  -j—  C » o 5 

lequel  se  réduirait  à , 

Mr  -f-  B = o ; 

puisque  C , qui  est  indépendant  de  r , a pour  valeur  y'x 
— mx'  — nx'1  , comme  il  résulte  du  développement  effectif 
de  l’équation  ci  - dessus , et  que  cette  valeur  est  nulle  en 
vertu  de  la  relation  (2).  Ainsi , en  supposant  que  la  partie 
NN'  — r de  la  droite  MN  s’anéantisse , cette  droite  sera 
tangente  à la  eourbe , et  résoudra  la  question  ; donc  alors  , 

B — o. 

Telle  est  l’équation  qui  exprime  la  condition  du  contact. 
On  peut  donc , dans  le  développement  dont  il  s’agit , n’avoir 
égard  qu’aux  termes  multipliés  par  la  première  puissance  de 
r , ainsi  ou  a , 

B — %y'q  mp  — inpx ' — o ; 
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P ^ 


Fig.  ai 5.  d’où,  ? 2y 

/ 

par  conséquent  l’équation  (T)  de  la  tangente  , devient , 


a nxf  ■+• 

~~rvr 


(*-«)• 


en 


Si  le  point  Af  était  donné  sur  la  courbe  même , on  aurait  " 
a — x1 , fi  — y'  , et  pour  lors  l’équation  précédente  devien- 
drait , en  ajoutant  mx'  — mx'  dans  le  second  membre  , 

a yy1  = x'  ( a/Wf  -f-  m ) 4-  ww.  (7*0 


Soit  pour  exemple  la  parabole  dont  l’équation  est  y'* 
— hx'  ; on  a dans  ce  cas  m — A , et  n — o ; ainsi  l’équation 
(T11)  deda  tangente  à cette  courbe , devient , 


ayy'  = /(•*'  + *)• 


Lorsque  l’on  assujétit  cettè  droite  à passer  par  un  point 
extérieur  à la  courbe , et  dont  les  coordonnées  positives  sont 
a et  fi , il  est  évident  que  l’on  a , 

ag/  ==/(*'  + «). 


Or  en  combinant  cette  équation  avec  celle  y11  ~ /■*'  de  la 
courbe,  on  aurait  les  valeurs  de  x'  et  de^y,  c’est-à-dire  les 
coordonnées  des  deux  points  de  contact  ; car  par  un  point 
pris  extérieurement  à la  parabole  on  peut  mener  deux  tan- 
gentes. 


aQI.  Une  transformation  absolument  semblable  à celle 
que  nous  venons  d’effectuer  sur  l’équation^*  zz  mx  nx1, 
étant  appliquée  à l’équation  , 

A'u*  -f  C'e  = Fr  ; 

Ou  , jr'1  m’x11  -4-  n' , 

commune  à l’ellipse  et  à l’hyperbole,  en  prenant  leurs  centres 
pour  origine  des  coordonnées , conduirait  à l’équation  de  la 
tangente  rapportée  à la  même  origine  j aussi  trouverait-on 
pour  cette  équation , 

(0 

mais  lorsque  le  point  donné  est  celui  de  contact , on  a a = x1 , 
fi  —y't  et  pour  lors  ce  résultat  se  change  en  cet  autre, 

yy>  zzm'xx' + n'-,  (f") 
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après  avoir  ajouté  du  même  côté  ri  — ri  , et  avoir  réduit. 

Pour  appliquer  cette  dernière  formule  à des  cas  particu- 
liers , soit  d'abord , 

riy 1 + b V*  = ri  b*  ; 
ou  y*= ~x  ,x  + bli 

alors  on  aura  , m'  - — , ri  = b* , 

. a1 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  donne  , 

a yy  + rixx  = ri  ri , 

pour  l’équation  de  la  tangente  à l’ellipse.  Lorsque  cette  ligne 
est  assujétie  à passer  par  un  point  extérieur  à cette  courbe , 
on  change  x en  a.  et  y en  (3,  puisque  l’on  suppose  que  a et  £ 
sont  les  coordonnées  de  ce  point. 

Si  les  deux  axes  de  l’ellipse  étaient  égaux  , cette  courbe  se 
changerait  en  cercle , et  dans  ce  cas  l’on  aurait  a = b ; donc 
l’équation  de  la  tangente  au  cercle  est , 

Xy’  + xx'  = a1 , 

a étant  le  rayon. 

Enfin,  l’équation  de  rhyperboleétanta^'1 — rix'1  — — ri  b', 
celle  de  sa  tangente  est  évidemment , 

riyy'  — ri  xx'  — — ri  ri. 

Il  faudrait , dans  ces  deux  dernières  formules , changer 
comme  ci-dessus,  x en  a , et  y en  /3 , si  a , 18  désignaient  les 
coordonnées  d’un  point  particulier  par  lequel  dût  passer  la 
tangente. 

3Q2.  Il  est  important  de  remarquer  que  l’on  parviendrait 
encore  à des  résultats  semblables , quand  même  on  combine- 
rait l’équation  de  la  droite  avec  celles  des  courbes  dn  second 
ordre  rapportées  à leurs  diamètres  conjugués  ; mais  dans  ce 
cas  cette  droite  devrait  être  rapportée  au  même  système  de 
coordonnées  obliques  que  ces  courbes  , et  il  ne  serait  plus 
vrai  de  dire  que  dans  l’équation  (T) , A est  une  tangente 
trigonométrique  ; ce  coefficient  serait  tout  simplement  le  rap- 
port d’une  ordonnée  à l’abscisse  correspondante  d’un  des 
points  de  la  droite  dont  il  est  question. 

3t)3.  On  entend  par  normale  à une  courbe,  la  perpendi- 
culaire à la  tangente , menée  par  le  point  de  contact.  La  lon- 
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Fig  216  »ueur  nor,llal'’  *e  compte  depuis  ce  point  de  contact 
0 jusqu’au  point  où  elle  coupe  l’axe  des  abscisses.  Ainsi  MA' 
perpendiculaire  à la  tangente  MT  à l’ellipse , est  la  normale 
de  cette  courbe  : or  il  suit  de  ce  qui  a été  dit  au  n°. 
que  l’équation  de  la  normale  aux  courbes  du  second  degré  est 
généralement , 


a — y — 


x', y étant  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  de  contact, 
et  x ,y  celles  d’un  point  quelconque  de  la  normale  ; mais  à 


cause  de  A = 


•>.nx'  •+■  m 
2/ 


on  a , 


y -y  = - 


ay' 


(*-*')• 


Fig.  216.  294.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à faire  voir  comment 

on  peut  déterminer,  dans  les  courbes  actuelles,  l’expression 
de  la  normale  MN,  de  la  sous-normale  NP , ainsi  que  des 
autres  lignes  que  l’on  a coutume  de  considérer  ; mais  nous 
allons  faire  connaître  une  propriété  fort  remarquable  des  tan- 
gentes. 

Cherchons  d’abord  dans  l’ellipse  d'y'  -|-  h'x'  ~ d'h'  , les 
équations  des  rayons  vecteùrs  TM , F'M.  Le  premier  pas- 
sant par  le  point  M , dont  les  coordonnées  sont  xj/,  a pour 
équation , 

y —y'  = T(x  — x>); 

Mais  par  len°.  27 A , la  distance  AFzz.  c ~ va —b'  ; et  parce 
que  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  MFB  est  négative 
( n°.  a 1 A ) » on  a , 

PF  c - x'  ’ 

par  conséquent  l’équation  précédente  devient , 

j r-y  = — £-r  (*-*')• 

C — - X 


D’un  autre  côté  la  tangente  MT  a pour  équation  , 


y — y — —tJL.  — x'),  on  simplement^1 — y'zsA  (# — **). 

«y 

Ainsi  cette  ligne  et  le  rayon  vecteur  FM  forment  un  angle 
dont  la  tangente  trigonométrique  a pour  expression  (n°.  2 17)» 


A — k 
* + Ah  * 


» 
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menant  ici  pour  A et  A leurs  valeurs , et  réduisant  à l’aide 
de  la  relation  a‘  — b‘  = c*  , il  viendra  , 

tang.  FMT  -~r- 

<y 

Sans  entreprendre  un  calcul  analogue  à celui-ci  pour  déter- 
miner l’équation  du  rayon  vecteur  F'  M , on  voit  bien  qu’il 
suffit,  dans  les  formules  précédentes  , de  faire  c négatif,  puis- 
que AP  est  situé  à l’opposé  de  AF',  on  aura  donc  sur-le- 
champ  , 

tang.  FMT  = 

& 

Concluons  de  là  que  les  anglesj  FMT , F MT  ayant  leurs 
tangentes  trigonométriques  égales  et  de  signes  contraires  , 
sont  supplément  l’un  de  l’autre , et  par  conséquent  que 
l’angle  T' MF1  = TMF;  propriété  qui  a également  lieu  pour 
l’hyperbole  , comme  il  est  aisé  de  s’en  convaincre. 

On  démontre  en  physique  qu’un  rayon  de  lumière  venant 
frapper  en  M un  corps  opaque  , est  réfléchi  par  la  surface  de 
ce  corps,  de  telle  manière  que  l’angle  de  réflexion  est  égal 
à l’angle  d’incidence  ; ainsi  un  rayon  lumineux  qui  partirait 
du  point  F , et  viendrait  frapper  en  M une  surface  elliptique , 
serait  réfléchi  en  F . 

295.  Lorsque  le  grand  axe  d’une  ellipse  est  infini,  cette 
courbe  dégénère  en  parabole  , et  l’un  des  rayons  vecteurs  qui 
prend  alors  le  nom  de  diamètre , devient  parallèle  à cet  axe  ; 
donc  tous  les  rayons  lumineux  partant  du  foyer  d’une  sur- 
face parabolique  , sont  réfléchis  parallèlement  à l’axe  de  cette 
surface  : c’est  en  effet  ce  qu’apprendrait  la  méthode  de  calcul 
précédente,  puisqu’on  trouverait  que  les  angles  FAIT',  F' MT 
sont  égaux. 

Il  résulte  donc  de  ce  qui  précède , que  dans  les  trois 
courbes  du  second  ordre , la  normale  divise  toujours  en  deux 
parties  égales  l’angle  formé  par  les  deux  rayons  vecteurs  ; 
propriété  qui  offre  un  moyen  bien  simple  pour  mener  une 
tangente  à l’une  de  ces  courbes  , lorsque  le  point  de  contact 
est  donné. 


Des  asymptotes. 

296-  On  soit , par  cc  qui  précède  , que  la  taiïgente  à l’hy- 
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Fig  a,g  perbole,  menée  par  le  point  M , dont  les  coordonnées  AP , 
PM  sont  x ,ÿ , a pour  équation  , 

«yy  — b' xx'  — — a'b*  : 

or,  pour  déterminer  la  distance  PT , qui  se  nomme  la  sous- 
tangente  } il  faut  d’abord  faire_y  — o dans  cette  équation , 
parce  qu’au  point  T l’ordonnée  est  nulle;  on  aura  donc  en- 
suite , 

AT,  ou  x — 

x 

de  là,  PT  — AP  — AT  — x'  - îl  = 

Ibcst  remarquable  que  la  ^valeur  de  AT  décroîtra  d’autant 
plus  , que  l’abscisse  AP  sera  plus  grande , mais  que  l’on 
n’aura  jamais  AT  — o , puisque  le  numérateur  de  la  frac- 
tion — est  une  quantité  constante  ; cependant  cette  valeur 

pourra  être  prise  aussi  petite  qu'on  voudra.  Ainsi  le  pointé 
est  la  limite  près  de  laquelle  le  point  T s’approche  sans  cesse. 
Dans  la  même  circonstance  , l’angle  MTP  diminue  de  plus  en 
plus  ; et  comme  on  a , 


tang.  MTP  — A 


t>'xr  _ hx' 


en  faisant  attention  que  l’équation  de  la  courbe  donne , 


on  peut  écrire 


tang.  MTP  — 

.1 


D’où  l’on  voit  qu’à  mesure  que  la  fraction  — — diminue , 
la  valeur  de  tang.  MTP  tend  à devenir  égale  à — ; mais  si 

a 

au  sommet  B de  l’hyperbole  on  élève  au  demi-axe  AB  la 
perpendiculaire  BK  zz  b,  et  que  l’on  mène  AKI , l’angle 

B AK  aura  pour  tangente  trigonométrique  ; donc  cet  angle 
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est  une  limite  que  celui  MTP  ne  saurait  atteindre , mais 
dont  il  peut  cependant  approcher  sans  cesse  ; donc  la  droite 
■AKI  est  en  même-tems  la  limite  de  toutes  les  tangentes  d® 
la  branche  BM  de  l’hyperbole.  C’est  cette  droite  AKl  que  l’on 
nomme  asymptote  : il  en  existe  évidemment  une  autre  AK1  V, 
située  au-dessous  de  l’axe  des  x , et  faisant  avec  cet  axe  le 
même  angle  que  la  première.  Enfin  en  prolongeant  ces  deux 
asymptotes  du  côté  des  x négatifs,  elles  seront  en  même- 
tems  celles  des  deux  branches  de  l’hyperbole  opposée.  11  est 
donc  vrai  de  dire  que  les  branches  de  cette  courbe  s’appro- 
chent sans  cesse  des  asymptotes , sans  jamais  pouvoir  les 
atteindre. 

297.  Maintenant  pour  faire  connaître  la  simplification 
dont  l’équation  de  l’hyperbole  est  susceptible , lorsqu’on  choi- 
sit ses  asymptotes  pour  axes  des  coordonnées , nous  trans- 
formerons dans  cette  vue  l’équation  de  cette  courbe , à l’aide 
des  formules  générales , 

, x — mt  -f-  pu  , y — nt  + qu. 

Cette  équation  qui  est , 

a y'  — b2x2  = — a'b * , - 

deviendra  donc, 

( a q2  — b2p2  ) a1  + 2 ( a2nq  — b2mp  ) ut 
+ ( an2  — b2m2  ) t2  — — a2b2  ; 
mais  dans  le  cas  actuel , 

— — tang.  B AK  = — , et  -?■  = tang.  B AK'  — ~ 

»*  a p 0 a 

d’où 


n*  b * q*  b* 

m1  a 1 ’ p1  a*  * 

relations  qui  nous  apprennent  que  les  coefficiens  de  u1  et  de 
t sont  nuis  ; on  a donc  pour  équation  de  l’hyperbole , 


ut  — 


— a'b* 


2 ( a'tuj  — b'mp) 

De  plus  à cause  de 

~T  = ~ > et  de  m2  + n2  = i,  (n°.ai5) 


« 
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a b 

on  tire  m — — ■ ■ . et  n rs  — ■ 

ya'+b*  y a1  + A* 

De  même  à cause  de 

«71  A* 

-y  = — » et  de  /»*  + 5*  = i, 

©n  tire 


/>  = 


et  q — 


t/a*  + 6-  “ t/a*  H- 6* 

Ici  nous  prenons  négativement  la  valeur  de  q , parce  qu’en 

vertu  de  la  relation  — — — — , p et  n doivent  être  de 
P a 

signes  contraires. 

Il  suit  de  là  que 

a (a'nq  — b'mp)  = - , 

par  conséquent  l’équation  (i)  de  la  courbe  est  simplement, 

a’+A* 



4 

Telle  est  celle  que  nous  avions  en  vue  de  trouver.  Si  l’hyper- 
bole était  équilatère,  son  équation  serait  évidemment, 


ut  = 


«t  l’angle  des  asymptotes  serait  droit. 


CHAPITRE  III. 

PRINCIPES  DE  LA  GÉOMÉTRIE  AUX  TROIS  DIMENSIONS. 

2C)8.  Nous  n’avons  considéré,  dans  les  chapitres  précé- 
dens , que  des  points  et  des  lignes  tracées  sur  un  plan  , et 
rapportés  à deux  axes.  Maintenant  nous  envisagerons  la 
chose  sous  le  point  de  vue  le  plus  général , c’est-à-dire  que 
nous  supposerons , comme  dans  le  livra  III , que  les  points 
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de  l’espace  sont  rapportés  à trois  plans  coordonnés  rectan- 
gulaires ; mais  malgré  l’utilité  et  l'attrait  de  ce  genre  de  con- 
sidérations, nous  entrerons  dans  peu  de  détails  à cet  égard, 
parce  que  nous  n’ayons  pour  but  que  de  faire  l’analyse  du 
petit  nombre  de  propositions  de  géométrie  susceptibles  de 
trouver  des  applications  dans  la  Mécanique  élémentaire. 

ogq.  Nous  avons  déjà  observé  qu’un  point  était  donne 
dans  i’espace  par  ses  distances  à trois  plans  perpendiculaires 
entre  eux.  Ces  distances  se  nomment  les  coordonnées  de  ce 
point.  Ainsi,  an  , nM1 , M'M  sont  les  coordonnées  du  point  Fig.  141. 
M situé  dans  l’éspace.  On  désigne  ordinairement  ces  dis- 
tances respectives  par  x , y , z , lorsqu'elles  sont  censées  indé- 
terminées, ou  par  x',  y , z',  lorsqu’elles  sont  censées  connues. 

Dans  ce  cas  , la  droite  ab  se  nomme  l’axe  des  je  ; la  droite  ac  , 
l’axe  des_y  j la  droite  ad , l’axe  des'z. 

Les  trois  plans  rectangulaires  cab , cad , bad,  dont  les  axes 
X , y , z sont  les  intersections , étant  prolongés  dans  tous  les 
sens , forment  évidemment  huit  angles  trièdres  égaux.  Lors- 
que le  point  de  l’espace  est  dans  la  région  bade , ses  coor- 
données sont  positives.  Il  sera  facile  de  déterminer  le  signe 
de  chaque  coordonnée  , si  l’on  fait  attention  que  l’axe  ab 
prolongé  au-delà  de  l’origine  a est  négatif , et  qu’il  en  est  de 
même  des  autres  axes  aç , ad. 

300.  Il  suit  du  n°.  180,  que  si  on  désigne  par  r la  dis- 
tance aM,  diagonale  du  parallélipipède  rectangle  anM'M, 
on  aura , 

r*  = + y + z’. 

Cette  équation , dans  laquelle  r peut  être  considérée  comme 
eonstante , et  x , y , z comme  variables , satisfait  nécessaire- 
ment à tous  les  points  de  la  surface  d’une  sphère  du  rayon  r, 
et  dont  le  centre  est  l’origine  a des  coordonnées  ; aussi  c’est 
par  cette  raison  que  l’on  dit  qu’elle  est  celle  de  la  sphère. 

Pour  trouver  l’équation  de  la  trace  de  la  surface  de  la 
sphère  sur  le  plan,  bac  ou  je y , on  voit  bien  qu’il  faut  faire 
z zz  o , puisque  tous  les  points  de  cette  trace  sont  dans  ce 
plan  ; donc  , 

r*  = x*  -h  y , 

est  l’équation  de  la  trace  dont  il  s’agit , ou  du  cercle  généra- 
teur de  la  sphère.  Pareillement , 

r1  = je*  -H  z* , et/-*  =r  y]  ■+■  z* , 
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sont  respectivement  les  équations  de  l’intersection  de  la 

sphère  avec  les  plans  xz  , yz. 

Maintenant  soient  x , y , z les  coordonnées  du  point  M, 
et  x',  y' , z'  celles  du  point  N.  La  distance  de  ces  deux  points 
sera  , 

R = y/{x-x,y  + (y-yy  + (z-z'y. 

En  effet , dans  le  trapèze  rectangle  M'mnN ' , on  a , 

MN'1  = ~üm  -+■  ( M'm  — N'n  )* 

=(^  — *)’  + {y— y y -y 

de  même,  dans  le  trapèze  rectangle  M'MNN' , on  a , 

Mfr  — MN'2  -+-  ( NN>  — MM'  )* 

- (x'-x)’  + (y-y)‘  + (2’-z)'; 

donc  , 

R'  = (x-x'Y  + (y-y 

Si  l’on  suppose  que  7?  soit  constant,  et  que  , y ,■  zr 
soient  les  coordonnées  du  centre  d’une  sphère  du  rayon  R , 
cette  dernière  équation  sera  celle  de  cette  sphère,  et  x ,y , z 
seront  les  coordonnées  d’un  point  quelconque  de  sa  surface. 

3o  r . Lorsqu’une  droite  est  située  dans  l’espace  , elle  est 
donnée  de  position  par  ses  projections  sur  deux  plans  coor- 
donnés ( n°.  181).  Soit,  par  exemple,  MN  cette  droite; 
l’équation  de  sa  projection  horizontale  M'N1  sera  de  cette 
forme , 

y = ax  + a ; 

et  l’équation  de  sa  projection  verticale  sera  de  même  , 
z = bx  -f*  /3. 

Or , si  l’on  voulait  avoir  la  projection  de  cette  même  droite 
sur  le  plan  cad  ou  de  yz  , il  faudrait  éliminer  x entre  ces 
deux  équations , car  cette  troisième  projection  est  donnée 
par  les  deux  autres  ( n°.  181  ). 

Si  la  droite  proposée  devait  passer  par  un  point  ayant 
x \y'i  z'  pour  coordonnées,  les  équations  de  ses  projections 
seraient , en  opérant  comme  au  n°.  268 , 

jr  — y = «(*  — *')» 

z — a'  = b(x  - y), 
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dans  lesquelles  x,y,  g appartiendraient  à un  point  quelconque 
de  cette  droite. 

Si  en  outre  on  l’assujétissait  à passer  par  un  second  point 
ayant  x",  y 11 , z"  pour  coordonnées , on  aurait  évidemment , 


y — y — « (x"-  — x')  d’où  a — 


y -y 


zn  - z'  = b(x"  - x') 


b — 


zr  » 


et  pour  lors  les  équations  précédentes  deviendraient , 

* - * = c»  - «'.) 


Remarquez  bien  que  les  valeurs  ci-dessus  de  a et  de  b , sont 
celles  des  tangentes  trigonométriques  des  angles  que  les  pro- 
jections de  MN  sut  les  plans  xy  et  xz , font  respectivement 
avez  l’axe  des  x. 

302.  On  sait  par  le  n°.  186 , que  lorsque  deux  droites  sont 
parallèles  dans  l’espace,  leurs  projections  sur  chaque  plan 
coordonné  sont  elles-mêmes  parallèles.  Soient  donc , 


y = ax  + a, 
i~bx  4-  £ 1 

les  équations  d’une  droite  : celles  d’une  autre  droite , paral- 
lèle à celle-ci , serpnt  ( n*.  267  ) , 

y ~ ax  -f-  «!, 
z — bx  — 0, 

a et  0 restant  indéterminées , puisqu’il  y a une  infinité  de 
droites  qui  peuvent  être  parallèles  à la  proposée  ; mais  elles 
cesseraient  de  l’être , si  cette  seconde  droite  devait  passer  par 
un  point  donné. 

3o3.  Trouver  l’angle  de  deux  droites  situées  dans  Vespace 
et  données  de  position  par  rapport  à trois  axes  rectangles. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité , que  ces  deux  droites  Fig.  141. 
partent  de  l’origine  a.  des  coordonnées  rectangles , et  consi- 
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lierons  aM  comme  l’une  d’elles  : cette  droite  sera  donnée  dô 
position  dans  l’espace,  si  les  angles  Mab,  Mac , Mad,  qu’elle 
fait  avec  les  axes  x,  y,  z,  sont  connus.  Pareillement,  une  autre 
droite  aN  serait  donnée  de  position , si  les  angles  Nab , Nac  , 
Nad,  étaient  connus. 

Soient  alors , 

Mab  — X et  Nab  = X', 

Mac  — Y Nac  = Y', 

Mad  = Z Nad  = Z 

puis,  prenons  aM-zzaN-,  faisons  aM~r\  désignons  par 
x,  y,  z,  les  coordonnées  du  point  M;  et  par  x,  y',  s',  celles 
du  point  N. 

Cela  posé,  on  aura  ( n°.  3oo  ) , 


r*  =3  + / + .*  ■> 

r1  =?  *'  + y'  + z'  J 


("0 


mais  dans  le  triangle  a.Mn , rectangle  en  n,  on  a ( n°.  219  ) , 
eu  faisant  le  rayon  des  tables  égal  à l’unité , 


an  — x — r cos.X, 


de  même , dans  le  triangle  rectangle  aMn,  on  a , 

• art'  zzy  =:  r cos.  Y, 

enfin,  dans  le  triangle  rectangle  aMn ",  on  a , 
an"  z: Zz  — 'r cos. Z. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  première  équation  (ni) , on 
obtient  cette  relation  remarquable, 

1 =2  cos*.  X ■+*  cos*.  r+  cos*.  Z.  («) 

La  seconde  équation  ( m ) donnerait  donc  de  même , 

1 = cosl.X'  -j-  cos*.  Y 1 cos*.  Z' ; (b) 

Ainsi  la  somme  des  quarrés  des  cosinus  des  angles  qu'une 
droite  fait  avec  trois  axes  rectangles  est  égale  à l’unité , ou 
au  quarré  du  rayon  des  tables. 

Maintenant , comme  par  le  théorème  du  n°.  222  le  triangle 
ail  N donne, 

MNZ  — ZM1  + ÏNZ  — 2 aM  X « -V  X cos.  V-, 


Digitized  by  Google 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE.  44<J 

^ désignant  l’angle  des  deux  droites  aM , aN , on  a dans 
l’hypotlièse  actuelle  , et  en  ayant  égard  aux  relations  obte- 
nues au  n°.  3oo. 


(x  - x'y  + (j,^-y  ar1  — 2r*  cos.  F, 

ensuite  développant  et  réduisant  à l'aide  des  formules  ( m ), 
on  trouve , 

xx  -(-  yy  -J-  zz'  — r*  cos.  F , 

Enfin  substituant  pour  x , y,  z,  etc. , leurs  valeurs  ci-dessus , 
on  a définitivement , 

cos.  F — cos.  X cos.  Xr  -j-  cos.  Y cos.  Y'  -f-  cos.  Z cos.  Z1,  (n) 


« 


c’est-à-dire  , que  le  cosinus  fie  l'angle  de  deux  droites  situées 
dans  l'espace  est  égal  à la  somme  faite  des  produits  des  co- 
sinus qu'elles  forment  respectivement  avec  chacun  des  axes 
rectangulaires  , le  rayon  des  tables  étant  toutes  fois  pris  pour 
unité. 

On  peut  donner  à ce  résultat  une  toute  autre  forme  qu’il 
importe  de  connaître.  D’abord , remarquons  que  la  pro- 
jection sur  le  plan  des  xy  de  la  droite  aM  est  aM1,  laquelle 
a pour  équation  ( n°.  220  ). 


mats 


jr  — tang.  (M  aV)  x — ax. 

cos.  Y 


, r\  hVn  y 
tang.  (Ml ab)  = — _ 

an  x 


cos.  X 


Par  la  même  raison  , puisque  la  projection  verticale  de  aM , 
est  aM ",  et  que  l’équation  de  cette  projection  est 

z zxz  tang.  (M!l aV)  x = bx , 

on  a 

tang.  ( M"ab ) ES  — = ==  b; 


et  il  est  évident  que  pour  la  seconde  droite  aX,  dont  les 
équations  des  projections,  sont 

jy  =z  a! x , z = b' x , 
on  a pareillement 


cos.  Yr 

Ï7  = « j 

cos.  X' 


cos.  7J 
cos.  X' 


= V-, 
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(le  là 

cos’.  Y — a cos’.  X,  cos’.  Z — b'  cos’.  X 

cos’.  Y1  — a1'  cos“.  X1 , cos’.  Z1  £>'*  cos’.  X' . 


Mettant  ces  valeurs  dans  les  relations  (a)  et  (A) , on  obtient 
aisément 

cos.  X — 1 . cos.  X'  — ■ — ■ ■ , 

V i + a*  + b*  1 -t-  a,a  -h  br± 

et  parce  que  l’équation  ( n ) peut  être  mise  sous  cette  forme  : 


cos.  V 


= (•« 


cos.  Y cos.  Y cos.  Z cos.  Z‘ 


9 


cos.  X cos.  X'y 


cos  X cos.  Xf  cos.  X cos.  Xf j 

il  est  évident  qu’elle  peut  être  changée  en  celle-ci , 

cos.  V — (i  + aa  -f-  bb'  ) cos.  X cos.  X' ; 


ou  en  cette  autre , 

cos.  V = 


x -4-  aa r -h  bb * 

|/i  +a%  + b*  i/i  + 


Si  l’angle  des  deux  droites  proposées  était  droit  , l’on 
aurait  cos.  V “ o , et  partant, 

i -f-  aa!  -f-  bb'  — o; 

telle  est  l’équation  de  condition  qui  existe  dans  cette  hypo- 
thèse. 

Quand  même  ces  droites  ne  se  couperaient  point , les  con- 
clusions précédentes  seraient  toujours  les  mêmes , parce  que 
l’on  pourrait  mener,  par  l’origine  des  axes,  deux  autres  droites 
respectivement  parallèles  aux  proposées,  et  qui  formeraient 
absolument  avec  ces  axes  les  mêmes  angles  que  celles-ci. 


De  ï équation  du  plan. 


5o4-  Pour  trouver  une  relation  entre  les  coordonnées  x , 
y,  z de  tous  les  points  d’une  surface  plane , comme  nous 
en  avons  déjà  obtenu  une  pour  la  sphère  , supposons  qu’un 
plan  soit  engendré  par  le  mouvement  d’une  droite  tournant 
autour  d’une  autre  droite,  et  faisant  constamment  avec  cette 
dernière  une  angle  de  îooE*.  Les  équations  de  la  ligne  fixe 
assujétie  à passer  par  un  point  x,  y’ , z seront 


x - y = « 0 — *0  \ 

z - z'  ==  b (x  — x'),  J 


G p) 


1 
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Celles  de  la  droite  mobile  menée  par  le  même  point  , 
seront  en  général , 

y - y = «'(*  — \ 

z — z‘  z=.  b'  (x  — x ) J ' ^ ' 

Mais  comme  cette  droite  doit  être  perpendiculaire  à l’autre, 
on  aura  par  le  n°.  précédent,  l’équation  de  condition, 

I *4"  *|*  bL  . 1 O y 

a'  et  b ' étant  constantes  pour  une  même  position  de  la 
perpendiculaire,  mais  variables  en  passant  d’une  position 
à une  autre.  Mettant  ici  pour  a'  et  U leurs  valeurs  déduites 
des  équations  {q) , on  obtiendra , 

* — *'rt-  aO  — /)  + Kz — O — °- 

C’est  là  l’équation  d’un  plan  mené  d’une  manière  quelconque 
dans  l’espace , puisque  a et  b qui  déterminent  la  position 
de  la  droite  fixe,  et  les  coordonnées  x , y',  zl  sont  tout- 
à-fait  arbitraires.  Mais  afin  de  rendre  les  calculs  plus  symé- 
triques, on  a coutume  de  donner  à cette  équation  générale 
du  premier  degré  à trois  indéterminées  , la  forme , 

Ax  -4-  By  Cz  B — o -,  (i) 

cependant  parmi  les  quatre  constantes  A , By  C,  Z>,  trois 
seulement  sont  nécessaires  pour  particulariser  ce  plan.  Dans 
les  applications  l’on  égale  à l’unité  une  de  ces  constantes,  ou 
bien  on  la  détermine  par  des  conditions  particulières. 

Il  est  évident  qu’on  aura  les  équations  des  deux  traces  du 
plan  ( i ) sur  celui  des  xy  et  des  xz , en  faisant  successi- 
vement 2 “ o , et  jr  — o.  Ces  équations  sont , 

Ax  -f-  By  -J-  B — o 
Ax  -f-  Cz  -{-  D = o , 

et  les  deux  traces  se  rencontrent  sur  l’axe  des  x,  en  un 
point  dont  l’abcisse  est 


T> 


en  effet,  à ce  point  l’on  a nécessairement  à la  fois  y — o, 
et  i = o. 
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5o5.  Maintenant  rien  n’est  plus  facile  que  de  résoudre 
analytiquement  le  problème  du  n°.  184  où  il  s’agit  de  dé- 
terminer les  projections  de  l’intersection  de  deux  plans  donnes; 
«ar  les  équations  de  ces  plans  étant 

Ax  + By  4-  Cz  -f-  D — o 
A'x  + B'y  + C'z  4-  D'  = o ) . 1 J 

la  question  est  réduite  à attribuer  aux  indéterminées  x , 
y,  z,  les  mêmes  valeurs  dans  ces  deux  équations  , vu  que 
les  coordonnées  des  points  de  l’intersection  de  deux  plans 
sont  communes  aux  équations  de  ces  plans.  Ainsi  éliminant , 
par  exemple,  2 entre  les  équations  (X),  on  aura  pour  ré- 
sultante l’équation  de  la  projection,  sur  le  plan  xy , de  l’in- 
tersection proposée. 

Si  les  deux  plans  (/•)  devaient  être  parallèles , leurs  traces 
sur  chacun  des  plans  coordonnés  seraient  aussi  respective- 
ment parallèles  entre  elles  : alors  les  traces  du  premier  plan 
étant 

Ax  -j-  By  ■+•  D ~ o 
Ax  + Cz  -f-  D ~ o ; 
et  celles  du  second  plan  étant  de  meme , 

Ar x -j-  B'y  -f-  D1  — o 
A'x  -{-  Cy  + D'  = o , 

il  faut  absolument , pour  qu’elles  soient  parallèles  deux 
à deux,  que  l’on  ait  (n°.  ), 

A A'  A A' 

~B~  li'  * ~C  ~Cr' 


ces  relations  donnant 


B'  = 


A'C 
A J 


la  seconde  équation  (/  ) deviendra 

(Ax  + By  + Cz)  j + B = 0, 

et  sera  celle  d’un  plan  parallèle  au  premier.  Si  ce  plan 
cherché  devait  en  outre  passer  par  un  point  dont  les  co- 
ordonnées fussent  x',  y',  z\  on  aurait , 

+ By  +Cz')~  + D'  = o; 
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et  retranchant  ce  résultat  de  l’équation  précédente,  il  vien- 
dra , après  avoir  divisé  par  --, 

^ + n r-y')  + C(*-o  = o. 

5o6.  Nous  ne  laisserons  point  ignorer  qu’il  existe  une 
manière  fort  simple  d’exprimer  analytiquement  qu’un  plan 
est  donné  de  position  dans  l’espace,  lorsqu’il  est  assujéti  à 
être  perpendiculaire  à une  droite  donnée  de  direction'  et  pas- 
sant par  l’origine.  Supposons  d’abord  pour  plus  de  généralité  l 'S- 
que  M , pied  de  cette  perpendiculaire  AM,  ait  pour  coor- 
données obliques  x,  y , z,  et  que  par  les  extrémités  de  ces 
coordonnée  on  ait  mené  des  plans  perpendiculaires  à cette 
droite  ; la  distance  AM  — p sera  évidemment  celle  des  deux 
plans  extrêmes  dont  il  s’agit.  Il  n’est  pas  moins  évident  que 
si  l’on  désigne  par  a,  £ , y les  angles  que  la  droite  p fait  avec 
les  axes  des  x ,y,  z , les  trois  parties  AR,  RS,  SM,  intercep- 
tées entre  les  plans  que  l’on  considère  , seront  respectivement , 

X COS.  a , y cos.  /3  , z cos.  y ; 

ainsi  on  aura  pour  la  longueur  de  la  perpendiculaire  AM , 

X COS.  a -fj  COS.  Æ -J-  Z COS.  y Z3 p , 

équation  qui  sera  en  même-tems  celle  d’un  plan  perpendicu- 
laire à la  droite  p , et  passant  par  son  extrémité  M , ce  qu’il 
fallait  trouver. 

Maintenant  admettons  que  les  axes  AX , AY , A Z soient 
perpendiculaires  entre  eux  ; dans  ce  cas  les  coefliciens  cos.  a.,, 
cos  .fi,  cos.  y,  seront , en  vertu  du  n°.  3o3,  liés  par  l’équation, 

COS*.  a -J-  COS’.  ë>  -f-  COS*.  y — l. 

Delà  il  est  aisé  de  déterminer  l’angle  formé  par  deux  plans 
rapportés  à des  coordonnées  rectangles;  car  soient, 

x cos.  a + y cos.  /S  — z cos.  y — p, 
x cos.  a -f-  y cos.  0 -}-  s cos.  y — p', 

les  équations  des  deux  plans  donnés;  les  droites  p , p'  qui 
leur  sont  respectivement  perpendiculaires,  et  qui  passent  par 
l’origine,  formeront  un  angle  égal  à l’inclinaison  de  ces  plans. 
Ainsi,  appelant  V cet  angle,  on  aura,  n°.  3o3, 

cos.  V — cos.  a cos.  a.'  -J-  cos.  (S  cos.  0 cos.  y cos.  y'. 

f 
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Si  les  plans  actuels  étaient  perpendiculaires  entre  eux , on 
aurait,  V ZZ  iooSr-,  ou  cos.  F — o;  et  pour  lors, 

COS.  « COS.  a'  cos.  £ cos.  0 -}-  cos.  y cos.  y — o. 

Si  au  contraire  ils  étaient  parallèles  l’un  à l’autre,  on  aurait, 
F zz  o,  ou  cos.  F zz  i;  partant, 

cos.  a COS.  a'  -f-  COS.  & COS.  & -f-  COS.  y COS.  y ZZ  X. 

On  peut  dans  les  applications,  et  pour  rendre  le  calcul  plus 
rapide,  désigner  par  une  seule  lettre  le  cosinus  d’un  angle. 

307.  Nous  pourrions  parvenir,  avec  la  même  facilité,  à 
d’autres  résultats  analytiques  à l’aide  desquels  on  résou- 
drait avec  beaucoup  d’élégance  tous  les  problèmes  de  géomé- 
trie descriptive  rapportés  dans  le  livre  III;  mais  ce  qui  pré- 
cède suffira  , sans  doute,  pour  faire  saisir  aux  Elèves  l’esprit 
des  démonstrations  de  quelques-uns  des  principes  de  Méca- 
nique fondés  sur  la  théorie  précédente  , et  qui  constituent 
la  dernière  partie  de  cet  ouvrage.  Quant  à ceux  qui  ont  un 
penchant  particulier  pour  l’étude  des  hautes  sciences  mathé- 
matiques , ils  trouveront , dans  des  écrits  plus  étendus  , tout 
ce  qui  est  nécessaire  pour  compléter  leur  instruction  en  ce 
genre. 
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PRÉCIS  DE  MÉCANIQUE. 


DÉFINITIONS  ET  NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 


I . JL  i Mécanique  est  la  science  du  mouvement  et  de  l’équi- 
libre. 

Un  point  matériel  est  en  mouvement , quand  il  coïncide 
successivement  avec  divers  points  de  l’espace  contigus  les 
uns  aux  autres. 

On  appelle  Jorce  ou  puissance  , toute  cause  qui  meut  ou 
tend  à mouvoir  un  corps  ; on  considère  dans  une  force  sa 
direction  et  sa  quantité. 

Nous  représenterons  les  directions  des  forces  par  des  lignes 
droites  ; nous  prendrons  sur  ces  droites  des  longueurs  pro- 
portionnelles aux  forces  pour  déterminer  leurs  rapports  , et 
les  intensités  des  forces  seront  désignées  par  les  lettres  P , 
Q , S , etc.  placées  sur  les  directions  de  ces  forces. 

Lorsque  les  forces  appliquées-  à un  corps  , ou  système  de 
points  matériels , se  détruisent  mutuellement  , le  système  ne 
prend  aucun  mouvement , et  les  forces  sont  en  équilibre. 

La  Statique  est  la  partie  de  la  mécanique  qui  traite  de 
l’équilibre  des  forces  appliquées  aux  corps  solides  ; et  celle 
qui  traite  de  l’équilibre  des  fluides , ou  des  corps  qui  y sont 
plongés  , s’appelle  Hydrostatique. 

La  Dynamique  a pour  objet  les  circonstances  du  mouve- 
ment d’un  point  matériel,  ou  d’un  système,  lorsque  les  forces 
qui  lui  sont  appliquées  ne  se  font  pas  équilibre. 

3-  Si  plusieurs  forces  P , Q,  R , S,  etc.  sollicitent  un  point 
matériel , et  sont  en  équilibre  , on  peut  supposer  que  cet 
équilibre  est  dû  à la  présence  d’une  quelconque  des  forces, 
de  R,  par  exemple;  or  il  y aurait  encore  équilibre  , si  aux 
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forces  P,  Q et  S on  substituait  une  force  égale  et  directement 
opposée  à R , c’est  - à - dire  la  force  — R ; celle-ci , produisant 
le  même  effet  que  les  forces  P,  Q et  S,  en  est,  pour  cette 
raison  , appelée  la  résultante. 

L’opération  par  laquelle  ou  réduit  plusieurs  forces  au  plus 
petit  nombre  pour  connaître  leur  résultante  , ou  le  moindre 
nombre  de  forces  à opposer  aux  premières  pour  faire  équi- 
libre à celles-ci  , s’appelle  composition  des  forces. 

Vig.  i.  Lorsqu’une  force  P sollicite  un  corps.,  on  peut  suppose* 
que  son  action  est  appliquée  à un  point  quelconque  A de  la 
direction  de  cette  force,  pourvu  que  ce  point  soit  invaria- 
blement lié  au  corps  ; car  en  appliquant  à ce  point  deux 
forces  égales  à P , dont  l'une  agisse  suivant  la  même  direc- 
tion et  dans  le  même  sens  que  P , et  l’autre  en  sens  contraire, 
on  pourra  supposer  que  celle-ci  détruit  l’effet  de  P-,  le  corps 
sera  alors  sollicité  par  la  force  l'estante  égale  à P appliquée 
pu  point  A , et  l’état  du  corps  n’aura  pas  été  changé. 
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PREMIÈRE  SECTION. 

STATIQUE. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

Composition  et  Décomposition  des  forces. 

3.  Si  deux  forces  égales  , AB  et  AC , sont  appliquées  à un  F*t-  a, 
même  point  A , leur  résultante  divise  évidemment  l’angle 
BAC  en  deux  parties  égales,  et  est  par  conséquent  dirigée 
suivant  la  diagonale  du  rhombe  ABCD , puisqu’il  n’y  a au- 
cune raison  pour  que  cette  résultante  fasse  uu  plus  petit 
angle  avec  une  des  forces  qu’avec  l’autre. 

Il  n’est  pas  moins  évident  que  si  on  suppose  cette  résul- 
tante appliquée  au  point  D , on  pourra  lui  substituer  les  deux 
forces  CD  et  BD , agissant  de  C vers  D , et  de  B vers  D ; 
et  que  leur  effet  sera  le  même  sur  le  point  D , ,ou  sur  le 
point  A , et  que  celui  des  deux  forces  AB  et  AC. 

4.  Si , lorsque  deux  forces  appliquées  à un  même  point  A 
sont  entre  elles  comme  m et  «,  ou  comme  m et  p , leur  ré- 
sultante est  dirigée  suivant  la  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  ces  forces  ; je  dis  que  , lorsque  les  forces  seront 
entre  elles  comme  m et  n -|-  p , la  résultante  de  celles-ci  sera 
encore  dirigée  suivant  la  diagonale  du  parallélogramme  con- 
struit sur  ces  forces. 

En  effet , soit  le  parallélogramme  ABGF,  et  CD  parallèle  à Fig.  3. 
AB  ; et  supposons  que  AB  : AC  : CF  ::  m : n : p.  Les  deux 
forces  A B et  AC  produisent  par  l'hypothèse  une  force  unique 
qui  passe  par  le  point  D ; à celle-ci  on  peut  substituer  deux 
autres  forces  BD  et  CD  agissant  de  B vers  D et  de  C vers 
D ; or  la  force  BD  passe  par  le  point  G , et  si  on  suppose  la 
force  CD  appliquée  en  C,  celle-ci  et  la  force  Coproduisent 
par  la  même  hypothèse  une  force  unique  qui  passe  par  le 
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point  G.  La  résu,îlte  **es  forces  et  CF,  ou  de* 

deux  forces  AB  ' , passe  donc  au  point  G ; et  comme 

cette  résultantcst  appliquée  en  A,  elle  est  donc  dirigée 
suivant  la  dia/**3^  " 

Faisons  m~  71  ~~  P ~~~  1 » 1*  résultante  sera  dirigée  sui- 
vant la  diae-13'*"’  lorsque  les  forces  seront  entre  elles  ::  i : a, 
ensuite  3 , et  ainsi  de  suite,  et  enfin  quand  elles  seront 
dans  le  r.-'P01’1  de  1 à g’  La  proposition  ayant  lieu  quand  les 
forces  sdl  entre  elles  ::  g : i , et  ::  g : i , elle  aura  encore 
lieu  q^nd  les  forces  seront  entre  elles  ::  g ; a , ensuite 
;;  g s,  et  ainsi  de  suite,  et  enfin  quand  elles  seront  entre 
elle'  • • S • Æ , ces  deux  nombres  étant  commensurablcs. 

. i)ans  le  cas  où  les  forces  sont  incommensurables , la  résid- 
ante est  encore  dirigée  suivant  la  diagonale  ; car  si  elle  pou- 
vait alors  passer  par  le  point  O,  en  partageant  AB  en  par- 
ties égales  plus  petites  que  OG , et  portant  ces  parties  sur 
BG , il  y aura  un  point  / de  division  entre  G et  O ; menant 
ensuite  Ml  parallèle  à AB,  la  résultante  des  deux  forces 
eommensnrables  AB  et  AM  sera  dirigée  suivant  AI  ; mais  la 
résultante  de  celle-ci  et  de  MF , on  celle  des  deux  forces  AB 
et  AF , doit  passer  dans  l’angle  IAF , elle  ne  pourra  donc 
pas  passer  par  le  point  O;  donc,  quel  que  soit  le  rapport  de 
deux  forces  appliquées  à un  même  point , la  résultante  de  ces 
deux  forces  est  dirigée  suivant  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme construit  sur  ces  forces,  comme  eûtes  contigus. 

Remarquons  que  si,  d’un  point  quelconque  g- pris  sur  la 
direction  de  la  résultante,  on  mène  les  droites  gb  et  gf  res- 
pectivement parallèles  aux  directions  AF  et  AB  , on  a , 

P : Q ::  Ab  : Af 

5-  La  résultante  de  deux  forces  P et  Q , ou  AB  et  AF, 
est  représentée  par  la  diagonale  du  parallélogramme 
ABGF. 

Car  la  force  T à opposer  aux  deux  forces  P et  Q , pour  leur 
faire  équilibre  , ou  pour  faire  équilibre  à leur  résultante  , 
dont  la  direction  est  AG,  doit  agir  suivant  cette  dernière 
droite  ; mais  si  on  suppose  que  la  force  Q fait  équilibre  aux 
deux  forces  P et  T,  la  résultante  de  celles-ci  sera  dirigée  sui- 
vant le  prolongement  de  OA , et  sera  représentée  par  AH 
— AF  ; or  si  on  mène  HD  parallèle  à AB  , et  qu’on  joigne 
H B qui  sera  égale  et  parallèle  à AG  , on  aura  , 

P : T ::  AB  : AD ; 
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donc,  puisque  AB  représente  la  force  P,  AD  représentera 
la  force  T , et  comme  cette  force  doit  faire  équilibre  aux  deux 
forces  P et  Q , ou  à leur  résultante  R , celle-ci  sera  donc 
aussi  représentée  par  AD  ou  AG. 

Ce  théorème  sert  à trouver  graphiquement  la  résultante  de 
plusieurs  forces  qui  sont  dans  un  même  plan , sans  être  paral- 
lèles , ou  qui  concourent  en  un  même  point  : on  déterminera 
d’abord  la  résultante  de  deux  de  ces  forces , en  les  supposant 
appliquées  à leur  point  de  concours  ; on  composera  ensuite , 
de  la  même  manière , cette  résultante  avec  une  troisième  force, 
et  ainsi  de  suite. 

6.  La  résultante  de  deux  forces  P et  Q peut  s’exprimer  au 
moyen  de  ces  forces , et  de  l’angle  qu’elles  forment. 

Abaissons  du  point  G la  droite  Gl  perpendiculaire  sur  F’C-  7- 
AQ  , et  nommons  a l’angle  \PAQ  ; les  triangles  rectangles 
GFI  et  AGI  donnent , * 


Gl  — P sin.  a. , fl  = P cos.  a , AG 1 ~ AI" 
, R1  = P‘  -+-  Q’  -1-  iPQ  cos.  «; 

GI  P sin.  a 

, tang.  RAQ  =2  — = 77—75 

0 Al  (,>•+-  P COS.  et 


7.  Trois  forces  P,  Q et  R,  dont  une  est  la  résultante  des  T.. r g 
deux  autres , peuvent  être  représentées  chacune  par  le  sinus  fa' 
de  l’angle  formé  par  les  directions  des  deux  autres. 

Car  les  quantités  FG  , AF  et  AG  , qui  représentent  ces 
forces  , formant  un  triangle  , on  a , 

FG  : AF  : AG  ::  sin.  RAQ  : sin.  AGF  : sin.  AFG; 
or,  sin.  AGF  — sin.  RAP , et  sin.  AFG  zsi  sin.  PAQ ; 
donc, 

fo  : af  : ao,  ou  p : ç : fl  ::  sin.  raq  : «in.  par  : sin.  paq. 

Il  suit  de  là  que  de  trois  forces  , dont  une  est  la  résultante 
des  deux  autres  , deux  quelconques  sont  réciproquement 
comme  les  perpendiculaires  abaissées  sur  leurs  directions  , 
d’un  point  pris  arbitrairement  sur  la  direction  de  la  troisième. 

b.  La  résultante  de  trois  forces  , P , Q et  S appliquées  à 
un  même  point  A , et  dont  les  directions  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan,  est,  pour  sa  quantité  et  sa  direction,  la  diago- 
nale du  parallélipipède  construit  sur  les  parties  des  directions 
de  ces  forces  qui  expriment  leurs  grandeurs  respectives. 
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Soient  AB,  AD,  et  AC  les  grandeurs  respectives  des 
forces  P , Q et  S , et  ABEDCM  le  parallélipipède  construit 
sur  ces  trois  droites.  La  résultante  r des  deux  forces  F et  Q 
est  représentée  par  la  diagonale  AE  ; et  à cause  que  EM  est 
égale  et  parallèle  à AC , A EMC  est  un  parallélogramme.  La 
diagonale  AM  de  ce  parallélogramme , ou  du  parallélipipède, 
représentera  donc  la  résultante  des  deux*  forces  r et  S,  ou 
celle  des  trois  forces  P , Q et  S. 

Si  les  directions  des  forces  P , Q et  S sont  rectangulaires, 

on  a , r’  — Q\  et  F=P‘  + Q‘+  5’. 

Q.  On  peut  toujours  décomposer  une  force  R , appliquée 
à un  point  A , en  trois  autres  forces  respectivement  paral- 
lèles à trois  droites  tirées  par  un  même  point  dans  l’espace. 

Prenons  AM  pour  représenter  la  force  R ; menons  par  le 
point  A , trois  droites  parallèles  aux  axes  donnés  , ces  trois 
droites  détermineront  trois  plans  ; conduisons  ensuite  par  le 
point  M trois  plans  respectivement  parallèles  aux  trois  pre- 
miers , ces  six  plans  formeront  un  parallélipipède  dont  AM 
sera  la  diagonale  , et  dont  les  arêtes  contiguës  au  point  A 
seront  les  composantes  cherchées. 

Dans  le  cas  où  le  parallélipipède  est  rectangle  , si  on  joint 
le  point  M avec  les  points  B , D et  C , et  si  on  désigne  par 
a , £ et  y les  angles  que  la  diagonale  AM  fait  avec  les  arêtes 
AB,  AD  et  AC,  les  triangles  rectangles  ABM,  ADM  et 
A CM  donneront , 

P — R cos.  a , Q =:  R cos.  /S , et  S — R cos.  y ; 

d’où  l’on  voit  que  l’action  d’une  force  R , estimée  suivant 
une  direction  donnée,  se  trouve  en  multipliant  cette  force 
par  le  cosinus  de  l’angle  qu’elle  forme  avec  la  direction  donnée. 

Si  l’on  ajoute  les  quarrés  des  trois  dernières  équations  , eu 
observant  que 

R3  — P3  ~h  Q'  ■+■  S3 , 

on  obtient , cette  relation  déjà  démontrée  au  n°.  3o3  ( Géom . 
Analy.~) 

i = cos\  a cos1.  /S  -j-  cos\  y. 

XO.  Pour  trouver  la  résultante  de  plusieurs  forces  appli- 
quées à un  même  point , suivant  des  directions  quelconques, 
on  décomposera  chaque  force  en  trois  autres , dirigées  sui- 
vant trois  axes  rectangulaires  tirés  par  ce  point , en  la  mul- 
tipliant successivement  pur  le  cosinus  de  l’angle  qu’elle  fait 
avec  chacun  de  ces  axes  ; on  fera  une  somme  de*  forces  qui 
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agissent  suivant  chaque  axe , et  on  n’aura  plus  que  trois 
forces  perpendiculaires  entre  elles  : en  les  désignant  par 
X , Y , Z , et  leur  résultante  par  R , on  aura  , 

R — V'x'  4-  r*  + Z’. 

Nommons  <p  l’angle  que  R fait  avec  sa  projection  sur  le 
plan  de  X et  de  Y , et  4 l’angle  que  cette  projection  fait 
avec  la  force  X ; la  direction  de  R sera  déterminée  par  le» 
formules  , 

Y 

tang.  4 =3  — -,  et  tang.  9 = .. 

-*  -+-  i » 

1 1 . Si  les  forces  appliquées  à un  même  point , et  situées 
clans  des  plans  différens , ne  sont  qu’au  nombre  de  trois , 
telles  que  P,  Q et  S ; en  désignant  par  a,  b , c les  angles 
que  ces  forces  font  deux  à deux  , et  se  rappelant  que  le  cosi- 
nus de  l’angle  que  forment  entre  elles  deux  droites  est  égal 
à la  somme  des  produits  des  cosinus  des  angles  que  ces  deux 
droites  font  avec  chaque  axe  ( n°.  3o3  , Géorrt.  analy.  ) , on 
trouvera  , en  suivant  le  procédé  ci-dessus  , 

R'  — P' -y-  Q1 4-S1  4-  2PQcos.  «4-  7.PS  cos.  64-  2QS  cos.c. 

1 2.  Lorsque  les  forces  P , Q , S , T , etc.  appliquées  , sui- 
vant des  directions  quelconques  , à un  même  point  matériel 
libre  , se  détruisent  mutuellement,  la  résultante  de  toutes  ces 
forces  est  nulle  ; on  a donc  , 

Vx*  Hh  J'1  + Z!  = o ; 

ce  qui  exige  qu’on  ait , 

X = o , Y — o , et  Z — o. 

l5.  La  résultante  de  deux  forces  parallèles  P et  Q , qui  Fig.  jj, 
agissent  dans  le  même  sens,  est  parallèle  aux  directions  de 
ces  forces,  est  égale  à leur  somme  ; et  les  distances  de  la 
direction  de  cette  résultante  à celles  des  forces  , sont  récipro- 
quement proportionnelles  à ces  forces.  . 

Supposons  les  forces  entre  elles  comme  AM  et  BI , appli- 
quées perpendiculairement  à la  droite  inflexible  AB  ; on 
peut , sans  changer  la  résultante  de  ces  deux  forces  , appli- 
quer à la  droite  AB  deux  forces  AH  et  BK  égales  et  con- 
traires dans  la  direction  AB.  Construisons  les  rectangles 
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AHLM  et  NKBI\  la  résultante  des  deux  forces  P et  Q sera 
la  même  que  celle  des  forces  AL  et  BN.  Concevons  ces  deux 
dernières  forces  appliquées  à leur  point  de  concours  E , et 
représentées  par  EZ  et  EV ; abaissons  EC  perpendiculaire 
à AB , et  construisons  les  rectangles  EGZT  et  EDVO.  La 
Résultante  des  deux  forces  P et  Q sera  encore  la  même  que 
celle  des  quatre  forces  EG  , ED , ET  et  EO  : or  les  deux  pre- 
mières sont  égales  et  contraires  ; il  ne  reste  donc  , pour  for- 
mer la  résultante,  que  les  deux  forces  ET  et  EO  qui  agissent 
dans  le  même  sens  suivant  AC , et  qui , par  conséquent  se 
réduisent  à une  seule  égale  à leur  somme  ou  à f'  + Q,  puis- 
que ET  = AM , et  que  EO  — Bl. 

Les  triangles  semblables  EZT  et  EAC  donnent  : 

ET  : EC  ::  ZT  : AC ; 

les  triangles  semblables  EOV  et  ECB  , donnent  de  même 
EC  : EO  ::  CB  : OV-, 

multipliant  ces  deux  proportions , on  a , à cause  de  ZT Z=.OV, 

ET  : EO  ::  BC  : AC ; 
ou,  P : Q ::  BC  : AC  ; 

ou , après  avoir  tiré  la  droite  quelconque  B F , 

P : Q ::  BY  : YF. 

Fig.  1 1.  Donc , pour  trouver  la  résultante  de  deux  forces  parallèles 
P et  Q , qui  agissent  dans  le  même  sens , il  faudra  couper 
leurs  directions  par  une  droite  quelconque  BF;  et  faisant  B F 
= a et  FY  — x , la  résultante  R de  ces  deux  forces  sera 
déterminée  par  les  deux  formules  , 

R — P + Q,  et  * = — ^ — 

' v V + q 

Si  la  force  Q agissait  en  sens  contraire  de  la  force  P , on 
changerait  son  signe  , et  ces  deux  formules  deviendraient, 

R — P — <? , et*  = -=^-. 

Dans  ce  dernier  cas  , si  on  a P > Q , la  quantité  x sera 
négative,  et  devra  être  portée  de  P en  Y' , et  la  résultante 
agira  dans  le  même  sens  que  P.  Si  au  contraire  on  a Q > P, 
x sera  positive  et  plus  grande  que  FB , la  résultante  passera 
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vers  Y11 , et  agira  dans  le  sens  de  la  force  Q. 


La  proportion  P : Q ::  BY  : VF  donne  aussi, 

P + Q,  ou  R : P : Q ::  BF  : BY  : YF-, 

d’où  l’on  voit  que , si  on  coupe  les  directions  de  deux  forces 
parallèles  et  de  leur  résultante  par  une  droite  quelconque, 
chacune  de  ces  forces  pourra  être  représentée  par  la  partie 
de  cette  droite  interceptée  par  les  deux  autres. 

• 

l4.  S’il  s’agit  de  décomposer  une  force  R en  deux  autres 
P et  Q,  qui  lui  soient  parallèles  , et  dont  l’une  P soit  donnée  , 
ainsi  que  son  point  d’application  F ; l’autre  composante  sera 
donnée  par  les  formules  , 

P FY 

Q = R — P,  et  YB  = — 

v ’ h— p ' 


Si  on  voulait  décomposer  une  force  R en  deux  forces  qui 
lui  fussent  parallèles , et  qui  fussent  appliquées  aux  points 
donnés  F et  B,  oa  prendrait, 


P 


R . rR 


BF 


* 


et  Q = 


R . Fr 
BF 


l5.  La  résultante  de  plusieurs  forces  parallèles  P,  Q, 
S , etc.  situées  ou  non  dans  un  même  plan , est  égale  à la 
somme  de  ces  forces , en  leur  donnant  «Us  signes  convenables. 

Car  les  forces  P et  Q étant  parallèles  , leur  résultante  r est 
parallèle  à ces  forces  , et  l’on  a r — P Q-,  r et  S étant  pa- 
rallèles à P sont  parallèles  entre  elles , leur  résultante  R est 
parallèle  à ces  forces  , et  on  a R — r -f-  S , 

ou  , R — P -l-  Q -f—  S. 

La  direction  de  R se  trouve , en  joignant  les  points  d’ap- 
plication.de  P et  Q par  une  droite  qu’on  partage  en  raison 
inverse  de  ces  forces  ; on  joint  «je  point  de  division  avec  le 
point  d’application  de  5 par  une  seconde  droite  qu’on  par- 
tage encore  en  raison  inverse  des  forces  r et  5,  et  le  second 
point  de  division  est  le  point  d’application  de  R. 


\ 
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Des  momens,  de  leur  usage  dans  la  compositiori 

des  forces , et  des  équations  de  l équilibre. 

l6-  On  appelle  moment  d’une  force,  le  produit  de  cette 
force;  par  la  distance  de  sa  direction  à un  point , à une  droite 
ou  à un  plan. 

Le  moment  de  la  résultante  de  deux  forces  parallèles  , par 
rapport  à un  point  quelconque  pris  dans  le  plan  de  ces  forces, 
est  égal  à la  somme  des  momens  de  ces  forces. 

Tig.  n.  jyun  point  quelconque  A , pris  dans  le  plan  des  forces  pa- 
rallèles P et  Q , tirons  AD  perpendiculaire  aux  directions 
de  ces  forces  et  de  leur  résultante  R.  Le  point  C d’application 
de  cette  résultante  doit  être  situé  de  manière  qu’on  ait , 

P . BC  =zQ.  CD  -, 

mais  BC  — AC  — > AB  , et  CD  zn  AD  — AC  ; substituant 
ces  valeurs  dans  l’équation  précédente , et  rassemblant  tôus 
les  termes  multipliés  par  A C , on  aura  ( P -j-  Q ) . AC  , 
ou  R . AC  z=.  P . AB  -+-  Q . AD  ; ou , en  désignant  par  r t 
p et  q les  distances  AC , AB  et  AD , 

Rr  = Pp  + Qq. 

Si  une  des  forces  agissait  en  sens  contraire  des  autres  , 
il  faudrait  changer  son  signe , ainsi  que  celui  de  sa  distanee 
au  point  A,  si  la  direction  de  cette  force  était  située  de  l’autre 
«ôté  de  ce  point. 

17.  Le  moment  de  la  résultante  de  plusieurs  forces  paral- 
lèles situées  dans  un  même  plan,  par  rapport  à un  point 
quelconque  de  ce  plan,  est  égal  à la  somme  des  momens  de 
ces  forces , en  donnant  aux  forces  et  aux  distances  des  signes 
convenables. 

Car,  si  U est  la  résultante  des  deux  forces  P et  Q , et  « sa 
distance  au  point  A , on  vient  de  voir  qu’on  a , 

Uu  = Pp  + Qq. 

Soit  S une  troisième  force,  et  R la  résultante  de  S et  Uf 
ou  trouve  de  la  même  manière  , 

Rr  Uu  -f-  Ss  ; 

Ct  ajoutant  ces  équations  , il  vient , 

Rr  z=  Pj>  -f-  Qq  -f.  Ss. 


\ 


Digitized  by  Google 


SBCANIQrE.  465 

La  résultante  d’un  nombre  quelconque  de  forces  parallèles, 

«dirigées  dans  un  même  plan , est  donc  déterminée  par  les 
équations  suivantes  : 

B — P + Ç -J-  <S  *{-  etc. 

r Pp+Qq  + Ss 

P + Q + S 

Observons  qu’on  ne  troublerait  pas  l’égalité  Rr  — Pp 
+ <&  + Ss  en  multipliant  toutes  les  forces  , ou  toutes  les 
distances  par  un  même  coefficient  ; d’où  il  suit  que  la  droite 
AD  peut  n’étre  pas  perpendiculaire  aux  directions  des  forces. 

ï 8-  Concevons  maintenant  une  quatrième  force  T , égale 
et  directement  opposée  à la  résultante  des  forces  P , Q et  S ; 
il  y aura  équilibre  entre  les  quatre  forces  P , Q , S et  T,  et 
l’on  aura  R — — T , Rr  — Tt;  substituant , au  lieu  de 
R et  de  Rr  leurs  valeurs , on  obtiendra,  pour  les  conditions 
de  l’équilibre  de  plusieurs  forces  parallèles  situées  dans  un 
même  plan  et  appliquées  à un  corps  libre  , les  équations  sui- 
vantes : 

P+q+S+T=o 
Pp  Qç  — f—  «ît  "I"  Pt  o, 

1 

les  momens  étant  pris  par  rapport  à un  point  quelconque  du 
plan  des  forces. 

Si  le  point  A du  système  est  fixe  , et  si  les  forces  P,  Q et  S 
sont  en  équilibre , la  résultante  R n’étant  pas  nulle , devra 
être  appliquée  à ce  point  pour  y être  détruite , et  l’équation 
de  l’équilibre  dans  ce  cas , à cause  que  r z=.  o , sera  ,j 

Pp  -i-Qq  + S . s + etc.  rr  o , 
les  momens  étant  pris  par  rapport  au  point  fixe  du  système.’ 

I Q.  Le  moment  de  la  résultante  de  plusieurs  forces  qui 
ont  des  directions  quelconques  dans  un  même  plan , par  rap- 
port à un  point  quelconque  de  ce  plan , est  égal  à la  somme 
des  momens  de  ces  forces.  • 

Soit  R la  résultante  des  forces  P,  Q et  S ; tirons  par  le  Fig.  *5- 
point  quelconque  A , une  droite  AX,  qui  rencontre  les  direc- 
tions de  ces  forces  et  celle  de  leur  résultante,  respectivement  aux 
points  B , C , D et  £ ; désignons  par  * , /3,  > et  les  angles 
XJBP  , XCQ , etc.  que  les  directions  des  forces  font  avec  l’axe  ■/ 
Mécanique.  3o 
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Fig.  i3.  AX , et  par  p , q , s , r les  distances  des  directions  des  force* 
an  point  A ; concevons  chaque  force  appliquée  au  point  où 
sa  direction  rencontre  AX , et  décomposons-la  en  deux 
autres  , l’une  dirigée  suivant  AX,  et  l’autre  perpendiculaire 
à cet  axe  : ces  dernières  étant  parallèles  , et  ayant  El  pour 
• résultante  , on  a par  le  théorème  précédent , 

El . AE  = BG . AB  -f-  CH . AC  + DL . AD  ; (a). 

mais  les  triangles  semblables  ElU  et  ATE  donnent  El  : EU 
::  AT  : AE , ou  El . AE  = EU . AT  ~ Rr.  On  prouverait 
de  même  que  BG  . AB  = Pp , CH . AC  = Qq , et  DL 
. AD  — Ss.  Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (a)  , 
elle  devient , 

Rr  ss  Pp  -f-  Qq  + Ss  + etc.  (i). 

Les  valeurs  trigonométriques  des  forces  qui  entrent  dans 
l’équation  (a) , calculées  au  moyen  des  angles  a, , fi , y et  , 
ainsi  que  les  situations  de  ces  forces  à l’égard  du  point  A , 
détermineront  les  signes  qu’on  doit  donner  aux  termes  de 
l’équation  ( b ). 

Lorsque  la  résultante  R passe  par  le  point  A , on  a r — o , 
et  l’équation  précédente  devient , 

Pp  + Q?  + Ss  — ° ; 

d’où  l’on  voit  que  la  somme  des  momens  de  plusieurs  forces 
situées  dans  un  même  plan  est  nulle  , par  rapport  à un  point 
quelconque  de  la  direction  de  leur  résultante. 

Si  les  forces  P , Q et  S sont  appliquées  aux  extrémités  des 
perpendiculaires  abaissées  du  point  A sur  leurs  directions, 
et  si  l’on  suppose  que  le  système  des  perpendiculaires  est 
invariable  et  ne  peut  que  tourner  autour  du  point  A , les 
forces  dont  les  momens  sont  positifs  tendent  à faire  tourner 
dans  un  même  sens  , tandis  que  celles  dont  les  momens  sont 
négatifs  , tendent  à faire  tourner  en  sens  contraire , et  le  sens 
dans  lequel  le  système  tend  à tourner  dépend  du  signe  de  Rr. 
On  peut  employer  cette  considération  pour  déterminer  les 
signes  des  momens  des  forces. 

20.  La  résultante  des  forces  qui  agissent  suivant  AX, 
étant  représentée  par  X , et  celle  des  forces  perpendiculaires 
au  même  axe  par  Y , on  a , , 

X — P cos.  a -j-  Q cos.  fi  -J-  S cos.  y -4-  etc.  (c) 

Y — P gin.  a.  + Q sin.  /3  -J-  «S  sin.  y + etc*  (*0 
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et  la  résultante  R des  forces  P , Q et  S , ou  des  deux  forces 
X et  Y , est  déterminée  de  grandeur  et  de  direction  par  les 
formules  , 

R — V X1  -+-  Y\  r = + . 

R 

et  tang.  / = 

Si  l’on  applique  au  système  des  forces  P,  Q et  S , une  force 
T égale  et  directement  opposée  à R , il  y aura  équilibre  entre 
P , Q , S et  T.  Décomposons  cette  dernière  en  deux  autres  , 
l’une  dirigée  suivant  l’axe  AX , et  l’autre  perpendiculaire  à 
cet  axe  ; elles  seront  égales  et  directement  opposées  aux  forces 
X et  V,  et  l’on  aura  X = — T cos.  <f  , et  Y — — T sin. 
on  a d’ailleurs  Rr  = — Tt.  Substituant  dans  ces  égalités  , 
au  lieu  de  X , Y et  Rr  , leurs  valeurs  données  par  les  équa- 
tions (c)  , ( d) , (b)  , on  aura  pour  les  équations  de  l’équilibre 
entre  les  forces  P , Q,  S , T situées  dans  un  même  plan. 

P cos.  * 4"  Q cos.  0 + s cos.  y + T cos.  I = o 

P sin.  a 4"  Q sin.  0 -J-  *S'  sin.  7 -j-  T sin.  = o 
P p ■+•  Qq  -J-  Sf  •+-  Pt  o; 

Dans  la  dernière  de  ces  trois  équations , les  momens  sont 
pris  par  rapport  à un  point  quelconque  du  plan  des  forces. 

S’il  y a un  point  fixe  dans  le  système  des  points  d’appli- 
cation des  forces , il  faut  pour  l’équilibre  que  la  résultante 
passe  par  ce  point , ou  que  r = o , ce  qui  donne  seulement , 

Pp  + Qç  + Ss  -+-  etc.  ~ o. 

On  peut  donner  une  autre  forme  à cette  dernière  équation  » 
en  concevant  chaque  force  décomposée  à son  point  d’appli- 
cation en  deux  autres , l'une  parallèle  et  l’autre  perpendicu- 
laire à l’axe  AX  ; représentons  par  x et  y'  les  coordonnées 
du  point  d’application  de  P,  et  par  X1  et  Y1  ses  compo- 
santes parallèles  aux  axes  : X'y'  et  Y1  x'  seront  les  momens 
des  forces  X'  et  Y'  par  rapport  au  point  A ; et  à cause  que 
ces  forces  tendent  à faire  tourner  en  sens  contraire  autour 
de  ce  point , le  moment  de  leur  résultante  P est  égal  à la 
différence  des  momens  des  composantes  ; on  a donc , x 

Pp  = X'y 1 - Y'x'  ; 

pareillement , 

Qq  = X"y>  — Y'x" , et  Sss=  X"iy"'  — r'"x ; 

3o* 
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substituant  ces  valeurs  dans  l’équation , 

Pp  — Qq  -{-  Ss  •)-  etc.  O 9 

elle  devient , 

X'y<  — r>x'  -f-  X»j”  — Y’ix"  -f  Xi"yîn  — Y,"x,n  —<k 


tig.  ri.  21.  te  moment  de  la  résultante  de  plusieurs  forces  paral- 
lèles , non  situées  dans  un  même  plan,  par  rapport  à un  plan 
parallèle  aux  directions  de  ces  forces , ou  par  rapport  à une 
droite  tirée  dans  un  plan  perpendiculaire  à ces  forces , est  égal 
à la  somme  des  momens  de  ces  forces. 


Soient  rtZ  èt  AX  deux  plans  , l’un  parallèle  et  l'antre  per- 
pendiculaire aux  directions  des  forcés  P,  Q et  S.  L’intersec- 
tion AM  de  cés  plans  sèra  une  droite  quelconque  tirée  dans 
le  plan  AX ; supposons  que  U est  la  résultante  des  forces  P 
et  Q , que  R est  celle  des  forces  S et  IZ,  et  que  les  directions 
des  forces  P,  Q , U,  S et  R rencontrent  le  plan  AX  respec- 
tivement anx  points  C,  D-,  E , G et  P;  abaissons  de  ces 
points  des  perpendiculaires  sur  AM , et  désignons  ces  perpen- 
diculaires par  p , q,  u,  s èt  r;  tirons  la  droite  DEC , et  pro- 
longeons-la  jusqu’à  ce  qu’elle  rencontre  en  B la  droite  AM , 
ou  le  plan  AZ.  Cela  posé , le  point  B étant  dans  le  plan  des 
forces  P et  Q , on  a par  rapport  à ce  point  -, 

U . BE  = P . B C + Q . BD  i 


Etais  on  peût,  aux  trois  distances  BE , BC  et  BD , substituer 
les  perpendiculaires  u,p  et  q qui  leur  sont  proportionnelles ^ 
et  l’équation  précédente  devient , 

Uu  zz:  P p -j-  Qq. 

On  démontrerait  dé  la  même  manière  que  t 
Rr  — U if.  -4-  Ss , 

ajoutant  ces  équations , il  viendra , 

Rr  — Pp  -f-  Qq  -f-  Ss.  (x) 

Si  on  désigne  par  r' , p',  tf  et  s'  lés  distances  dés  mêmes 
forces  à une  droite  AM  , tirée  dans  le  plan  A X perpendicu-. 
iairement  à AM , on  trouvera  de  même  que  , 

R^Pp'  + Qq'+Ss1.  (jr) 

La  résultante  des  forces  parallèles  P > Q , S,  ma  située* 
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flan*  un  même  plan , est  donc  déterminée  par  les  trois  équa- 
tions suivantes  : 

P -h  Q -b  S (s) 

Pp  -t-  Qq  4-  Ss 
P -+-  Q -{-S 
Ppl+Qq'-i-Ss' 

P —J—  Q A. 

tes  deux  dernières  peuvent  être  multipliées  chacune  par  un 
même  coefficient  j d’où  l’on  voit  qu’on  peut  substituer  aux 
perpendiculaires  des  obliques  parallèles  entre  elles. 

Les  quantités  r et  r1  ne  changeraient  pas  de  valeurs , si  on 
multipliait  toutes  les  forces  par  un  même  coefficient , c’est-à- 
dire  si  on  substituait  aux  forees  P , Q,  S d’autres  forces  pa- 
rallèles entre  elles , et  qui  leur  fussent  proportionnelles. 

Lorsque  les  forces  P,  Q , S sont  égales , les  quantités  r et  r' 
expriment  les  distances  moyennes  respectives  des  forces  aux 
plans  AZ  et  AZ1 , ou  aux  droites  AM  et  AM1 . 

22.  Appliquons  au  système  une  force  T égale  et  directe- 
ment opposée  k R,  il  y aura  équilibre  entre  les  forees  P , Q\ 
S et  T , et  on  aura  R — — T , Rrzz:  — Tt,  et  Rr  ~ — Pi  - 
Substituant  dans  ces  équations,  au  lieu  de  R,deRr,  et  de 
Rr' , leurs  valeurs  données  par  les  équations  (z)  , (x)  et  (_y  ) » 
on  aura  pour  les  conditions  de  l’équilibre  des  forces  P , Q % 
S , T,  situées  dans  des  plans  différens , les  équations  sui- 
vantes : 

p 4.  Q 4-  s 4-  T = » 

Pp  Qq  ■+■  Pt  — o 

Pp I -j-  Qq1  4-  Ss>  + Ttr  =Z  CK 

S’il  y a dans  le  système  un  axe  fixe  AM,  autour  duquel  ce 
système  ne  puisse  que  tourner  , il  faudra  pour  l’équilibre  que- 
la  résultaute  passe  par  cet  axe , ou  qu’on  ait  r ss  o , ce  qui 
donnera , 

Pp  -J-  Qq  Ss  4"  etc.  = 

et  si  le  système  est  fixé  à un  de  ses  points  A , de  manière  » 
ne  pouvoir  que  tourner  autour  de  ce  point , il  faudra  , pour 
qu’il  y ait  équilibre , que  la  résultante  passe  par  ce  point , 
ou  qu’en  menant  par  ce  point  les  deux  axes  AM  et  AM1  % o» 


R = 
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ait  r — o et  P — o , ce  qui  donne  les  deux  conditions  sui- 
vantes : 


Pp  -j-  Qq  -j-  Ss  -J-  Tt  -J-  etc.  mz  o 
Pp1  Qq'  -j-  Ss1  -j-  Tt'  -f-  etc.  = o. 


2 0-  Soit  maintenant  un  nombre  quelconque  de  forcA 
P1,  P" , P111  , ayant  des  directions  quelconques  dans  l’es- 
pace , et  supposons  d’abord  qu’il  y a dans  le  système  un 
point  fixe  autour  duquel  ces  forces  sont  en  équilibre  ; leur 
résultante  devra  passer  par  ce  point.  Menons  par  ce  point 
trois  axes  rectangles , et  concevons  cette  résultante  décom- 
posée en  deux  forces,  l’une  dans  le  plan  x y,  et  l’autre 
perpendiculaire  à ce  plan  : ces  deux  dernières  forces  passe- 
ront aussi  par  le  point  fixe. 

Représentons  par  X' , Y'  et  Z 1 les  composantes  de  P1 , 
respectivement  parallèles  aux  axes  des  x , des  / et  des  z ; par 
x',yr  et  z'  les  coordonnées  du  point  d’application  de  P1  ; et 
supposons  d abord  ce  point  sollicité  par  deux  forces  F et  — V 
perpendiculaires  .au  plan  xy.  On  pourra  composer  — V avec 
X'  dans  un  plan  parallèle  au  plan  x z , il  en  résultera  une 
force  qui  rencontrera  le  plan  xy  en  un  point  dont  les  coor- 

X’e' 

données  seront  x'  -j — et  y'.  Concevons  cette  dernière 


force  appliquée  à ce  point , et  décomposée  en  deux  forces  pa- 
' rallèles , l’une  à l’axe  de  x et  l’autre  à l’axe  des  z ; celles-ci 
auront  encore  pour  valeurs  X1  et  — V,  Imaginons  ensuite  au 
■même  point  d’application  de  P1  deux  forces  égales  T et  — T 
perpendiculaires  aussi  au  plan  xy  ; on  trouvera  de  la  même 
manière  que  les  forces  Y'  et  — T peuvent  être  supposées  ap- 
pliquées , parallèlement  à leurs  directions , en  un  point  du 


yrgr 

plan  xy , dont  les  coordonnées  sont  x'  et  — — On  fera 


une  semblable  opération  sur  les  autres  forces  P11 , P,n  , etc. 
•Cela  posé  , les  forces  X1 , X"  , etc.  Yf  , Y " , etc.  situées  dans 
le  plan  xy  , et  dont  la  résultante  passe  par  l’origine,  donnent 
l’équation , 


X'y'  — Y'x'  + X"y"  — Y»x"  + etc.  = o ; 

et  les  forces  perpendiculaires  au  plan  xy,  et  dont  la  résultante 
passe  aussi  par  l’origine  , donnent , réductions  faites  , 

Z'x'  — ÏV  + Z»x"  — X"z"  + etc.  = o 
zy  — Y'z ' + Z" y"  - Yi'z'i  -j-  etc.  = o. 
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Le  point  fixe  est  sollicité  parallèlement  à chaque  axe  par 
la  somme  des  forces  parallèles  à cet  axe  ; donc , si  le  sys- 
tème est  libre  et  en  équilibre , on  doit  avoir  en  outre  les  trois 
équations  suivantes  , 

X<  + X " 4-  X"<  4-  etc.  — o 

Y'  4-  Y » 4-  Y'"  4-  etc.  = o 

Zr  4-  Z II  4-  Z"!  4-  etc.  = o ; 

l’origine  étant  placée  à volonté  en  un  point  quelconque  du 

système. 

De  la  pesanteur  et  des  centres  de  gravité. 

La  pesanteur  est  la  force  avec  laquelle  tous  les  corps 
abandonnés  à eux-mêmes  s’approchent  de  la  terre  , suivant 
des  directions  perpendiculaires  à sa  surface.  Son  intensité 
n’est  pas  la  même  à tous  les  points  de  la  surface  de  la  terre, 
car  on  sait  par  des  expériences  qu’elle  croît  proportionnelle- 
ment au  quarré  du  sinus  de  la  latitude,  depuis  l’équateur  où 
elle  est  la  plus  petite,  jusqu’au  pôle  où  elle  est  la  plus  grande: 
on  a reconnu  en  outre  qu’elle  diminue  suivant  la  raison  in- 
verse du  quarré  de  la  distance  du  corps  pesant  au  centre  de 
la  terre,  à mesure  qu’on  s’élève  sur  la  même  verticale.  Ce- 
pendant il  est  permis  de  supposer  que  toutes  les  parties  ma- 
térielles et  égales  d’un  corps  qui  occupe  peu  d’étendue  , ten- 
dent à descendre  avec  la  même  force  , et  suivant  des  directions 
parallèles  entre  elles. 

Le  poids  du  corps,  qui  est  la  résultante  de  toutes  ces 
forces , est  égal  à la  pesanteur  d’un  de  ses  points  matériels 
multipliée  par  leur  nombre  , c’est-à-dire  par  la  masse  du 
corps  ; d’où  l’on  voit  que  le  poids  d’un  corps  est  proportion- 
nel à sa  masse. 

Il  y a dans  chaque  corps  un  point  unique  par  lequel  passe 
constamment  la  direction  du  poids  de  ce  corps , quelle  que 
soit  sa  position  ; ce  point  s’appelle  centre  de  gravité.  On  dé- 
termine sa  situation  relativement  à trois  plans , en  divisant 
la  fomme  des  distances  de  tous  ses  points  matériels  à chacun  de 
ces  plans  par  le  nombre  de  ces  points,  et  chaque  quotient  ex- 
prime la  distance  du  centre  de  gravité  au  plan  correspondant. 

En  effet,  supposons  que  dans  une  position  quelconque  d’un  Fig.  x5. 
corps,  la  situation  du  point  G,  par  rapport  aux  trois  plans 
rectangulaires  XAY,  ZAY  et  ZAX , ait  été  déterminée  par 
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ce  procédé.  Concevons  le  poids  de  chaque  molécule  du  Corps 
décomposé  en  trois  forces  respectivement  perpendiculaires  à ces 
plans  : les  forces  perpendiculaires  à chaque  plan  seront  égales 
entre  elles  ; leur  résultante  sera  donc  autant  éloignée  âe  cha- 
cun des  autres  plans  que  le  point  G , et  passera  par  consé- 
quent par  ce  point;  les  trois  résultantes  se  réduiront  à une 
seule  force  verticale  appliquée  au  point  G , et  égale  au  poids 
du  corps. 

On  peut  donc  considérer  tout  le  poids  d’un  corps  comme 
réuni  à son  centre  de  gravité  , et  ce  point  étant  soutenu  , le 
corps  doit  demeurer  en  équilibre. 

25.  La  distance  du  centre  de  gravité  G d’un  corps  à cha- 
cun des  trois  plans,  étant  égale  à la  somme  des  distances  de 
ses  points  à ce  plan  divisé  par  le  nombre  des  points  de  ce 
corps  , ou  sa  niasse  , il  s’en  suit  que  le  produit  de  la  masse 
d’un  corps  par  la  distance  de  son  centre  de  gravité  à un  plan, 
ou  que  le  moment  d'un  corps  par  rapport  à un  plan , est  égal 
à la  somme  des  distances  de  ses  parties  élémentaires  au 
jnéme  plan. 

Donc  la  distance  du  centre  commun  de  gravité  de  plusieurs 
corps  à un  plan,  est  égale  à la  somme  des  momens  de  ces 
corps  divisée  par  la  somme  de  leurs  masses,  en  prenant  avec 
les  mêmes  signes  les  momens  des  corps  qui  sont  d’un  côté 
du  plan , et  avec  des  signes  contraires  les  momens  de  ceux 
qui  sont  de  l’autre  côté. 

Ainsi  pour  avoir  lccentre  de  gravité  d’un  système  quelconque 
de  corps,  il  faudra  déterminer  d’abord  le  centre  de  gravité  par- 
ticulier de  chacun  de  ces  corps  , prendre  la  somme  de  leurs 
momens  par  rapport  à trois  plans  rectangulaires , et  diviser 
chaque  somme  par  la  masse  du  système  ; les  quotiens  seront 
les  coordonnées  du  centre  de  gravité. 

Si  les  centres  de  gravité  particuliers  des  eorps  étaient  situés 
dans  un  des  trois  plans,  la  somme  des  momens  étant  nulle 
par  rapport  à ce  plan , le  centre  commun  de  gravité  se  trou- 
verait daus  ce  plan , et  il  suffirait  de  chercher  sa  distance  à 
chacun  des  deux  autres  plans,  ou  à leurs  traces  dans  le  plan 
des  corps,  c’est-à-dire  à deux  axes  rectangulaires  tirés  dans 
le  plan  des  corps. 

Lnfin,  si  ies  centres  de'  gravité  particuliers  des  corps  se 
trouvaient  sur  une  même  droite , la  somme  des  momens  des 
corps  étant  nulle  par  rapport  à celte  droite , le  centre  commun 
de  gravité  se  trouverait  sur  cette  droite  à une  distance  d’tm 
quelconque  de  ses  points  égale  à la  somme  des  momens  des 
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corps,  prise  par  rapport  à ce  point , divisée  par  la  somme  des 
masses. 

Lorsque  les  corps  qui  composent  le  système  sont  homo- 
gènes , ou  de  même  nature , on  peut , dans  les  expressions 
des  distances  du  centre  de  gravité  , substituer  aux  poids  ou 
aux  masses  des  corps  , les  volumes  de  ces  mêmes  corps , puis- 
que ces  volumes  sont  alors  proportionnels  aux  poids  ou  aux 
masses. 

36.  Le  centre  de  gravité  de  deux  poids  égaux  étant  au 
milieu  de  la  droite  qui  les  joint , il  s’en  suit  que  le  centre 
de  gravité  de  tout  corps  homogène  est  à son  centre  défiguré, 
s’il  en  a un  ; puisque  le  poids  total  de  ce  corps  peut  être  dé- 
composé en  un  nombre  de  paires  de  poids  égaux  , opposés  et 
également  distans  du  centre  de  figure. 

Donc  le  centre  de  gravité  d’une  droite  homogène  est  à son 
milieu  ; celui  du  contour  ou  de  l’aire  d’un  parallélogramme 
est  à l’intersection  de  ses  diagonales  ; le  centre  de  gravité 
de  la  circonférence  ou  de  l’aire  d’un  cercle  est  à son  centre  ; 
celui  de  la  surface  ou  du  volume  d’une  sphère  est  au  centre 
de  cette  sphère , etc. 

37.  Trouver  le  centre  de  gravité  du  contour  d’un  polygone. 

On  prendra  la  somme  des  momens  des  côtés  du  polygone 
par  rapport  à deux  axes  tirés  dans  son  plan , 011  divisera 
cette  somme  par  le  contour  du  polygone,  et  les  quotiens 
seront  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  cherché. 

28.  Trouver  le  centre  de  gravité  de  l'aire  d’un  triangle. 

Le  centre  de  gravité  de  l’aire  d’un  triangle  est  situé , à 
partir  du  sommet  d’un  de  ses  angles , aux  deux  tiers  de 
la  droite  menée  du  sommet  de  cet  angle  au  milieu  du  côté 
opposé. 

Soit  le  triangle  ABC , et  1 le  milieu  du  côté  BC.  Conce- 
vons l’aire  du  triangle  composée  d’élémens  parallèles  à BC\ 
le  centre  de  gravité  de  chacun  de  ces  élémens  étant  à son 
milieu,  se  trouvera  sur  la  droite  Al  ; le  centre  de  gravité 
du  système  de  tous  ces  élémens , ou  celui  de  l’aire  du  tri- 
angle sera  done  aussi  sur  Al.  Par  la  même  raison , ce  centre 
doit  se  trouver  aussi  sur  la  droite  CO  menée  au  milieu  du 
côté  AB  ; il  est  donc  au  point  d’intersection  G des  deux 
droite»  Al  et  CO  : or  en  menant  01,  cette  Jigne  est  paral- 


Fig.  16. 
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Fig.  16.  lè-le  à et  en  est  la  moitié,  et  les  triangles  semblable* 
OIG,  ACG  donnent, 

AG  : IG  ::  AC  : 01  ::  a : i; 
et  par  conséquent , 

AG  : Al  ::  a : 3. 

3Q.  Le  centre  de  gravité  de  l’aire  d’un  triangle , est  le 
même  que  celui  de  trois  points  massifs  égaux  situés  aux  som- 
mets des  trois  angles  de  ce  triangle. 

Car  le  centre  de  gravité  des  deux  points  B et  C est  au  mi- 
lieu 1 du  côté  BC.  Supposant  ensuite  les  masses  des  deux 
points  B et  C réunies  en  I , et  joignant  AI , cette  droite  est 
chargée  en  1 et  en  A de  deux  masses,  dont  la  première  est 
double  de  la  seconde;  le  centre  de  gravité  de  ces  deux  masses , 
ou. celui  des  trois  points  A , B,  C,  est  donc  deux  fois  plus 
proche  du  point  1 que  du  point  A ; il  est  donc  aux  deux  tiers 
de  la  droite  Al  à partir  du  point  A. 

5o.  La  distance  du  centre  de  gravité  de  l’aire  d’un  triangle 
à une  droite  tirée  dans  le  plan  de  ce  rectangle  , ou  à un  plan 
quelconque  , est  égale  au  tiers  de  la  somme  des  distances  des 
sommets  des  angles  de  ce  triangle  à celte  ligne , ou  à ce  plan. 

Substituons  à l’aire  du  triangle  trois  points  massifs  égaux 
placés  aux  trois  sommets  du  triangle  ; la  distance  du  centre 
,dc  gravité  de  ces  trois  points  à la  droite  ou  au  plan  , est 
égale  à la  somme  des  distances  de  ces  points  divisés  par  leur 
nombre. 

5 t . Trouver  le  centre  de  gravite  de  l’aire  d'un  polygone. 

On  décomposera  le  polygone  en  triangles,  dont  on  cher- 
chera les  centres  de  gravité  particuliers  ; on  prendra  la  somme 
des  momens  de  ces  triangles  par  rapport  à deux  axes  tirés 
dans  le  plan  du  polygone  ; on  divisera  chaque  somme  par 
l’aire  du  polygone,  et  les  quotiens  seront  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  cherché. 

32.  Trouver  le  centre  de  gravité  de  F aire  d’un  trapèze. 

On  joindra  les  milieux  des  deux  bases  par  une  droite  ; et 
on  prendra  sur  cette  droite,  à partir  de  la  plus  grande  base, 
une  quatrième  proportionnelle  à la  somme  des  deux  bases,  à 
cette  somme  augmentée  de  la  plus  petite  base , et  au  tiers  de 
la  droite  qui  joint  les  milieux  des  deux  bases. 
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Soit  le  trapèze  ACDB  : concevons  son  aire  composée  d’élé-  f ig.  17. 
mens  parallèles  aux  bases  ; la  droite  EH  qui  joint  les  milieux 
des  deux  bases , passe  par  le  milieu  de  chacun  de  ces  élc — 
mens  , et  par  conséquent  par  le  centre  de  gravité  de  leur 
système  oa  celui  du  trapèze.  Tirons  AE  et  DH , et  prenons, 
les  tiers  EF  et  HK  de  ces  dernières  lignes  ; les  points  F et  K 
sont  les  centres  de  gravité  respectifs  des  triangles  ACD  et 
ADB  ; le  centre  du  trapèze  est  aussi  sur  FK  , il  est  donc  au 
point  d’intersection  G des  denx  droites  EH  et  FK.  Menons 
FO  et  Kl  parallèlement  aux  bases  ; faisons  AB  — a , CD 
— b , EH—  c , et  HG  — x , nous  aurons  , 

FO=~,  1K  = OG  — ^-c  — x,  et  Gl—x ~c j 

or , à cause  des  triangles  semblables  FOG  et  G1K , bn  a , 

FO  : 1K  ::  OG  : IG-, 

substituant  dans  cette  proportion  au  lieu  de  chaque  terme  sa 
valeur  , on  trouvera  , 


La  droite  SG,  menée  du  sommet  S d’une  pyramide  trian-  Fig.  18. 
gulaire  au  centre  de  gravité  G de  sa  base,  passe  par  le  centre 
de  gravité  de  toute  section  abc  faite  par  un  plan  parallèle  à 
cette  base. 

Car  CG  rencontre  AB  à son  milieu  F , SF  rencontre  ab  à 
son  milieu  f , et  les  droites  CF  et  cf  étant  parallèles  et  situées 
■dans  le  plan  CSF,  sont  coupées  proportionnellement  en  G et  g\ 
donc  g est  le  centre  de  gravité  de  l’aire  de  la  section  abc. 

Il  en  serait  de  même  si  la  pyramide  avait  pour  base  un 
polygone  quelconque.  . . 

Soient  G , G'  et  G " les  centres  de  gravité  des  triangles  qui  Fig.  19. 
composent  la  base  ABEDC.  Les  droites  SG , SG',  et  SG" 
passent  par  les  centres  de  gravité  g,  g1  et  g11' des  triangles 
correspondons  de  la  section  ; et  si  K est  le  centre  de  gra- 
vité du  système  des  deux  triangles  ABC  et  BEC,  les  droites 
GG'  et  gg'  étant  parallèles  et  dans  le  plan  SGG',  sont  cou- 
pées proportionnellement  en  K et  /■  par  la  droite  SK  ; le 
point  / est  donc  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère  abcc. 

La  droite  SG"  passe  par  le  centre  de  gravité  g"  du  triangle 
ede  ; donc , si  H est  le  centre  de  gravité  du  système  du 
.quadrilatère  ABEC  et  du  triangle  EDC , les  droites  KG" 


r 
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et  Ag*,  étant  parallèles  et  dans  le  plan  SKG1' , sont  coupéeSt 
proportionnellement  en  H et  h par  la  droite  SH , et  par  con- 
séquent le  point  h est  le  centre  de  gravité  de  la  section  abcdc. 

33.  Le  centre  de  gravité  du  volume  d’une  pyramide  trian- 
gulaire, est  sur  la  droite  qui  joint  le  sommet  d’un  de  ses. 
angles  avec  le  centre  de  gravité  de  la  face  opposée  , aux 
trois  quarts  de  la  longueur  de  cette  droite , à partir  du  som- 
met de  l’angle. 

Tîj.  a*.  Soit  la  pyramide  ABCD.  Du  milieu  E de  BC , menons 
les  droites  ED  et  EA  ; prenons  les  tiers  EH  et  EK  de  ces 
lignes , les  points  H et  K seront  les  centres  de  gravité  res- 
pectifs des  faces  B CD  et  BAC.  Tirons  AH\  cette  droite- 
passant  par  les  centres  de  gravité  particuliers  de  toutes  les 
lames  élémentaires  parallèles  à B€D  , dont  on  peut  supposer 
que  la  pyramide  est  composée , contiendra  le  centre  commun, 
de  gravité  de  tous  ces  élémens  , ou  celui  de  la  pyramide  : ce- 
même  centre  doit , par  la  tnéme  raison se  trouver  sur  la 
droite  DK  ; il  ne  peut  donc  être  qu’au  point  G d’intersection 
des  deux  droites  AH  et  DK  qui  sont  situées  dans  le  plan 
AED.  Menons  KH , cette  droite  coupant  proportionnelle- 
ment les  lignes  ED  et  EA  est  parallèle  à AD , et  en  est  le 
tiers,  et  les  triangles  semblables  AGD  et  GHK  donnent, 

AG  : GH  ::  AD  : KH  ::  3 : i j. 
et  par  conséquent , 

AG:  AH  ::  3 : H. 

34-  Le  centre  de  gravité  d’une  pyramide  quelconque , est 
situé  aux  trois  quarts  de  la  droite  menée  du  sommet  de  la 
pyramide  au  centre  de  gravité  de  sa  base , à partir  du  som- 
met de  la  pyramide. 

Car  cette  droite  passant  par  les  centres  de  gravité  parti- 
culiers de  toutes  les  lames  élémentaires  parallèles  à la  base  , 
dont  on  peut  supposer  que  la  pyramide  est  composée , con- 
tiendra le  centre  de  gravité  du  système  de  ces  élémens  , ou  le 
centre  de  gravité  de  la  pyramide  ; et  si  aux  trois  quarts  de  kt 
hauteur , à partir  du  sommet , on  conçoit  un  plan  parallèle  à 
la  base , ce  plan  coupant  proportionnellement  tontes  les  droites 
menées  du  sommet  à la  base , passera  par  les  centres  de  gra- 
vité des  tétraèdres  qui  composent  la  pyramide.  Le  centre  de 
gravité  du  système  de  ces  tétraèdres  ou  celui  de  la  pyramide 
sera  donc  dans  ce  plan , et  par  conséquent  à l'intersection  de 
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plan  et  de  la  droite  menée  du  sommet  de  la  pyramide  au 
'centre  de  gravité  de  sa  base , c’est-à-dire  aux  trois  quarts  de 
'cette  dernière  droite. 

35-  Le  centre  de  .gravité  d’une  pyramide  triangulaire  , est 
le  même  que  celui  de  quatre  points  massifs  égaux  , situés  aux 
sommets  des  quatre  angles  de  cette  pyramide. 

Car  le  centre  de  gravité  des  trois  corps  placés  aux  trois 
angles  d’une  des  faces , est  le  même  que  celui  de  cette  face. 
Joignant  ce  centre  de  gravité  avec  le  quatrième  corps  par  une 
droite,  il  faudra,  pour  avoir  le  centre  de  gravité  des  quatre 
corps  , partager  cette  droite  en  raison  inverse  des  masses 
placées  à ses  extrémités  , ce  qui  se  fera  en  divisant  la  droite 
en  quatre  parties  égales  pour  en  prendre  trois , à partir  du 
quatrième  corps. 

distance  du  centre  de  gravité  d’une  pyramide  trian- 
gulaire à un  plan , est  le  quart  de  la  somme  des  distances 
des  sommets  de  ses  angles  à ce  plan , puisque  le  centre  de 
gravité  de  la  pyramide  est  le  même  que  celui  de  quatre  points 
massifs  égaux  placés  aux  sommets  des  angles  de  cette  pyra- 
mide. 

Donc  le  moment  d’une  pyramide  triangulaire , par  rapport 
à un  plan , est  égal  au  produit  du  volume  de  la  pyramide 
par  la  distance  moyenne  des  sommets  de  ses  angles  à ce  plan  ; 
d’où  l’on  voit  qu’on  peut  exprimer  la  position  du  centre  de 
gravité  d’un  polyèdre , au  moyen  des  coordonnées  des  som- 
mets des  angles  de  ce  polyèdre. 

36-  On  verra  aisément  que  les  corps  uniformes , tels  que 
les  prismes  et  cylindres , ont  leurs  centres  de  gravité  au  mi- 
lieu de  la  droite  qui  joint  les  centres  de  gravité  de  leurs 
bases  ; que  le  centre  de  gravité  de  la  surface  d’un  cône  droit 
entier  ou  tronqué  , à bases  parallèles , est  le  même  que  celui 
de  la  section  faite  par  un  plan  passant  par  l’axe  du  cône  ; que 
le  centre  de  gravité  d’un  cône  est  aux  trois  quarts' de  son 
axe , à partir  du  sommet  ; que  le  centre  de  gravité  d’un  cône 
tronqué  à bases  parallèles,  est  éloigné  d’un  point  de  l’axe 
d’une  quantité  égale  à la  différence  des  momens  du  cône  en- 
tier et  du  cône  retranché , par  rapport  à ce  point , divisée  par 
la  masse  du  tronc;  et  qu’enfin  pour  avoir  la  distance  du 
centre  de  gravité  d’un  cône  tronqué , creusé  cylindriquement 
et  concentriquement  à son  axe , tel  qu’un  canon , il  faut 

prendre  la  différence  entre  le  moment  du  cône  entier  et  la 
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somme  des  momens  du  cône  retranche  et  du  cylindre , et  divi- 
ser cette  différence  par  le  volume  du  corps. 


Fig.  ai. 


37.  Le  centre  de  gravité  d’un  arc  de  cercle  est  sur  le  rayon 
qui  passe  par  le  milieu  de  cet  arc,  à une  distance  du  centre 
qui  est  une  quatrième  proportionnelle  à la  longueur  de  l’arc  , 
à sa  corde  et  au  rayon. 

Soit  l’arc  de  cercle  AFB.  Le  rayon  CF  mené  au  milieu  de 
l’arc,  divise  cet  arc  en  deux  parties  symétriques,  et  passe  par 
le  centre  de  gravité  de  leur  système.  Concevons  cet  arc  par- 
tagé en  une  infinité  d’élémens,  tels  que  MN ; menons  le  dia- 
mètre LQ  parallèle  à la  corde  AB  ; abaissons  du  milieu  O de 
chacun  de  ces  élémens  une  perpendiculaire  OP  sur  le  dia- 
mètre. MN  Y OP  est  le  moment  de  l’élément  MN , par  rap- 
]>ort  au  diamètre  LQ  : or , en  menant  MI  parallèle  à la  corde 
AB  et  le  rayon  CO,  les  triangles  semblables  MN1  et  OPC 
donnent , * 

MN  : MI  ::  CO  : OP; 


donc  MN  X OP  ~ CO  X HK  ; d’où  l’on  voit  que  le  moment 
de  chaque  élément  est  égal  au  rayon  multiplié  par  la  projec- 
tion de  cet  élément  sur  la  corde  AB.  La  somme  des  momens 
des  élémens  par  rapport  au  diamètre  ZQ,  a donc  pour  expres- 
sion le  produit  du  rayon  par  la  corde  ; mais  la  somme  des 
momens  de  tous  les  élémens  est  égal  au  moment  de  l’arc  en- 
tier ; donc  si  CG  est  la  distance  du  centre  de  gravité  de  l’arc 
au  diamètre  LQ , on  a , 

CO.ABz=  AFB  . CG  ; 
ou  , AFB  : AB  ::  CO  : CG. 

Fig.  arj  38.  Le  centre  de  gravité  de  l’aire  d’un  secteur  circulaire, 
est  sur  le  rayon  mené  au  milieu  de  l’arc  du  secteur , à une 
distance  du  centre  , qui  est  une  quatrième  proportionnelle  à 
l’arc,  à sa  corde  et  aux  deux  tiers  du  rayon. 

Car , en  considérant  le  secteur  comme  composé  d’une  infi- 
nité de  triangles  égaux  qui  ont  leurs  sommets  au  centre , cha- 
cun de  ces  triangles  a son  centre  de  gravité  aux  deux  tiers 
du  rayon  mené  au  milieu  de  sa  base , et  l’aire  du  secteur 
peut  être  considérée  comme  distribuée  uniformément  sur  l’arc 
DIE  décrit  avec  un  rayon  CIcz  \ CF.  Le  centre  de  gravité  G 
du  secteur  étant  le  même  que  celui  de  ce  dernier  arc , on  aura 
par  ce  qui  précède , 

rn  _ CI  .DE  § CF.  AB 

~~  DIE  ~~  AFB  ' 
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5 Q.  Le  centre  de  gravité  de  l’aire  d’un  segment  de  cercle , Fig.  aî. 
est  sur  le  rayon  mené  au  milieu  de  l’arc , et  à une  distance  du 
centre  du  cercle  égale  au  douzième  du  cube  de  la  corde  divisé 
par  l’aire  du  segment. 

Soit  le  segment  AFBM.  Supposons  que  les  centres  de  gra- 
vité particuliers  du  segment , du  triangle  et  du  secteur,  sont 
respectivement  en  G , 1 et  K ; en  prenant  les  momens  de  ces 
figures  par  rapport  au  centre  , on  a , 


AFBM.  CG  = AFBC  . CK  — ABC  . CI ; 


or  AFBC  — AFB  .->CF,  CK  = 

1 AFB 

ABC  = AB.1-  CM , et  CI  =5  f CM, 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  des  momens , 
deviendra  : 


AFBM  . CG 

d’où  l’on  tire 


AB  ( ÇF * — CM1)  AB* 


CG  = 


h**' 

AFBM  ' 


elle 


40.  Le  centre  de  gravité  de  la  surface  d’une  calotte  sphé- 
rique est  au  milieu  de  son  axe.  " 

Car,  en  concevant  cette  surface  partagée  en  une  infinité  de 
zones  de  même  hauteur , par  des  plans  parallèles  à la  base  de 
cette  calotte , ces  zones  seront  équivalentes  et  chargeront  l’axe 
également  et  uniformément  ; leur  centre  commun  de  gravité 
ou  celui  de  la  calotte  sera  donc  au  milieu  de  l’axe. 

4 1 . Le  centre  de  gravité  d’un  secteur  sphérique  est  sur  son 
axe,  à une  distance  du  centre  de  la  sphère,  égale  aux  trois 
quarts  du  rayon  moins  les  trois  huitièmes  de  la  hauteur  de 
la  calotte. 

Concevons  le  secteur  composé  d’une  infinité  de  pyramides 
équivalentes , dont  les  sommets  soient  au  centre  de  la  sphère; 
chacune  de  ces  pyramides  aura  son  centre  de  gravité  aux  trois 
quarts  du  rayon  mené  au  centre  de  gravité  de  sa  base  , en 
sorte  qu’on  pourra  considérer  la  masse  du  secteur  comme 
distribuée  uniformément  sur  une  calotte  concentrique  à celle 
du  secteur,  et  dont  le  rayon  serait  les  trois  quarts  de  celui 
de  la  sphère;  le  centre  de  gravité  du  secteur  est  donc  au  mi- 
lieu de  l’axe  de  cette  calotte  concentrique.  Donc  si  r est  le 
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rayon  de  la  sphère , et  x la  hauteur  de  la  calotte  du  secteur» 
la  hauteur  de  la  calotte  concentrique  sera  J x,  et  la  distance 
de  la  base  de  cette  même  calotte  au  centre  de  la  sphère  étant 
| (/•  — x),  la  distance  du  centre  de  gravité  du  secteur  au 
centre  de  la  sphère  sera  donc  ï ( r — x)  | x =:  i r — \x. 

4.2.  Le  centre  de  gravité  du  segment  sphérique,  en  con- 
servant les  mêmes  dénominations , est  éloigné  du  sommet  de 
la  calotte  d’une  quantité  exprimée  par , 

Stx  — 3-r* 
iar — 43:  * 

En  effet , le  moment  du  segment  par  rapport  au  sommet  de 
la  calotte , est  égal  à la  différence  des  momens  du  secteur  et 
du  cône  : or  le  volume  du  secteur  est  | * r'x  , celui  du  cône 

est  k ( arx  — ar*  ) - ; la  distance  du  centre  de  gravité  du 

secteur  au  sommet  de  la  calotte  est  y r + 1 x ; celle  du  centre 
de  gravité  du  cône  est  j r i x ; la  différence  des  momens 
du  secteur  et  du  cône  sera  donc  , 

T ”**(7  ' + T*) 

“ ’ ("»-*■) >•+7*)' 

divisant  par  le  volume  du  segment  qui  est  1 x1  ( r — | x ) , et 
réduisant , on  trouvera  l’expression  ci-dessus. 


Usage  des  centres  de  gravité  pour  déterminer  les 
surfaces  et  les  volumes  des  solides  de  révolution. 


Fij.  34. 


43.  La  surface  qu’engendre  une  courbe  plane , en  tournant 
autour  d’un  axe  situé  dans  le  plan  de  cette  courbe , est  égale 
au  produit  de  la  courbe  génératrice  par  le  chemin  que  par- 
court son  centre  de  gravité. 

Soit  l’arc  AO  B qui  tourne  autour  de  l’axe  EF,  et  G son 
centre  de  gravité  ; concevons  cet  arc  partagé  en  une  infinité 
d’élémens  , tels  que  mm',  m1  rn11,  etc.  ; du  centre  de  gravité  G» 
et  du  milieu  de  chacun  de  ces  élémens  abaissons  sur  l’axe  les 
perpendiculaires  CG , U , iV , etc.  mm'  en  tournant  autour  de 
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EF  engendre ^unc  surface  exprimée  par  mm  .2t.  is , l’élé- 
ment m'm"  engendre  pareillement  une  surface  exprimée  par 
m'm".  2 t ts,  et  ainsi  des  autres;  en  sorte  que  la  surface 
entière  dg^évolution  est  égale  à la  somme  de  ces  produits. 
Appelant  donc  S cette  surface,  on  a , 

S — 2 t ( mm' . is  -f-  m'm"  . jY  -f-  etc.  ) ; 

mais  la  quantité  comprise  entre  les  parenthèses  est  égale  à 
AOB  . CG  ; donc  , 

S — AOB  . a t .CG. 

44 • I e «ol‘de  engendré  par  la  révolution  d’une  figure  Fi»'  a5- 
plane  autour  d’un  axe  situé  dans  le  plan  de  la  ligure,  est  égal  . 
au  produit  de  l’aire  génératrice  par  la  circonférence  décrite 
par  son  centre  de  gravité. 

Concevons  cette  ligure  partagée  en  une  infinité  d’élémens  , 
tels  que  rnn , mn  , etc.  de  même  hauteur  h , par  des  perpen- 
diculaires à l’axe.  Le  solide  engendré  par  la  révolution  de  rnn 
est  la  différence  des  solides  engendrés  par  rnk  et  nk  , et  est 
exprimé  par  - y'1),  en  désignant  par  y et  y les  rayons 

mk  et  nX  ; pareillement  le  solide  engendré  par  rnn  est  exprimé 
l\aT  11  J1  ( z z ) » z et  z étant  les  distances  des  points  rn'  et 

n à l’axe.  Donc,  si  on  nomme  Flesolitüe  entier  de  révolution, 
on  aura  , 

V—  * [Kr-/2)  ■+■  A (a3— z'1)  •+•  etc.] 

— 2t  (—  2 y ) -4-  h ) -f-etc.*]. 

Mais  la  totalité  des  quantités  multipliées  par  2»  est  la  somme 
des  morne  ns  de  tous  les  élémens  de  l’aire  génératrice  par  rap- 
port à l’axe , puisque 

* = W>  (^f)  = Kr-A  (y  +=> 

or  h{y  — y')  est  l’aire  de  l’élément  mn , et  est 

2 

la  distance  du  milieu  de  mn  à l’axe  on  peut  donc  à cette 
somme  de  momens  substituer  le  moment  de  l’aire  généra- 
trice par  rapport  au  même  axe,  ou  le  produit  D AOB. CG, 
donc, 

V = 2t  . AO  BD. CG  = AO  BD  , cir.  CG. 

Mécanique , * 3ï 
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<» 

CHAPITRE  II. 


DES  MACHINES. 


45-  Les  Machines  servent,  au  moyen  de  leurs  points  fixes 
ou  appuis,  à transmettre  avantageusement,  l’action  d’une 
puissance  motrice  à un  corps,  ou  poids  auquel  on  veut  im- 
primer un  certain  mouvement,  suivant  une  direction  déter- 
minée. La  puissance,  pour  cet  effet,  doit  surpasser  celle 
qui  pourrait  tenir  la  Machine  en  équilibre  : commençons 
donc  par  déterminer  la  grandeur  de  cette  dernière  force  dans 
chaque  Machine. 

De  l'équilibre  des  forces  qui  agissent  les  unes  sur 
les  autres  par  le  moyen  des  cordes. 

■ 

/,6.  Nous  supposerons  d’abord  les  cordes  sans  pesanteur 
et  réduites  à leurs  axes,  qui  seront  alors  des  lignes  parfai- 
tement flexibles  et  inextensibles. 

J jg-  26.  Soient  trois  cordons  AT , AF  et  AP , réunis  par  le  nœud 
A , et  F une  force  ou  puissance  appliquée  au  cordon  AF  qui 
retient  le  poids  P en  équilibre,  au  moyen  du  point  fixe  T , 
auquel  le  cordon  AT  est  attaché  ; et  proposons-nous  de  trou- 
ver les  conditions  de  l’équilibre. 

Décomposons  la  force  agissante  F,  représentée  par  AB , en 
deux  autres  forces,  dont  l’une  Al  soit  dirigée  au  point  d’ap- 
pui T,  et  l’autre  AM,  directement  opposée  au  poids;  ce  qui 
exige  que  les  trois  cordons  soient  dans  un  même  plan.  La 
première  AI  de  ces  deux  forces , sera  détruite  par  la  résis- 
tance du  point  fixe,  et  représentera  la  pression  exercée  sur 
ce  point,  eu  la  tension  T du  cordon  AT  ; et  la  seconde  AM 
sera  la  force  qui  devra  , pour  J’équilibre,  être  égale  au  poids  : 
on  aura  donc , 

F : P : T ::  AB  : AM  : Al, 

mais  ( n°.  7 ) , dans  ce  cas  , chacune  de  ces  trois  forces 
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est  représentée  par  le  sinus  de  l’angle  formé  par  les  direc- 
tions des  deux  autres , ce  qui  donne  les  deux  proportions 
suivantes  : 

T : P ::  sîn.  FA  P : sin.  T AF, 

F : P ::  sin.  T AM  : sin.  T AF. 

Si  la  corde  TAF  passe  dans  un  anneau  attaché  à l’extré-  a7- 
mité  du  cordon  AP,  la  force  P,  dans  le  ras  de  l’équilibre, 
doit  en  outre  diviser  l’angle  TAF  en  deux  parties  égales  , 
puisque  cette  force  se  trouvant  alors  disposée  de  la  même 
manière  à l’égard  des  directions  des  cordons  AF  cl  AT,  il 
n’y  aura  aucune  raison  pour  que  l’anneau  glisse  plutôt  d’un 
côté  que  de  l’autre;  les  deux  parties  TA  et  AF  de  la  corde, 
sont  donc  également  tendues  , et  l’on  a , 

F : P ::  sin.  ; TAF  ; sin.  TAF  i : a cos.  j TAF. 

4.7.  Pour  trouver  le  point  où  s’arrêterait  un  poids  P atta-  Fig- 
ché  à un  anneau  enfilé  par  une  corde  de  longueur  donnée,  et 
dont  les  extrémités  sont  retenues  aux  deux  points  fixes  T et 
F , donnés  de  position;  il  faut,  par  chacun  de  ces  points, 
mener  une  verticale  , et  de  ces  mêmes  points  comme  centres  , 
avec  un  rayon  égal  à la  longueur  de  la  corde , couper  la  ver- 
ticale opposée  en  IV  et  G;  l’intersection  A des  deux  droites 
TN  et  F G , sera  le  point  cherché. 

Parce  qu’en  menant  les  horizontales  MN  et  BH,  on  aura 
dans  les  triangles  égaux  TMN  et  FGH,  l’angle  T éggl  à 
l’angle  F,  et  par  conséquent  celui-ci  égal  à FNT,  et  AN— AF ; 
donc,  i°.  TAF  est  la  longueur  de  la  corde;  20.  la  direction 
AP  du  poids,  divise  l’angle  TAF  en  deux  angles  égaux, 
comme  étant  respectivement  égaux  aux  angles  T et  F. 

48-  Lorsque  la  force  P tient  l’anneau  en  équilibre,  on 
peut  regarder  le  point  de  l’anneau  en  contact  avec  la  corde, 
comme  un  point  fixe,  et  faire  abstraction  du  reste  de  l’an- 
neau ; et  il  suit  de  ce  qui  précède , que  si  deux  forces  tendent 
une  corde  appuyée  sur  un  point  fixe  , la  pression  sur  ce  point 
divise  en  deux  parties  égales  l'angle  formé  pur  les  deux  par- 
ties de  la  corde  qui  sont  alors  également  tendues. 

Donc  aussi  lorsque  deux  forces  se  font  équilibre  au  moyen 
d’une  corde  qui  embrasse  la  convexité  d’uu  polygone  ou 
d’une  courbe  quelconque,  la  pression  sur  le  sommet  de 
chaque  angle,  divise  cet  angle  eu  deux  parties  égales,  toutes 

3i* 
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les  parties  de  la  corde  sont  également  tendues,  et  les  deux 
forces  sont  égales. 

4y.  Soient  maintenant  plusieurs  nœuds  liés  entre  eux  par 
les  cordons  AB , BC , etc. , et  tirés  par  les  forces  P],  Q,  R,  S 
et  T;  et  supposons  qu’on  veuille  connaître,  dans  le  cas  de 
l’équilibre,  le  rapport  entre  deux  forces  quelconques  du  sys- 
tème , telles  que  P et  T. 

Les  nœuds  A , B , C , devant  être  en  équilibre,  et  n’assem- 
blant chacun  que  trois  cordons,  on  aura,  en  désignant  par 
m et  n , les  tensions  respectives  des  cordons  AB  et  BC,  les 
proportions  suivantes  : 


P : 

m 

y sin.  a : 

sin. 

b. 

m : 

n 

::  sin.  d : 

sin. 

c» 

n ; 

T 

::  sin.  f : 

sin. 

e> 

multipliant  ces  proportions  entre  elles,  il  vient, 

P : T siu.  a sin.  cl  sin ./•  sin.  b sin.  c sin.  c. 

Si  les  forces  Q,  R et  S étaient  des  poids,  le  polygone 
PABCT , et  les  trois  poids  seraient  dans  un  même  plan  ver- 
tical; en  effet,  le  plan  vertical  PAQB , est  le  même  que  le 
plan  vertical  ABRC , comme  ayant  la  droite  commune  et  non 
verticale  AB.  Ce  dernier  plan  , par  une  raison  semblable  , est 
3c  même  que  le  suivant  BCST.  Les  angles  a et  c , ainsi  que  ceux 
cl  etc,  étant  alors  supplémens  l’un  de  l’autre,  ont  le  même 
sinus,  et  la  proportion  ci-dessus  devient , 

P ; T sin./-; -sin.  b, 

laquelle,  en  menant  la  verticale  XZ  par  le  point  de  concours 
des  forces  P et  T , est  la  même  que  celle-ci , 

P ; T ::  sin.  g : sin.  h ; 

ce  qui  fait  voir  que  la  verticale  XZ  est  la  direction  de  la  ré- 
sultante des  forces  P et  T;  et  par  conséquent  aussi  celle  de 
la  résultante  de  tous  les  poids  qui  chargent  la  corde. 

5o.  Considérons  une  corde  pesante  comme  un  fil  chargé 
d’une  infinité  de  petits  poids  ; ce  fil  formera  un  polygone 
d’un  nombre  infini  de  côtés , ou  une  courbe  qui  sera  tonte 
entière  dans  un  plan  vertical  avec  les  deux  puissances  appli- 
quées à ses  extrémités , suivant  des  directions  tangentes  à 
ccttç  courbe  ; et  si  par  le  point  de  concours  de  ces  deux  lan- 
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gentes  on  élève  une  verlicale,  cette  droite  passera  par  le 
centre  de  la  corde,  sera  la  direction  de  la  résultante  des  deux 
puissances  qui  seront  en  raison  inverse  des  sinus  des  angles 
que  leurs  directions  formeront  avec  la  verlicale. 

Donc,  si  une  puissance  agit  sur  un  corps  ou  sur  une 
Machine  au  moyen  d’une  corde  pesante,  suivant  une  direc- 
tion qui  ne  soit  pas  verlicale,  la  corde  ne  transmettra  plei- 
nement l’action  de  cette  puissance,  qn’autant  que  la  verti- 
cale, menée  par  le  point  de  concours  des  tangentes  aux  ex- 
trémités de  la  courbe  décrite  parla  corde,  divisera  en  deux 
parties  égales  l’angle  formé  par  ces  deux  tangentes. 

5 1 • Une  corde  pesante  ne  peut  jamais  être  exactement  ten- 
due, si  ce  n’est  dans  une  direction  verticale. 

Car  le  poids  de  la  corde,  décomposé  en  deux  forces  di-  p;g  3^ 
rectemcnt  opposées  aux  deux  puissances  qui  la  rendent  et  la 
tiennent  en  équilibre,  est  représenté  par  le  sinus  de  l’angle 
formé  par  ces  deux  puissances  : or  le  poids  de  la  corde  n’é- 
tant jamais  nul , cet  angle  ne  peut  jamais  être  égal  à deux 
droits. 

Si  les  forces  qui  sollicitent  un  nœud  sont  au  nombre  do 
plus  de  trois  , après  avoir  décomposé  chacune  d’elles  en  deux 
ou  en  trois  autres  respectivement  parallèles  à deux  ou  à trois! 
axes  rectangulaires  , selon  que  les  cordons  sont  ou  ne  sont 
pas  dans  un  même  plan  , il  faudra  , pour  établir  l'immobilité 
du  nœud  , que  la  somme  des  forces,  parallèle  à chaque  axe, 
soit  égale  à zéro;  ce  qui  fait  voir  que  si  le  nœud  est  sollicité 
par  plus  de  trois  forces  dans  un  même  plan , et  par  plus  de 
quatre  forces  non  situées  dans  un  même  plan  , les  directions 
des  forces  étant  données , le  rapport  de  ces  forces  est  indé- 
terminé dans  le  cas  de  l’équilibre  ; et  si  on  regarde  les  extré- 
mités des  grandeurs  respectives  des  tensions  des  cordons,  à 
partir  du  nœud,  comme  un  système  de  points  , on  trouvera 
que  le  nœud  est  le  centre  de  gravité  du  système. 

Du  Levier. 

53.  Le  levier  est  une  verge  inflexible,  droite  ou  courbe, 
qu’on  suppose  ne  pouvoir  que  tourner  autour  d’un  point 
d’appui. 

Soit  une  puissance  F qui  sbutient  le  poids  P au  moyen  du  Fjg.  3,. 
levier  H AK,  dont  le  point  d’appui  est  en  A . Supposons  celte 
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puissance  appliquée  au  point  jS,  où  sa  direction  rencontre  la 
verticale  menée  par  le  centre  de  gravité  du  poids  ; tirons  la 
droite  B A au  point  d’appui;  prenons  B C pour  représenter 
la  puissance  F-,  construisons  sur  BC , comme  diagonale,  et 
sur  les  directions  BD  et  B A , le  parallélogramme  ÙCEB  ; ce 
qui  exige  que  les  forces  .F et  P,  et  le  point  d’appui  A,  soient 
dans  un  même  plan.  Nous  pourrons  substituer  à la  puissance 
F les  deux  forces  BE  et  BD  : or  BE  sera  détruite  par  la  ré  - 
sistance  de  l’appui,  et  BD  étant  directement,  opposée  au 
poids  P,  doit  lui  être  égale  pour  l’équilibre.  Prenons  BG 
— BD,  et  tirons  GE;  les  deux  droites  BG  et  CE  étant  égales 
et  parallèles,  BCEG  est  un  parallélogramme,  et  BE,  qui  est 
la  charge  de  l’appui  , est  la  résultante  des  deux  forces  F et  P; 
donc,  puisque  le  point  A est  sur  la  direction  de  cette  résul- 
tante, en  abaissant  les  perpendiculaires  Al  et  AM  sur  les 
directions  des  forces,  on  doit  avoir  : F . AM  — P . Al — o , 
ou, 

F : P ::  Al  : AM; 

c’est-à-dire  que  deux  puissances  qui  tendent  à faire  tourner 
un  levier  en  sens  contraires  et  qui  se  font  équilibre,  sont  en 
raison  réciproque  des  distances  de  leurs  directions  au  point 
d’appui. 

Si  l’on  joint  le  point  M avec  le  point  I par  la  droite  MI, 
les  triaugles  AMI  et  BCE  semblables,  à cause  que  le  quadri- 
latère A IBM  est  inscriptible  à un  cercle,  donneront  CE  : BE 
::  AM  : MI,  ou  en  désignant  par  C la  charge  de  l’appui , 

P :C  ::  AM  : MI. 

F‘g-  3a.  Le  levier  étant  droit,  si  les  puissances  ont  des  directions 
parallèles  , ces  puissances  sont , en  raison  réciproque  des  par- 
ties du  levier,  comprises  entre  l’appui  et  leurs  directions; 
puisqu’on  peut  substituer  au  rapport  des  perpendiculaires 
Al  et  AM,  celui  de  AH  a AK.  Ces  longueurs  se  nomment 
les  bras  de  levier  des  forces  qui  sont  appliquées  à leur  extré- 
mité ; quant  à la  charge  de  l’appui , elle  est  égale  à la  somme 
des  forces. 

Fiy,  33.  Lorsqu’une  force  F fait  équilibre  à un  poids  P,  on  peut  à 
cette  force  en  substituer  une  autre  F ' qui  lui  soit  parallèle  ,■  et 
qui  soit  appliquée  à un  point  K1  du  levier  , telle  que  l’on  ait, 

F:  F'  ::  AK'  : AK. 


Car  pour  l’équilibre  entre  F et  P,  on  a F . AK  “ P . AH , 
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et  pour  l’équilibre  entre  F'  et  P,  on  doit  avoir  F . AK' 
=zP.AH-,  donc  F.  AK  — F' . AK' , ou  f : P ::  AK'  : aK. 
Après  cette  substitution , la  charge  de  l’appui,  qui  était  P-f-  P, 

deviendra  F'  -f-  P ou  F.  -f-  P. 

.'7/i 

53.  On  distingue  ordinairement  trois  espèces  de  leviers, 
selon  les  situations  respectives  de  l’appui , du  poids  et  de  la 
puissance. 

Si  l’appui  est  entre  le  poids  et  la  puissance,  le  levier  est  de 
la  première  espèce,  et  la  puissance  est  d’autant  plus  petite 
que  le  poids,  que  son  bras  de  levier  est  plus  long  que  celui 
du  poids. 

Dans  le  levier  de  la  seconde  espèce,  le  poids  est  entre  l’ap- 
pui et  la  puissance,  celle-ci  est  toujours  plus  petite  que  le 
poids. 

Enfin  , le  levier  est ‘de  la  troisième  espèce  , lorsque  la  puis- 
sance est  entre  l’appui  et  le  poids  ; Ja  puissance  y est  toujours 
plus  grande  que  le  poids. 

Lorsqu’un  levier  est  sollicité  par  plusieurs  forces  situées 
dans  un  même  plan  avec  l’appui , ces  forces  11e  peuvent  être 
en  équilibre  qu’autant  que  leur  résultante  passe  par  le  point 
d’appui;  le  moment  de  cette  résultante,  et  par  conséquent  la 
somme  des  momens  de  toutes  les  forces,  par  rapport  au  jtoint 
d’appui , doit  être  égale  à zéro. 

Si  l’on  veut  avoir  égard  à la  pesanteur  du  levier , il  faut 
considérer  son  poids  comme  une  force  appliquée  verticale- 
ment à son  centre  de  gravité,  et  comprendre  son  moment  avec 
ceux  des  forces  appliquées  au  levier. 

5/i.  La  balance  est  un  levier  de  la  première  espèce,  qui 
sert  à peser  un  corps  avec  uu  corps  de  même  poids  ; les  bras 
de  levier  doivent  donc  être  égaux.  On  la  construit  de  manière 
à être  en  équilibre  lorsque  les  bassins  sont  vides,  et  si  l’on 
charge  ensuite  les  bassins  de  deux  poids  égaux,  l’équilibre 
devra  encore  subsister;  réciproquement  si  les  bras  de  le- 
vier sont  égaux,  et  si  les  poids' mis  dans  les  bassins  se  font 
équilibre,  les  poids  devront  être  égaux  , et  l’un  des  deux  fera 
connaître  l’autre. 

Lorsque  les  bras  de  la  balance  sont  inégaux,  les  poids  qui 
sont  en  raison  réciproque  de  leurs  bras  de  levier , sont  aussi 
inégaux  ; alors  il  faut  peser  le  corps  dont  on  veut  connaître 
le  poids  successivement  dans  chaque  bassin , et  prendre  une- 
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moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  poids  qui  ont  fait 
équilibre  à ce  corps. 

En  effet,  soient  m le  poids  inconnu  du  corps  à peser,  a et 
b les  bras  de  levier,  p et  q les  poids  employés.  Le  premier  , en 
équilibre  avec  le  corps  m , donne pa  — mb  ; et  le  second  , en 
équilibre  avec  le  corps  m placé  dans  l’autre  bassin,  doune 
<jb  — ma  ; multipliant  ces  deux  équations , on  trouve , 

m = Vpq- 

Un  autre  procédé  consiste  à mettre  le  corps  que  l’on  veut 
peser,  en  équilibre  avec  des  poids  quelconques;  à retirer  en- 
suite le  corps , qu’on  remplacera  par  des  poids  connus,  jus- 
qu’à ce  que  l’équilibre  soit  rétabli  : la  somme  de  ces  dernier* 
poids  représentera  exactement  le  poids  du  corps. 

55.  La  romaine  est  un  levier,  dont  les  bras  sont  inégaux, 
et  qui  sert  à peser  un  corps  attaché  au  plus  petit  bras , au 
moyen  d’un  poids  constant  qu’on  éloigne  suffisamment  de 
l’appui.  Onia  construit  de  manière  à être  en  équilibre,  indé- 
pendamment des  deux  poids  ; et  la  balance  étant  chargée  et 
en  équilibre,  si  la  distance  du  poids  constant  à l’appui  est 
double  ou  triple  de  celle  du  corps,  le  poids  de  celui-ci  est 
double  ou  triple  du  poids  constant. 

Des  Poulies  et  Mouffles. 


56.  Une  poulie  est  une  roue,  dont  la  circonférence  est 
creusée  en  gorge  pour  recevoir  une  corde  , et  qui  est  traver- 
sée par  un  boulon,  ou  axe,  porté  par  les  branches  d’une 
chape. 

Fig.  34.  La  poulie  est  fixe  quand  la  chape  est  attachée  à un  point 
fixe.  La  puissance  et  la  résistance  à vaincre  sont  appliquées  à 
la  circonférence  de  la  poulie,  au  moyen  d’une  même  corde 
qui  en  enveloppe  une  partie. 

Fig.  35.  La  poulie  est  mobile  quand  la  chape  est  liée  à la  résistance, 
et  se  meut  avec  elle. 

Dans  l’une  et  dans  l’autre,  lorsqu’il  y a équilibre,  les 
forces  appliquées  à la  corde  qui  passe  dans  la  gorge  de  la 
poulie,  sont  égales. 

Donc,  i°.  la  puissance  est  égale  au  poids  dans  l’équilibr® 
de  la  poulie  fixe,  et  cette  poulie  ne  sert  qu’à  changer  la  di- 
rection de  la  puissance. 
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1*.  La  force  F étant  appliquée  au  point  où  sa  direction  Fig.  364 
rencontre  celle  du  poids,  et  représentée  par  AB , si  on  la  dé- 
compose en  deux  forces,  dont  l’une  verticale  AC  soit  égale  à 
AB , on  a pour  l’autre  une  forge  AD , qui  divise  l’angle  F AP 
en  deux  parties  égales , et  qui  par  conséquent  passe  par  le 
centre  de  la  poulie  et  représente  la  charge  de  ce  centre  ; dé- 
signant donc  cette  charge  par  C , on  a , 

P : C ::  AC  : AD. 

Mais  si  l’on  tire  les  rayons  MO  et  OT  aux  points  où  les 
cordons  quittent  la  poulie,  et  la  soutendante  MI  de  l’arc  en- 
veloppé par  la  corde,  les  triangles  A BD  et  OMI  semblables, 
comme  ayant  les  côtés  perpendiculaires  chacun  à chacun, 
donnent  AB  ou  AC  : AD  ::  OM  : Ml-,  donc  aussi, 

P : C ::  OM  : Ml. 

Si  les  cordons  étaient  parallèles , on  aurait  C — iP. 

3°.  Dans  la  poulie  mobile,  le  poids  appliqué  au  centre  Flg*  ^7. 
doit  diviser  en  deux  parties  égales  l’angle  T AF  formé  par  les 
cordons  TM  et  FI,  sans  quoi  la  poulie  glisserait  le  long  de 
la  corde.  Supposons  donc  la  force  F,  représentée  par  AB, 
appliquée  en  A,  et  décomposée  en  deux  autres,  dont  l’une, 

A C zxz  AB  , soit  dirigée  au  point  fixe  T ; l’autre  AD  , divi- 
sera l’angle  T AF  en  deux  parties  égales,  sera  directement 
opposée  au  poids , et  devra  lui  être  égale  pour  l’équilibre  -, 
on  aura  donc  ; 

F : P ::  AB  : AD  -, 

ou , en  menant  les  rayons  OM  et  MI,  et  la  soutendante  Ml, 

F:  P ::  OM  : MI. 

• s • ^ 

Si  les  cordons  étaient  parallèles , on  aurait, 

F : P i : a. 

On  voit  donc  que,  dans  l’équilibre  de  la  poulie  fixe  ou  mo- 
bile, les  forces  tangentielles  sont  égales,  et  sont  chacune  à la 
force  du  centre,  comme  le  rayon  de  la  poulie  est  à la  souten- 
dante de  l’arc  enveloppé  par  le  cordon. 

57.  Lorsqu'une  puissance  soutient  un  poids  au  moyen  d’un  Fig.  3*. 
système  de  poulies  mobiles  embrassées  chacune  par  un  cor- 
don attaché,  d’une  part,  à un  point  fixe,  et  de  l’autre,  au 
centre  de  la  poulie  voisine , la  puissance  est  au  poids , comme 
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le  produit  des  rayons  des  poulies  mobiles  est  au  produit  des 

soutendantes  des  arcs  enveloppés  de  ces  poulies. 

Kn  effet,  soient  T et  7,/,  les  tensions  des  cordons  1K  et  LM-, 
r , r' , r11,  les  rayons  des  poulies  A,  B , <7;  s,  s1  et  s",  les 
soutendantes  des  arcs  enveloppés  ; on  a,  par  ce  qui  précède, 

F : T ::  r : *•; 

T : T'  ::  r'  : s'-, 

T>  : P ::  r»  : s". 

Multipliant  ces  proportions,  il  vient, 

F : P ::  r.r'.r"  : s.s'.s". 

Si  les  cordons  étaient  parallèles,  les  soutendantes  seraient 
doubles  des  rayons  corrcspondans  , et  on  aurait , en  désignant 
pur  n le  nombre  des  poulies  mobiles , 

F : P ::  i : a". 

F,S  3£*.  58.  Une  movffle  est  un  système  de  poulies  assemblées  dans 

une  même  chape,  sur  le  même  axe,  ou  sur  des  axes  particu- 
liers. On  employé  en  méme-tems  deux  mouffles,  l’une  est  at- 
tachée à un  point  fixe,  et  l’autre  est  liée  à la  résistance,  et  se 
meut  avec  elle;  toutes  les  poulies  des  deux  mouffles  sont  em- 
brassées par  une  même  corde  , dont  un  des  bouts  est  attaché 
à une  dés  deux  mouffles,  et  l’autre  est  tiré  par  la  puissance. 

Si  une  puissance  retient  un  poids  en  équilibre,  au  moyen 
des  mouffles,  la  puissance  est  égale  au  poids  divisé  par  la 
somme  des  cosinus  des  angles  que  font  avec  la  verticale,  les 
cordons  qui  vont  d’une  moufifle  à l’autre. 

Car  si  l’on  décompose  les  tensions  égales  de  ces  cordons,  cha- 
cune en  trois  autres  perpendiculaires  entre  elles,  et  dont  une 
soit  verticale,  il  n’y  aura  que  celles-ci  qui  produiront  l’équi- 
libre; leur  somme  devra  donc  être  égale  au  poids  : or,  cha- 
cunç  de  ces  dernières  forces  est  égale  à la  tension  de  la  corde, 
ou  à la  puissance  multipliée  par  le  cosinus  de  l’angle  que  le 
cordon  correspondant  fait  avec  la  verticale;  donc,  si  l’on  dé- 
signe ces  angles  par  a , a,  a",  la  puissance  par  F,  et  le  poids 
■>par  P,  on  aura , 
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S’il  y avait  n cordons  allant  d'une  mouffle  a l’antre,  et 
s’ils  étaient  parallèles,  on  aurait, 


n 


De  l'équilibre  dans  le  Tour , Treuil  ou  Cabestan. 

5f>  Le  tour  est  composé  d’un  cylindre  et  d’une  roue  qui 
ont  le  même  axe  , et  qui  sont  liés  solidement  l’un  à l’autre.  Fig'  4». 
La  puissance  appliquée  tangentiellement  à la  roue  , fait  tour- 
ner cette  roue  et  le  cylindre,  et  celui-ci  s’enveloppe  erimème- 
tems  de  la  corde  à laquelle  est  attaché  le  poids  qu’on  veut  ap- 
procher de  la  Machine. 

Au  lieu  d’une  roue,  on  peut  employer  des  leviers  implan- 
tés dans  le  corps  du  cylindre,  perpendiculairement  à son  axe; 
et  chaque  puissance  agit  à l’extrémité  d’un  de  ces  leviers. 

6o.  Dans  l’équilibre  du  tour , la  puissance  est  au  poids 
ou  à la  résistance , comme  le  rayon  du  cylindre  est  au  rayon 
de  la  roue. 

En  effet,  soit  ABC  une  section  de  la  roue,  faite  parle  Fig.  41. 
plan  perpendiculaire  à l’axe,  dans  lequel  se  trouve  la  direc- 
tion de  la  puissance  F ; DEC  une  section  du  cylindre,  faite 
par  un  plan  parallèle  à celui  de  la  roue  et  passant  par  le 
centre  de  gravité  du  poids  P.  On  pourra  supposer  ce  poids 
appliqué  à l'extrémité  du  rayon  horizontal  CE  de  cette  sec- 
tion. Menons  le  rayon  OA  au  point  d’application  de  la  puis- 
sance ; suivant  ce  rayon  et  l’axe  du  cylindre  conduisons  un 
plan , ce  plan  coupera  la  section  cylindrique  suivant  le  rayon 
CD.  parallèle  à AO;  tirons  la  droite  DO,  qui  rencontrera 
l’axe  en  G ; et  concevons  la  force  F décomposée  en  deux  forces 
T et  S,  qui  lui  soient  parallèles  et  soient  appliquées  aux  points 
D et  G ; nous  pourrons  supposer  que  le  poids  est  soutenu  par 
ces  deux  forces  ; or,  la  force  S passant  par  l’axe  du  cy- 
lindre, ne  tend  à produire  aucun  mouvement  de  rotation,  et 
ne  contribue  en  rien  à soutenir  le  poids  ; la  force  T fait  donc 
seule  équilibre  au  poids  ; et  à cause  que  l’angle  TDC  est  égal  à 
l’angle  droit  FO  A,  il  s’ensuit  que  TD  est  perpendiculaire  à DC ; 
de  plus  comme  les  forces  T et  P sont  dans  un  même  plan , 
on  peut  regarder  la  force  T comme  faisant  équilibre  au  poids 
P , au  moyen  du  levier  DCE , dont  l’appui  est  eu  C , et  dont 
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F>S-  41,  les  bras  sont  égaux  ; donc  T — P.  Mais  les  forces  T et  S étant 
lo6  composantes  parallèles  de  F,  on  a , 

F : T ::  CD  ; GO  ::  DC  : AO-, 
donc  aussi,  F : P ::  DC  : AO. 

Pour  trouver  la  charge  de  chacun  des  appuis , on  suppo- 
seravque  le  poids  est  appliqué  en  C,  et  on  le  décomposera  eu 
deux  forces  verticales,  passant  par  les  appuis  H et  K-  on 
considérera  ensuite  la  puissance  F comme  appliquée  en  A , 
parallèlement  à sa  direction  , et  on  la  décomposera  en  deux 
forces  qui  lui  soient  parallèles , et  passant  aussi  par  les  deux 
appuis  : alors,  abstraction  faite  du  poids  de  la  Machine,  on 
connaîtra  les  deux  forces  qui  sollicitent  chaque  appui  , et 
l’angle  que  ces  deux  forces  font  entre  elles  ; on  aura  donc  la 
grandeur  et  la  direction  de  la  pression  exercée  sur  chacun  des 
appuis. 

Il  reste  à prouver  que  les  forces  P et  /'peuvent  être  sup- 
posées appliquées  aux  points  C et  A de  l’axe,  parallèlement 
à leurs  directions. 

i°.  Les  deux  forces  T et  P se  faisant  équilibre  au  moyen 
du  levier  ECD,  dont  le  point  d’appui  est  en  C,  se  réduisent 
à une  seule  force  qui  passe  par  ce  point  ; donc  , si  on  con- 
çoit cette  résultante  appliquée  en  C,  et  décomposée  en  deux 
forces  T'  et  P' , respectivement  parallèles  à T et  P,  on  aura , 

P1  = P et  T'  = T. 

2°.  Les  deux  forces  T1  et  S étant  parallèles,  et  agissant  sur 
l’axe,  ont  une  résultante  F1  T'  — S — T — S — F,  qui 
rencontre  l’axe  en  un  point  distant  de  G,  d’une  quantité  x 
qu’on  trouvera  par  cette  proportion  : 

F'  : Tl  ou  F ; T ::  GC  : x; 

mais  F : T ::  GD  : GO ; 

ou  F : T ::  GC  : GA. 

En  comparant  la  dernière  proportion  avec  la  première,  on 
voit  que  x — GA  ; donc,  il  s’exerce  sur  l’axe,  au  point  C, 
une  force  verticale  égale  au  poids  ; et  au  point  A , une  force 
égale  et  parallèle  à F. 

La  proportion  F : P ::  CD  : AO,  donne, 

F.  AO  = P.  CD  y 
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ou , en  représentant  par  R et  r les  rayons  de  la  roue  et  du 
«ylindre , 

FR  = Pr. 

6 t • Donc , lorsque  deux  forces , qui  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan,  tendent  à faire  tourner  un  treuil  ou  un  corps 
quelconque  autour  d’un  axe,  les  inomens  de  ces  forces,  par 
rapport  à l’axe,  sont  égaux  entre  eux,  lorsqu’il  y a équilibre. 

Si  les  forces  n’agissaient  pas  dans  des  plans  perpendicu- 
laires à l’axe,  il  faudrait,  pour  l’équilibre,  que  les  momens 
de  leurs  projections  sur  un  plan  perpendiculaire  à l’axe,  fus- 
serit  égaux  entre  eux. 

Dans  l’évaluation  du  rayon  du  cylindre,  il  faut  supposer 
le  poids  appliqué  à l’axe  de  la  corde,  ce  qui  augmente  le 
rayon  du  cylindre  d’un  ou  de  plusieurs  demi- diamètres  de  la 
corde. 


62.  La  chèvre  qui  sert  à élever  des  pièces  de  canon , est 
composée  d’un  cabestan  et  d’un  équipage  de  mouffles.  Dans  Fig.  4s- 
cette  Machine,  la  puissance  appliquée  au  levier  du  cabestan, 
est  à la  tension  du  cable,  comme  le  rayon  du  cylindre  est  à la 
longueur  du  bras  de  levier  ; mais  cette  tension  est  au  poids 
à soulever,  comme  l’unité  est  au  nombre  des  brins  qui  sou- 
tiennent le  poids;  la  puissance  est  donc  au  poids,  comme  1« 
rayon  du  cabestan  est  à autant  de  fois  la  longueur  du  bras  de 
levier , qu’il  y a de  brins. 


63.  Le  cric  est  composé  d’une  barre  de  fer,  dentée  d’un 
côté,  et  retenue  par  une  chape  dans  laquelle  cette  barre  est  Fig. 
mobile  dans  le  sens  de  sa  longueur  ; les  dents  de  la  barre  en- 
grènent avec  celles  d’un  pignon , qu’une  puissance  fait  tour- 
ner au  moyen  d’une  manivelle.  La  résistance  qu’une  dent  de  la 
barre  oppose  à la  dent  correspondante  du  pignon  , peut  être 
considérée  comme  un  poids  appliqué  à un  cylindre  de  même 
rayon  que  le  pignon  , et  le  rayon  de  la  manivelle , comme  un 
levier  implanté  dans  le  corps  du  pignon;  la  puissance  est  donc 
au  poids  que  la  barre  supporte,  ou  à l’effort  que  cette  barre 
exerce  dans  le  sens  de  sa  longueur,  comme  le  rayon  du  pignon 
est  au  rayon  de  la  circonférence  que  la  manivelle  tend  à 
décrire. 

Pour  augmenter  la  force  du  cric,  on  peut  faire  engrener  les 
dents  du  pignon  avec  celles  d’une  roue,  et  les  dents  du  pi-  FlS'  4V 
gnon  de  cette  roue , avec  celles  de  la  barre  ; alors  la  puissance 
est  à l’effort  qui  s’exerce  sut;  une  des  deats  de  U roue , comme 
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le  rayon  du  pignon  est  à celui  de  la  circonférence  que  la  ma- 
nivelle tend  à décrire  ; et  cet  effort  est  au  poids  , comme  le 
rayon  du  pignon  de  la  roue,  est  au  rayon  de  cette  roue.  En 
multipliant  ces  deux  proportions,  on  trouvera  que  la  puis- 
sance est  au  poids , comme  le  produit  des  rayons  des  pignons 
est  au  produit  des  rayons  de  la  roue  et  de  la  manivelle. 

Fig.  45.'  6<4-  On  prouvera,  par  un  raisonnement  semblable , que , 

si  une  puissance  soutient  un  poids , au  moyen  de  plusieurs 
noues  dentées,  portant  chacune  un  pignon  dont  les  dents  en- 
grènent celles  de  la  roue  voisine,  la  puissance  est  au  poids 
comme  le  produit  des  rayons  des  pignons  est  au  produit  des 
rayons  des  roues. 


De  F équilibre  sur  les  Plans. 


65.  Un  corps  qui  ne  touche  un  plan  qu’en  un  point , et 
qui  est  sollicité  par  plusieurs  forces , ne  peut  demeurer  en 
équilibre  sur  ce  plan  , qu’autant  que  toutes  ces  forces  sont 
réductibles  à une  seule,  dirigée  au  point  d’appui  perpendi- 
culairement au  plan. 

Car,  le  plan  ne  résistant  qu’au  point  d’appui,  suivant  une 
direction  qui  lui  est  perpendiculaire,  il  ne  peut  détruire 
qu’une  force  de  même  direction  et  passant  par  ce  même 
point. 

Donc,  si  le  corps  n’est  sollicité  que  par  la  pesanteur,  il 
faut , pour  qu’il  demeure  en  équilibre,  que  le  plan  soit  hori- 
zontal , et  que  la  verticale  abaissée,  du  centre  de  gravité  de  ce 
corps , passe  par  le  point  d’appui.  • 

Lorsque  le  corps  touche  le  plan  en  deux  points  , la  résul- 
tante de  toutes  les  forces  qui  le  sollicitent  doit  être  perpen- 
diculaire au  plan  , et  rencontrer  la  droite  qui  joint  les  points 
d’appui  entre  ces  points  ; parce  qu’alors  cette  résultante  se 
décompose  en  deux  forces  perpendiculaires  au  plan  , appli- 
quées aux  deux  appuis , et  qui  sont  détruites  par  ces  appuis. 

Si  le  corps  touche  le  plan  en  trois  points,  la  résultante  de 
toutes  les  forces  qui  le  sollicitent  doit  rencontrer  l’aire  du 
triangle  formé  par  les  droites  qui  joignent  ces  trois  points  ; 
puisqu’alors  on  peut  décomposer  cette  résultante  en  deux 
forces  perpendiculaires  au  j>Ian  , dont  l’une  soit  appliquée  à 
un  des  appuis , et  l’autre  à un  point  de  la  droite  qui  joint  les 
deux  autres  appuis  : cette  dernière  force  peut  ensuite  être 
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décomposée  en  deux  forces  perpendiculaires  au  plan , et  appli- 
quées aux  deux  derniers  appuis.  En  prenant  les  momens  de 
ces  trois  composantes  et  de  leur  résultante,  par  rapport  à un 
des  côtés  du  triangle,  on  verra  que  la  pression  du  point  d’ap- 
pui opposé  à ce  côté  , et  la  pression  totale , sont  en  raison  in- 
verse des  distances  de  leurs  directions  à ce  côté. 

Enfin,  lorsque  lp  corps  touche  le  plan  en  plus  de  trois 
points,  le  problème  de  déterminer  la  pression  de  chacun  des 
appuis  reste  indéterminé;  car  la  pression  totale,  décomposée 
en  forces  perpendiculaires  au  plan  et  appliquées  aux  appuis, 
donne  trois  conditions,  qui  sont  : que  la  somme  des  momens 
des  composantes,  prise  successivement  par  rapport  à deux 
axes  tirés  dans  le  plan , soit  égale  au  moment  de  la  pression 
totale,  et  que  la  somme  des  composantes  soit  égale  à la  pres- 
sion totale  ; ces  trois  conditions  fournissent  donc  moins  d’é- 
quations que  d’inconnues. 

66.  Lorsqu’une  puissance  retient  un  corps  pesant  en  équi- 
libre sur  un  plan  incliné,  la  puissance  est  au  poids  de  ce 
corps,  comme  le  sinus  de  l’inclinaison  du  plan  à l’honson, 
est  au  cosinus  de  l’angle  que  la  direction  de  la  puissance  fait 
avec  le  plan. 

En  effet , imaginons  une  verticale  par  le  centre  de  gravité  Fig.  4C. 
G du  corps  M ; la  direction  de  la  force  F,  qui  fait  équilibre 
au  poids  P de  ce  corps,  doit  rencontrer  la  verticale  en  un 
point  /,  duquel  on  puisse  abaisser  sur  le  plan  une  perpen- 
diculaire qui  ne  laisse  pas  tous  les  points  d’appui  d’un  même 
côte.  Concevons  la  puissance  F,  représentée  par  1D , et  dé- 
composée en  deux  forces,  l’une  JH  directement  opposée  au 
poids,  et  l’autre  IK  perpendiculaire  au  plan,  ce  qui  exige 
que  la  puissance  agisse  dans  un  plan  vertical  perpendiculaire 
au  plan  incliné.  La  force  1K  étant  perpendiculaire  au  plan , 
sera  détruite , et  représentera  la  charge  du  plan.  Quant  à la 
force  IH,  elle  devra  être  égale  au  poids  pour  l’équilibre. 
Nommons  a,  l’inclinaison  du  plan  à l’horizon  ; /S , l’angle  que 
la  puissance  fait  avec  le  plan;  et  y,  l’angle  que  la  puissance 
fait  avec  l’horizontale  10.  La  décomposition  de  la  force  F , 
donne  i°. 

F : P ::  sin.  H1K  : sin.  FIK. 

Or,  sin.  HIK  = sin.  KlP  zz:  sin.  a,  et  sin.  F1R  — cos.  /3; 
donc, 

F : P ::  sin.  * : cos.  £. 
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2°.  Si  on  appelle  R la  pression  sur  le  plan  ; on  a, 
R : P ::  sin.  FIH  : sin.  FIR. 


Mais,  sin.  FIH  zr  cos.  y,  donc, 

R : P ::  cos.  y : cos.  $. 

P sin.  c 

La  valeur  F — — 

cos.  p 

naison  du  plan  à l’horizon  restant  les  mêmes , la  puissance 
est  d’autant  plus  petite  que  cos.  /S  est  plus  grand  ; donc,  la 
direction  la  plus  avantageuse  de  la  puissance  est  parallèle  à 
la  longueur  du  plan  incliné,  et  on  a alors  F : P ::  sin.  a : i. 

Si  on  abaisse,  du  sommet  A du  plan,  la  verticale  AC , cette 
ligne  est  appelée  la  hauteur  du  plan  ; AB  en  est  la  longueur , 
et  BC  la  basé.  Désignant  ces  trois  quantités  respectivement 
par  h,  / et  b,  le  triangle  rectangle  ABC  donne, 

sin.  a : x ::  i : l; 
donc,  F : P ::  h : l. 

Dans  le  même  cas , on  a , pour  la  pression  sur  le  plan , 

R : P ::  cos.  a : i ::  b : l. 

Si  la  direction  de  la  puissance  est  horizontale,  on  a # =:  a, 
et  les  deux  proportions  primitives  deviennent  pour  ce  cas , 

F : P ■ sin.  « : cos.  a ::  h : b , 
et  R ; P i : cos.  a ::  i : b. 


apprend  que,  le  poids  et  l’inclî- 


47* 


Ct'j.  Un  corps  pesant  ne  peut  être  en  équilibre  entre  deux 
plans  inclinés,  qu’autant  qu’il  se  trouve,  dans  la  verticale 
qui  passe  par  le  centre  de  gravité  de  ce  corps,  un  point  I , 
duquel  on  puisse  abaisser  sur  chaque  plan  une  perpendicu- 
laire qui  ne  laisse  pas  d’un  même  côté  tous  les  points  de  con- 
tact du  corps  avec  le  plan;  il  faut  aussi  que  ces  perpendicu- 
laires soient  dans  un  même  plan  vertical. 

Car  on  peut  supposer  alors  que  le  poids  du  corps,  consi- 
déré comme  appliqué  en  I,  est  décomposé  en  deux  forces  S 
et  T,  dirigées , suivant  ces  deux  perpendiculaires , pour  être 
détruites  par  ces  plans. 

Les  droites  1S,  JP  et  IT,  devant  être  dans  un  plan  vertical 
perpendiculaire  à chacun  des  plans  inclinés,  l’intersection  de 
ces  derniers  plans  doit  donc  être  perpçatüculail'ê  plw*  YCï- 

ûcal  SIT,  qu  être  horizontale, 
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Si  on  désigne  le  poids  du  corps  par  P;  par  S et  T,  les  pres- 
sions exercées  respectivement  sur  les  plans  AB  et  AC;  et  par 
a et  0,  les  inclinaisons  de  ces  plans  à l’horizon,  on  aura, 

P ; S : T ::  sin .SIT  : sin.  FIT  : sin .PIS. 

Mais  l’angle  SIT  a le  même  sinus  que  l’angle  BAC , et  ce  der- 
nier angle  a pour  supplément  la  somme  des  angles  a et  0 ; 
donc  sin.  SIT  — sin.  (a  -f-  0) , et  les  angles  PIT  et  PIS  sont 
respectivement  égaux  aux  angles  0 et  a.  Donc, 

P ; S ; T y sin.  («-4-/S)  : sin.  0 : sin.  a. 

Si  les  plans  sont  également  inclinés  à l’horizon,  ona^=«, 
et  par  conséquent , 

P : S ::  sin.  sa  : sin.  a ::  acos.  a : i. 


De  la  Fis. 

68.  La  vis  est  un  cylindre  droit , enveloppé  d’un  filet  uni- 
forme qui  lui  est  adhérent , et  qui  fait  partout  un  même  angle 
avec  la  génératrice  du  cylindre. 

On  appelle  pas  de  la  vis , l’intervalle  AB  entre  deux  filets 
consécutifs , mesuré  parallèlement  à l’axe  de  la  vis. 

Si,  sur  AB,  on  construit  un  triangle  rectangle  en  B , dont  Fig.  48. 
le  côté  BAI  soit  égal  à la  circonférence  du  cylindre  , et  qu’on 
enveloppe  le  cylindre  avec  ce  triangle,  le  point  Al  viendra 
aboutir  en  B ; l’hypoténuse  AEB  conservera  constamment 
la  même  inclinaison  sur  AB  et  ses  parallèles , et  sera  la  posi- 
tion du  filet  sur  la  surface  du  cylindre;  le  filet  suivant  n’aura 
la  même  inclinaison  que  AEB , qu’autant  qu’il  sera  l’hypo- 
ténuse d'un  triangle  BEI,  parfaitement  égal  au  triangle  AB  Al. 

Donc,  i°.  tous  les  pas  d’une  vis  sont  égaux  entre  eux. 

2°.  Un  point  pesant  en  équilibre  sur  le  filet  de  la  vis  , peut 
être  considéré  comme  retenu  sur  un  plan  incliné,  dont  la  hau- 
teur et  la  base  seraient  respectivement  égales  au  pas  de  la  vis, 
et  à la  circonférence  du  cylindre. 

3°.  On  peut  concevoir  le  filet  de  la  vis , comme  composé 
d’autant  d’hélices  parallèles  entre  elles , qu’il  y a de  points 
dans  la  section  du  filet,  chacune  de  ces  hélices  étant  supposée 
envelopper  un  cylindre  d’un  rayon  égal  à la  distance  de  cette 
délice  à l’axe  de  la  vis. 

Mécanique,  32 
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L ’ccrou  est  un  solide  creusé  cylindriquement,  et  sillonné 
intérieurement  de  la  même  manière  que  le  cylindre  de  la  vis 
est  revêtu  extérieurement.  On  peut  se  représenter  le  creux  de 
l’écrou,  comme  le  moule  de  la  partie  de  la  vis  qu’il  embrasse. 
La  puissance  agit  le  plus  souvent  à l’extrémité  d’un  levier  im- 
planté dans  le  corps  de  la  vis  ou  de  l’écrou. 

6q.  Dans  l’équilibre  de  la  vis , la  puissance  appliquée  à 
l’écrou,  est  au  poids  dont  l'écrou  est  chargé,  ou  à l’effort 
que  la  puissance  exerce  dans  le  sens  de  l’axe,  comme  le  pas 
de  la  vis  est  à la  circonférence  que  la  puissance  tend  à décrire. 

Fig.  4g.  En  effet , la  vis  étant  fixe  et  verticale,  il  est  clair  que  l’é- 
crou abandonné  à sa  pesanteur , parcourrait , en  tournant , 
tous  les  filets  inférieurs  de  la  vis,  et  qu’une  puissance  hori- 
sontale  F,  appliquée  à l’écrou,  pourrait  s’opposera  ce  mou- 
vement. Supposons  donc  que  le  poids  P,  dont  l’écrou  est 
chargé , soit  décomposé  en  autant  de  petits  poids  , tel  que 
celui  p , qu’il  y a de  points  de  l’écrou  qui  appuient  sur  le 
filet  de  la  vis  : concevons  de  même  la  puissance  F , décomposée 
en  autant  de  forces  horizontales  qu’il  y a de  ces  petits  poids  ; 
et  soit /,  la  force  élémentaire  qui  doit  faire  équilibre  au  poids 
élémentaire  p,  placé  en  A.  Menons  par  l’axe  une  horizontale 
IAD , qui  passe  par  le  point  A , et  supposons  que  la  force/’ 
agisse  perpendiculairement  à ID  ; imaginons  de  plus  que  le 
poids  p soit  retenu  d’abord  immédiatement  par  une  force  s 
parallèle  à F\  nommons  H le  pas  de  la  vis,  et  désignons  par 
r et  II  les  distances  TA  et  1D.  A cause  que  la  force  .r  horizon- 
tale retient  le  poids  p , à l’aide  d’iin  plan  incliné  dont  la  hau- 
teur est  II  et  la  base  est  la  circonférence  qui  a r pour  rayon, 
on  a , 

s : p ::  H : i nr. 

Mais  en  regardant  IAD  comme  un  levier  dont  le  point  d’ap- 
pui est  en  / , et  observant  que  la  force/- doit  produire  le  même 
effet  que  la  force  s ; on  a , 

f : s y r : R. 

Multipliant  ces  deux  proportions , il  viendra , 

/ : p ::  H : in  R. 

Et  puisque  ce  rapport  est  indépendant  de  r,  il  sera  le  même 
entre  la  totalité  des  forces/ou  F,  et  la  totalité  des  poids  p ou 
J*;  donc,  • * 

F : P ::  H : %nR. 
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7O.  Si  on  suppose  que  la  roue  d’un  treuil  soit  dentée , et,  Fig.  5o. 
que  ses  dents  engrènent  avec  les  lilets  d’une  vis  qu’une  puis- 
sance tend  à faire  tourner  au  moyen  d’une  manivcde  , on  dé- 
terminera, ainsi  qu’il  suit,  le  rapport  de  la  puissance  au 
poids. 

La  puissance  est  à la  résistance  qu’une  des  dents  de  la  roue 
oppose  au  filet  de  la  vis  , connue  le  pas  de  la  vis  est  à la  cir- 
conférence que  la  puissance  tend  à décrire;  mais  celte  résis- 
tance est  au  poids  appliqué  à la  circonférence  du  cylindre, 
comme  le  rayon  du  cylindre  est  au  rayon  de  la  roue  ; multi- 
pliant ces  proportions , on  aura  le  rapport  cherché  de  la  puis- 
sance au  poids. 

Celte  machine  qu’on  appelle  vis  sans fin , participe  du  le- 
vier , du  plan  incliné  et  du  tour. 


Du  Coin. 

7 l . Le  r.oin  est  un  prisme  triangulaire,  dont  une  des  faces,  Fig.  St. 
qu’twi  appelle  la  tête  du  coin , est  ordinairement  plus  étroite 
que  chacune  des  deux  autres  : celles-ci  forment  par  leur  ren- 
contre une  arête  qui  est  le  tranchant  du  coin  ; c’est  par  cette 
arête  que  le  coin  pénètre  dans  le  corps  que  l’on  veut  diviser. 

Soit  ABC  le  profil  du  coin , ou  la  section  faite  par  un  plan 
perpendiculaire  aux  arêtes,  et  passant  par  la  direction  de  la 
puissance  F appliquée  perpendiculairement  à AB  ; décompo- 
sons cette  force  en  deux  autres  X et  Y , respectivement  per- 
pendiculaires aux  côtés  AC  et  BC  , nous  aurons  , 

F : X : Y sin.  XOY  : sin.  FOY  : sin.  FOX ; 

mais  on  peut  substituer  à ces  sinus  ceux  des  angles  C , B et  A , 
ou  les  côtés  opposés  à ces  angles  dans  le  triangle  ABC , et  la 
suite  proportionnelle  se  changera  en  celle-ci , 

F : X : Y AB  : AC  : BC. 

Si  l’on  décompose  la  force  Y en  deux  autres  , l’une  perpen- 
diculaire , et  l’autre  Z parallèle  à la  tête  du  coin , on  aura  , 

Y ; Z ::  1 ' sin.  FOY  ;;  1 ; sin.  B ; 

et , en  abaissant  CK  perpendiculaire  à la  tète  du  coin , on  a , 

I : sin.  B ::  CB  : CK-, 
donc,  Y : Z CB  . CK. 
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Or  nous  avons  trouvé  précédemment , 

F : Y ::  AB  : CB - 
multipliant  ces  proportions  , on  trouvera , 

F:  z ::  AB  : CK. 

On  aurait  le  même  rapport  entre  la  force  F et  celle  Z* 
qu’elle  produit  parallèlement  à AB  sur  l’autre  côté  du  coin, 
tm  aurait  donc , 

F : Z -I-  Z'  AB  : *CK. 


Du  Frottement. 

7 2.  Le  frottement  est  la  résistance  qu’on  éprouve  à faire 
glisser  un  corps  sur  un  autre.  Cette  résistance  provient  de  la 
nature  des  corps  dont  la  surface  est  toujours  composée  de 
parties  saillantes  et  rentrantes.  Lorsqu’un  corps  appuie  contra 
un  autre , les  parties  saillantes  d’une  des  deux  surfaces  s’en- 
gagent réciproquement  plus  ou  moins  dans  les  cavitft  de 
l’autre , et  si  l’on  veut  faire  glisser  un  des  deux  corps  sur 
l'autre  , il  faut  dégager  les  aspérités  , les  fléchir  ou  les  rompre, 
et  par  conséquent  employer  à cet  effet  une  certaine  force 
qu’on  appelle  frottement. 

Le  frottement , dépendant  de  lar  nature  et  de  l’état  des  sur- 
faces en  contact , ne  peut  être  déterminé  exactement  par  des 
règles  générales.  On  sait,  par  l’expérience  , qu’on  diminue  1» 
frottement  en  polissant  les  surfaces , et  en  en  bouchant  les 
pores  avec  des  matières  grasses  ; que  le  frottement  de  deux 
corps  de  même  matière  , est  plus  considérable  que  lorsqu'ils 
sont  de  matières  différentes  ; qu’on  éprouve  la  même  résis- 
tance à faire  mouvoir  un  corps  sur  sa  plus  grande  ou  sur  sa 
plus  petite  face  , pourvu  que  celle-ci  n’approche  pas  trop 
d’être  une  arête  ou  une  pointe  ; enfin  que  le  frottement  est 
proportionnel  à la  pression  jusqu’à  certaines  limites. 

73.  Lorsqu’on  voudra  déterminer  pour  deux  substances,, 
le  rapport  du  frottement  à la  pression  , on  placera  un  des 
deux  corps  sur  un  plan  de  même  matière  que  le  second  ; on 
inclinera  le  plan  jusqu’à  ce  que  le  corps  placé  sur  -ce  plan 
soit  prêt  à glisser  ; alors  le  rapport  de  la  hauteur  du  plan  à sa 
base  sera  le  rapport  tiq  frQttqm.ciU  à la  pression  pour  Jes  dcitx 
■Substances- 
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Fn  effet , supposons  que  le  corps  M est  sur  le  point  de  rig.  5a. 
glisser  le  long  du  plan  AB  ; abaissons  une  verticale  du  centre 
de  gravité  de  ce  corps  , et  prenons  1K  sur  cette  verticale 
pour  représenter  le  poids  du  corps  M ; décomposons  ce  poids 
en  deux  forces , l’une  1Q  perpendiculaire  au  plan , et  l’autre 
JH  suivant  ce  plan  ; la  première  sera  la  pression  du  corps 
sur  le  plan  , et  la  seconde  sera  la  force  avec  laquelle  le  corps 
tend  à glisser  le  long  du  plan  ; donc  puisqu’elle  est  détruite, 
et  qu’elle  est  directement  opposée  au  frottement , cette  se- 
conde force  IH  est  égale  au  frottement  ; or  à cause  de» 
triangles  semblables  H1K  et  ABC , on  a , 

FI  : IQ  ::  AC  : BC; 

désignant  par  $ le  frottement , par  P la  pression  , et  par  <p  le 
rapport , donné  par  l’expérience  , de  la  hauteur  AC  A u plan 
à sa  base  BC , on  a , 

* = q>  P. 

74-  Déterminons  le  frottement  dans  le  treuil,  le  levier  et 
la  poulie.  1 

Soit  F la  puissance  qui  peut  faire  équilibre  au  poids  P , 
en  faisant  abstraction  du  frottement  ; f la  quantité  dont  la 
puissance  F doit  être  augmentée  pour  vaincre  le  frottement  ; 
i l’angle  que  la  puissance  fait  avec  la  direction  du  poids; 

R , r,  / les  rayons  respectifs  de  la  roue,  du  cylindre  et  de 
l’essieu.  Cela  posé , la  pression  que  l’essieu  exerce  sur  les 
tourillons  étant  la  résultante  des  deux  forces  F -\-f  et  P , sera 
exprimée  par , 

V (F-i-fy  + P1*-  aP  (*■-+-/)  cos.  «; 

le  frottement  $ , qui  est  une  partie  <p  de  cette  pression , sera, 

*=<?  V (F+/)*  +P*-t-2P(/’+/)cos.f; 

et  comme  cette  force  est  tangente  à l’essieu , son  moment  par- 
rapport  à l’axe  sera , 

fi'  + iP(F+f)  cos.  z; 

doue,  puisque  la  force /"doit  contre-balancer  le  frottement, 
le  moment  de  y doit  être  égal  au  moment  du  frottement  , et 
on  a , 

jf  R = V 9 V ( F 4-/);  4-  i*’  4-  ïP  ( F -\-f)  cos.  i ; 
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Pr 

dans  laquelle  il  faudra  mettre  au  lieu  de  F sa  valeur  — — . 

Si  la  puissance  est  verticale , l’équation  précédente  donne  » 

*Pr'(l  + i) 

j ■ — . 

r — r q> 

Cette  formule  convient  au  tour  et  au  levier  traversé  par  un 
boulon. 

Pour  la  poulie , on  fera  R ~ r,  et  on  aura  , 

a <p  Pr* 

Ces  deux  dernières  formules  font  voir  que  plus  on  dimi- 
nuera le  rayon  de  l’essieu , en  lui  conservant  la  solidité  né- 
cessaire , plus  le  frottement  diminuera. 

Ajoutons  P à la  dernière  valeur  de et  représentons  par 
S la  somme  de  ces  deux  forces  ; nous  aurons  , 


pour  la  puissance  S prête  à élever  le  poids  dans  la  poulie , 
lorsque  les  cordons  sont  parallèles.  ' 

75.  Cherchons  maintenant  la  puissance  nécessaire  pour 
vaincre  la  résistance  et  le  frottement  dans  les  mouffles. 

Nous  supposerons  les  cordons  parallèles  entre  eux  , les 
poulies  de  même  matière  et  de  mêmes  rayons , les  boulons 
de  même  matière  et  de  mêmes  rayons  , et  nous  représente- 
. r + r'  <p 

rons  par  rn  la  quantité  - — . Cela  posé , si  t est  la  tension 

du  cordon  le  plus  éloigné  de  la  puissance  , tm  sera  la  tension 
du  cordon  suivant , lorsqu’il  sera  sur  le  point  d’entraîner  le 
premier  cordon  ; la  tension  du  troisième  cordon , dans  la 
même  circonstance  , sera  exprimée  par  tni1  ; tm 3 sera  la  ten- 
sion du  quatrième  cordon  ; et  si  la  puissance  Fc st  appliquée 
au  cinquième  eprdon  , on  aura , 

F ~ tm*  ; 

mais  la  somme  des  tensions  des  cordons  qqi  vont  d’une 
mouffle  à l’autre , doit  être  égale  au  poids  j 
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donc  , P :==  f ( i -j-  m -}-  ni  -J-  rn?  ) ; 

et  par  conséquent , 

_ Pm*  ( m — i) 

r = » 

mA  — i 


76.  Pour  déterminer  la  puissance  F capable  de  vaincre  la 
résistance  et  le  frottement  sur  le  plan  incliné  , représentons 
par  a l’angle  que  la  direction  de  cette  puissance  fait  avec  le 
plan,  par  / l’inclinaison  du  plan  à l’horizon,  et  le  poids  par 
P ; décomposons  les  forces  F et  P chacune  en  deux  autres, 
dont  l’une  soit  parallèle  et  l’autre  perpendiculaire  au  plan. 
Les  forces  parallèles  au  plan  seront  F cos.  a.  et  P sin.  1 ; les 
forces  perpendiculaires  au  plan  seront  exprimés  par  F sin.  « 
et  P cos.  i ; la  somme  de  celle-ci , qui  est  la  pression  sur  le 
plan,  étant  multipliée  par  9 , exprimera  le  frottement , et  la 
puissance  F sera  sur  le  point  d’entraîner  le  poids  P si  on  a 
l’équation  , 

F cos.  a.  — P sin.  i ■+•  9 (P  cos.  izhF  sin.  a.  ) ; 
d’où  l’on  tire , 

P ( sin.  * -f-  9 cos.  i ) 

'F  MM  . 

cos.  * Zp  9 sut.  a 


Si  la  puissance  F est  parallèle  au  plan , la  formule  précé- 
dente devient , 


F 


P(A-f-9*) 

l 


en  désignant  respectivement  par  h , b et  l la  hauteur , la 
base  et  la  longueur  du  plan  ; 

Et  si  la  puissance  est  horizontale , on  a pour  sa  valeur  , 


F z=z  P 


( 


h —J-  9 b \ 

b — <ph  )‘ 


On  peut  appliquer  cette  dernière  formule  à la  vis , en  sub- 
stituant ( voyez  l’équilibre  de  la  vis  ) à la  force  s,  la  quantité 
P (i-f  19*r) 

, dans  la  proportion  f : s : : r : R.  On  en 


in  r — 9 h 
tire  alors , 


Pr  fh-\-%^nr\ 
^ R '2  » r — 9 /<  / ’ 
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et  en  prenant  pour  r le  rayon  moyen  de  toutes  les  hélice* 
élémentaires  qui  composent  la  surface  pressée  du  filet , on 
aura,  à peu-près , pour  la  force  prête  à faire  naître  le  mouve- 
ment dans  la  vis , 

Pr  / A -f-  a q>  ir  r \ 

R \ a * r — <p  A /' 
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SECTION  IL 

DYNAMIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Du  mouvement  uniforme. 

7 7.  Lorsqu’un  point  matériel  parcourt  des  espaces  égaux 
dans  des  teins  égaux  , le  mouvement  de  ce  point  est  appelé 
uniforme. 

La  vitesse  d’un  corps  est  l’espace  que  ce  corps  parcourt 
uniformément  pendant  un  teins  quelconque  qu’on  prend  pour 
unité  , comme  la  seconde. 

Un  corps  en  repos  doit  persévérer  dans  cet  état,  à moins 
qu’il  u’en  soit  tiré  par  une  cause  étrangère;  puisqu’il  n’y  a 
pas  de  raison  pour  que  ce  corps  se  détermine  à se  mouvoir 
plutôt  d’un  côté  que  vers  le  côté  opposé. 

Un  corps  en  mouvement  et  abandonné,  à lui-méme,  doit 
donc  conserver  constamment  la  même  vitesse  ; il  doit  de  plus 
se  mouvoir  en  ligne  droite  , puisqu’il  n’y  a aucune  raison 
pour  qu’il  se  détourne  plutôt  d’un  côté  que  de  l’autre  de  la 
droite  qui  joint  le  lieu  où  il  était  avec  son  lieu  dans  l’instant 
suivant. 

78.  L’effet  d’une  force  sur  un  point  matériel  est  de  lui 
faire  parcourir  un  certain  espace  pendant  un  certain  teins  ; 
en  prenant  ce  tems  pour  unité , l’effet  de  cette  force  sera  re- 
présenté par  la  vitesse  de  ce  point  ; d’où  il  suit  que  la  force 
d’un  corps  est  égale  au  produit  de  la  force  d’un  de  ses  points 
par  leur  nombre , c’est-à-dire  égale  au  produit  de  la  vitesse 
de  ce  corps  par  sa  masse.  Ce  produit  est  appelé  quantité  de 
mouvement. 
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La  vitesse  étant  proportionnelle  à la  force,  la  composition 
des  vitesses  imprimées  à un  point  matériel  se  fait  de  la 
même  manière  que  celle  des  forces  appliquées  à ce  point. 

7g.  L’espace  parcouru  d’un  mouvement  uniforme,  pen- 
dant un  tems  quelconque , est  égal  au  produit  de  la  vitesse 
multipliée  par  le  tems.  ' 

Car  si  l’on  répète  l’espace  parcouru  pendant  l’unité  de 
tems  , ou  la  vitesse,  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  de  tems 
dans  la  durée  du  mouvement , on  aura  évidemment  l’espace 
total  parcouru. 

Donc , si  l’on  désigne  par  E l’espace  parcouru , par  « la 
vitesse , et  par  t le  nombre  d’unités  du  tems  pendant  lequel 
on  a considéré  le  mouvement , on  aura  , 

E — ut,  (i) 

pour  l’équation  du  mouvement  uniforme  , à partir  du  repos. 

Du  mouvement  uniformément  et  continuellement 
accéléré. 


80.  Le  mouvement  uniformément  accéléré , est  celui  d’un 
point  matériel  qui  est  soumis  continuellement  à l’action  d'une 
force  constante. 

Dans  ce  mouvement , la  vitesse  , au  bout  d’un  tems  quel- 
conque, se  mesure  par  l'espace  que  le  mobile  pourrait  par- 
courir pendant  l’unité  de  tems  suivante , si  la  force  accéléra- 
trice cessait  d’agir  pendant  cette,  unité  de  tems. 

On  appelle  force  accélératrice , la  force  acquise  en  une 
seconde  par  l’unité  de  masse , c’est-à-dire  la  vitesse  acquise 
^pendant  la  première  seconde. 

8 1 • Dans  le  mouvement  uniformément  accéléré , la  vitesse 
acquise,  au  bout  d’un  tems  quelconque  , est  égale  au  produit 
de  la  force  accélératrice  par  le  tems  , et  l’espace  parcouru  est 
égal  au  produit  de  la  moitié  de  la  force  accélératrice  par  lé 
quarré  du  tems. 

En  effet , soient  t la  durée  du  mouvement  évaluée  en  se- 
condes , et  K cette  môme  quantité  évaluée  en  instans  égaux 
assez  petits  pour  que , pendant  la  durée  de  chacun  de  ces 
instans  , le  mouvement  puisse  être  regardé  comme  uniforme, 
îs'ous  supposerons  que  la  force  accélératrice  communique  au 
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mobile  au  commencement  de  chaque  instant , toute  la  vitesse 
qu’elle  peut  faire  naître  pendant  cet  instant  ; et  si  n est  le 
nombre  de  ces  instans  contenus  dans  une  seconde , nous  au- 
rons K ~ nt.  Cela  posé , soit  i l’espace  que  la  force  accélé- 
ratrice peut  faire  parcourir  au  mobile  pendant  un  instant , 

i , ai,  3 1 , etc ni....  Ki , 

seront  les  espaces  parcourus  pendant  les  instans  successifs 
du  teins  t. 

Supposons  qu’au  bout  de  la  première  seconde  la  force  accé- 
lératrice cesse  d’agir , le  mobile  qui  vient  de  parcourir  ni 
dans  le  «Wtoc  instant , parcourrait  dans  la  seconde  suivante  n%i  ; 
donc  si  on  désigne  par  q>  la  force  accélératrice  , ou  la  vitesse 
acquise  pendant  la  première  seconde  , on  aura  , 

<p  = n*i. 

Si , à la  fin  du  tems  t , on  suppose  que  l'action  de  la  force 
accélératrice  vienne  à cesser , le  mobile  qui  vient  de  parcou- 
rir Ki  dans  le  instant  parcourra  nKi  dans  la  seconde  sui- 

vante , et  cet  espace  sera  la  vitesse  acquise  au  bout  du  tems  t. 
Appelant  donc  u cette  vitesse  , on  aura  u — nKi  ; mettant 
dans  cette  valeur  de  « , nt  au  lieu  de  K , et  ensuite  au  lieu 
de  nli  sa  valeur  <p  , il  viendra , 

u — ip  t.  (a) 

L’espace  parcouru  étant  la  somme  de  la  progression  arith- 
métique ci-dessus  , on  aura , en  appelant  e cet  espace , 

e=(f+tfï)  ± = (1+*) 

Mais  pour  que  le  mouvement  puisse  être  regardé  comme  con- 
tinuellement accéléré  , il  faut  que  les  'instans  soient  très- 
petits  , ou  que  leur  nombre  K soit  très-grand  ; supprimant 
donc  i vis-à-vis  de  K , l’expression  de  l’espace  devient , 

e ~ \ t1.  (3) 

Si  l’on  élimine  t entre  les  deux  équations  (a)  et  (3) , on 
aura  pour  la  relation  de  la  vitesse  à l’espace , 

2$ 
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Lorsque  le  mobile  a une  vitesse  V avant  d’être  soumis  à Ta 
force  accélératrice  , les  équations  de  son  mouvement  sont , 


e = Vt- Kq><\ 


r 


u 2 — V1 


i * 


en  supposant  que  la  vitesse  V est  dans  le  sens  de  l’accélé- 
ration ; mais  si  la  force  accélératrice  agit  en  sens  contraire  du. 
mouvement  imprimé  V , le  mouvement  est  alors  uniformé- 
ment retardé , et  les  circonstances  en  sont  exprimées  par  les- 
troi»  équations  suivantes  : 

u = V—vt.  (5) 

(6) 

F1  — «* 

2 <p 


Représentons  par  a ce  que  e devient , lorsque  t ~ 1 dans, 
l’équation  (3)  , on  trouve , 

= la , 

qui  apprend  que  la  force  accélératrice  a pour  mesure  le  doublé 
de  l’espace  parcouru  dans  la  première  seconde. 

Substituons  dans  la  même  équation  (3),  au  lieu  de  <p.  tvsa 
valeur  a donnée  par  l’équatîon  (a)  , on  a , 


ut 


qui , comparée  à l’équation  (i)  , n°.  79,  fait  voir  que  l’espace 
parcouru  d’un  'mouvement  uniformément  accéléré  , n’est  que  la 
moitié  de  celui  que  le  mobile  aurait  parcouru  uniformément 
pendant  le  même  tems  avec  la  vitesse  finale. 

82.  Les  équations  (2),  (3)  et  (4) , font  voir  que  si  un  corps 
est  soumis  à l’action  d’une  force  accélératrice  constante  , sa 
vitesse  est  proportionnelle  au  tems  , et  que  l’espace  qu’il  par- 
court croit  comme  le  quarré  du  tems  , ou  comme  le  quarré  de- 
là vitesse  acquise. 

83.  Les  espaces  parcourus  pendant  les  secondes  successives 
de  la  durée  du  mouvement , sont  entre  eux  comme  les  nom- 
bres impairs. 
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Car  l’espace  parcouru  pendant  t seconde*  , est  <p  t'  ; l'es- 
pace parcouru  pendant  t — i secondes  , est  7 <p  ( f — 1 )*  ; 
retranchant  ce  produit  du  précédent  , et  désignant  le  reste 
par  £ , on  a,  pour  l’espace  parcouru  pendant  la  teme  seconde, 

E = ï<p(a/—  1 ). 

Soient  maintenant  Et  , E2 , £3 , £4 les  espaces  parcou- 

rus pendant  la  ire. , la  ae. , la  3e.  , la  4e....  seconde  du  mou- 
vement ; et  faisons  successivement  t=i,  = a,=:3,  = 4... 
dans  la  formule  précédente  , on  aura , 


E,  — • »>  E,  = i<P  • 3;  £3=i<P  • 5 ; £,=  '-<f.  7 ;... 

'donc , 


£,  : E%  : £^  : £4 ::  1 : 3 : 5 : 7 


84-  Le  mouvement  vertical  des  corps  pesans  est  unifor- 
mément et  continuellement  accéléré , parce  que  la  pesanteur 
agit  continuellement , par  degrés  infiniment  petits , et  égaler 
ment  dans  tous  les  points  de  la  ligne  qu’ils  parcourent  ; nous 
disons  également , car,  quoique  la  pesanteur  décroisse  comme 
le  quarré  de  la  distance  au  centre  de  la  terre  augmente,  l’es- 
pace qu’on  peut  faire  parcourir  verticalement  à un  corps  pe- 
sant est  toujours  trop  petit , relativement  au  rayon  de  la 
terre,  pour  qu’il  soit  nécessaire  d’avoir  égard  à la  variation 
de  sa  pesanteur. 

Les  expériences  faites  à Paris  au  moyen  des  oscillations 
du  pendule , ont  donné  9m,8o9  pour  la  vitesse  que  la  pesan- 
teur fait  acquérir  à un  corps  pendant  la  première  seconde 
de  sa  chute  dans  le  vide.  Cette  quantité  étant  représentée 
par  g-,  et  substituée  au  lieu  de  <p  dans  les  équations  (a),  (3) 
et  (4)  , on  aura  , pour  déterminer  les  circonstances  du  mou- 
vement des  corps  qui  tombent  librement , les  équations  sui- 
vantes : 

« = g*  > (8) 

h — ; » (9) 


(10) 


en  désignant  par  h la  hauteur  dont  le  mobile  est  tombé. 
Les  mêmes  substitutions  étant  faites  dans  les  équations  (5), 
(6'j  çt  ^7) , on  aura  t pour  déterminer  les  circonstances  du 
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mouvement  d’un  corps  projeté  verticalement  de  bas  en  liaut 
avec  la  vitesse  V , les  trois  équations  suivantes  : 


H — 

r-gt ; 

t») 

h = 

Vt-\gt', 

(ta) 

h =3 

V*  — u' 

(t3) 

Le  tems  au  bout  duquel  le  corps  cessera  de  s’élever , se 
trouvera  en  faisant  u~o  dans  l’équation  (n),  et  la  hau- 
y* 

teur  totale à laquelle  le  corps  s’élèvera  en  vertu  de  la 

V 

vitesse  V , s’obtiendra  en  faisant  uzz.  o dans  l’équation  (i3). 

Lorsqu’une  valeur  de  t rendra  négative  celle  de  u ou  de  h , 
le  résultat  indiquera  qu’au  bout  de  ce  tems  le  corps  retombe 
avec  cette  vitesse,  ou  qu’il  est  abaissé  au-dessous  du  point 
de  projection  d’une  quantité  égale  à cette  hauteur. 

Du  mouvement  des  corps pesans  le  long  des  plans 

inclinés. 


85.  Si  un  point  matériel  est  abandonné  sur  un  plan  in- 
cliné à l’horizon  , la  pesanteur  g de  ce  point  se  décompose  à 
chaque  instant  en  deux  forces  accélératrices , l’une  perpendi- 
culaire et  l’autre  parallèle  au  plan  ; la  première  , en  appelant 
i l’inclinaison  du  plan  , est  détruite  par  la  résistancé'du  plan , 


et  a pour  valeur 


c’est  la  pression  du  point  sur  le 


plan  ; et  la  seconde  , à laquelle  le  mobile  obéit  entièrement , 
a constamment  pour  valeur  g sin.  i : le  mouvement  de  ce 
point  est  donc  uniformément  et  continuellement  accéléré. 

La  force  accélératrice  parallèle  au  plan  , étant  située  dans 
un  plan  vertical  perpendiculaire  au  plan  incliné,  la  route  du 
corps  sur  le  plan  est  une  des  lignes  de  plus  grande  pente  de 
ce  plan. 

Substituons  dans  les  équations  (a)  , (3)  et  (4)  , au  lieu  de 
<p  sa  valeur  g sin.  i que  nous  venons  de  trouver  ; le  mouve- 
ment d’un  corps  qui  descend  le  long  d’un  plan  incliné , en 
vertu  de  sa  pesanteur,  sera  déterminé  par  les  trois  équations 
suivantes  : 

u = gt  sin.  t , ( (i4) 

e = ; gt*  sin.  t,  Ci 5) 


a#  un.  i 
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Faisons  les  mêmes  substitutions  dans  les  équations  (5) , 
(6)  et  (7)  ; on  aura  , pour  exprimer  le  mouvement  d’un  corps 
pesant  qui  monte  le  long  d’un  plan  incliné  , en  vertu  d’une 
vitesse  V imprimée  à ce  corps  parallèlement  au  plan,  les  trois 
équations  suivantes  : 


V — gt  sin.  i , 

(17) 

Vt—\gB  sin.  i , 

(18) 

r*  — u* 

O9) 

ag  sin.  i 

Faisant  u = o dans  les  équations  (17)  et  (19)  , elles  don- 
neront, l'une  le  teins  an  bout  duquel  le  corps  cessera  de 
monter,  et  l’autre  l’espace  total  que  le  corps  parcourra  en 
montant  le  long  du  plan. 

Lorsque  le  plan  est  horizontal , et  que  le  corps  éprouve 
une  résistance  R constante  le  long  du  plan  , son  mouvement 
est  représenté  par  les  équations  suivantes  : 

« = V — Rt, 
e = Vt  — ‘ Rt1 , 


y*  — u* 


d’où  l’on  tirera , en  faisant  u — o , le  tems  au  bout  duquel 
la  vitesse  sera  éteinte,  et  l’espace  total  que  le  corps  parcourra. 

86.  Un  corps  qui  a parcouru  la  longueur  d’un  plan  in- 
cliné , a acquis  la  même  vitesse  que  s’il  était  tombé  libre- 
ment d’uue  quantité  égale  à la  hauteur  du  plan. 

Soient  h la  hauteur  du  plan  , et  / sa  longueur  ; on  a , par 
l’équation  (10),  pour  la  vitesse  acquise  par  le  corps  qui  a par- 
couru h , u — \/ngh  ; et  on  a par  l’équation  (16) , pour  la 
vitesse  de  celui  qui  a parcouru  la  longueur  du  plan,  it 
i/  igl  sin.  i,  en  changeant  eeni;  mais  l sin.  cl  — h;  donc  les 
vitesses  acquises  par  les  deux  corps  sont  égales. 

87.  Si  deux  corps  pesans  partent  en  même-tems  du  som- 
met commun  de  deux  plans  inclinés,  pour  les  parcourir,  ils 
arrivent  «11  même-tems  aux  extrémités  des  perpendiculaires 
abaissées  , sur  ces  plans  , d’un  même  point  de  leur  hauteur 
commune. 

Soient  l et  i les  tems  employés  à parcourir  les  espaces  AB  Fig.  53. 
et  AC  déterminées  par  les  perpendiculaires  DB  et  DC\  i et  i! 
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les  inclinaisons  des  plans  AM  et  AN  a.  l’égard  de  l’horizon  ; 
ona  ( équat . i5)  AB  = -1gtl  sin.  i,  et  AC=.  '-gt1  sin.1  /'  ; mais 
AB  — AD  sin.  i,  et  AC  ~ AD  sin.  i'  ; donc  t — t'. 

Décrivons  sur  AD  comme  diamètre  une  circonférence, 
elle  passera  par  les  sommets  des  angles  droits  ABD  et  ACD  i 
d’où  l’on  voit  que  toutes  les  cordes  menées  par  les  extrémités 
du  diamètre  vertical  d’un  cercle , sont  parcourues  dans  le 
même  tems  par  un  corps  pesant. 

88.  Les  tems  employés  par  deux  corps  pesans  à parcourir 
les  longueurs  de  deux  plaus  inclinés,  sont  entre  eux  comme 
les  longueurs  de  ces  plans , divisées  par  les  racines  quarrées 
de  leurs  hauteurs. 

Car , en  conservant  les  mêmes  dénominations  , si  on  sub- 
stitue dans  l’équation  (i5)  successivement  / et  /'au  lieu  de  e, 

h h'  ....  . , , 

— et  -p-  au  lieu  de  sin.  i , on  en  tire  pour  les  terni  t et  t. 

employés  à parcourir  les  longueurs  des  deux  plans  , 


T — — —, 

v 

et  7/- 

V-£>' 

vW? 

T ; T>  :: 

1 m 1' 

y/ U ’ y/h' 

CHAPITRE  II. 

DU  MOUVEMENT  DES  PROJECTILES  DANS  LE  VIDE. 

8g.  On  appelle  projectile  tout  corps  lancé  suivant  une 
direction  quelconque , et  qui  obéit  en  même-tems  à la  pesan- 
teur. 

go.  L’espace  qu’un  projectile  parcourt , est  une  courbe 
plane  et  verticale  que  l’on  nomme  trajectoire. 

54.’  En  effet , supposons  qu’un  point  matériel  soit  lancé  du 
point  A , suivant  AC  ; et  que  AB  soit  l’espace  que  ce  point 
parcourrait  dans  le  premier  instant , suivant  cette  direction ,, 
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fcn  vertu  de  la  force  de  projection  seule  ; représentons  par  la 
Verticale  AP  la  hauteur  dont  la  pesanteur  peut  faire  des- 
cendre un  corps  pendant  le  même  instant.  En  construisant  un 
parallélogramme  sur  AB  et  AP , le  projectile  se  trouvera  à 
la  fin  du  premier  instant , à l’extrémité  1 de  la  diagonale  de 
ce  parallélogramme  ; dans  le  second  instant , le  projectile  , 
sans  l’action  de  la  pesanteur,  parcourrait  sur  le  prolonge- 
ment de  la  diagonale  AI  un  espace  1D  AI , et  combinant 
cette  force  avec  l’action  verticale  IQ  de  la  pesanteur  dans  le 
même  tcms , le  projectile  se  trouvera  au  bout  du  second 
instant , à l’extrémité  de  la  diagonale  10  du  parallélogramme 
construit  sur  ID  et  IQ  ; il  en  serait  de  même  pour  les  instans 
suivans  : or  la  suite  de  toutes  ces  diagonales  compose  une 
courbe  , et , à cause  que  chacun  de  ces  parallélogrammes  a 
ses  deux  côtés  contigus  dans  le  plan  vertical  du  parallélo- 
gramme précédent , il  s'ensuit  que  la  courbe , ou  la  trajec- 
toire , est  toute  entière  dans  un  même  plan  vertical. 

Ç)  i . Déterminer  l'équation  de  la  trajectoire. 

Pour  trouver  l’équation  de  la  trajectoire  rapportée  à l’ho-  Fig.  5 5. 
moniale  , nommons  i l’angle  de  projection  KAC , que  fait 
avec  l’horizontale  la  direction  AK  suivant  laquelle  le  pro- 

v*- 

iectile  a été  lancé  ; V la  vitesse  imprimée  ; h la  hauteur 

J 2g 

due  à cette  vitesse  ; soient  AMC  la  courbe  décrite  , M le  lieu 
du  projectile  au  bout  du  tems  quelconque  t , x et  y les  coor- 
données rectangles  AP  et  PM. 

Concevons  qu’au  moment  où  le  projectile  est  lancé  , sa 
vitesse  soit  décomposée  en  deux  autres,  l’une  horizontale, 
qui  aura  pour  valeur  V cos.  i , et  l’autre  verticale  exprimée 
par  V sin.  i.  En  vertu  de  la  première , l’espace  AP  ou  x 
aura  été  parcouru  uniformément , et  on  aura , 

x = Vt  cos.  i ; (20) 

PM  étant  la  hauteur  à laquelle  un  corps  pesant  peut  s’élever  pen- 
dant le  tems  t,  en  vertu  de  la  vitesse  V sin.  i,  ou  aura  (équat. C), 

yz=.Vt  sin.  i — \gP.  (21) 

Eliminant  t entre  ces  deux  équations , on  trouve  pour 
d’équation  cherchée  de  la  trajectoire  , 

lihy  cos.1  i = 4 hx  sia.  * cos.  i — (22) 

Mécanique . 33 
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Fig.  55.  Si  l’on,  résout  cette  équation  par  rapport  à x , on  aura  , 

x ~ ih  sin.  i cos.  i±^  l\h  cos1,  i ( h sin*.  i — y ,). 

Cette  valeur  de  x fait  voir  , i°.  que  la  courbe  est  symé- 
trique par  rapport  à un  axe  vertical  ED , éloigné  de  l’origine 
A de  la  quantité  AE  ■=■  a h sin.  * cos.  i ; puisqu’une  même 
valeur  dey  répond  à deux  valeurs  de  x , dont  les  extrémités 
sont  également  éloignées  de  cet  axe  ; 

2°.  Que  pour  la  plus  grande  valeur  de  x , ou  la  portée  AC 
répondant  à y = o , on  a , 

AC  — t)h  sin.  * cos.  * rr  a h $in.  2 i ; 

3°.  Que  la  plus  grande  élévation  du  projectile , ou  la  plus 
grande  valeur  que  y puisse  avoir  pour  que  x soit  réel , est 
h sin1.  i. 

Celte  valeur  correspondant  à x ~ ih  sin.  i cos.  i — AE , 
est  représentée  par  ED  = h sin*.  1. 

La  première  valeur  de  l’amplitude  AC , ne  changeant  pas 
en  y mettant  au  lieu  de  l’angle  / le  complément  de  cet  angle , 
il  s’ensuit  qu’on  obtient  les  mêmes  portées  avec  deux  angles 
complémens  l’un  de  l’autre,  ou  également  éloignés  d’un  demi- 
droit. 

La  seconde  valeur  de  AC  fait  voir  que  la  charge  de  poudre 
restant  la  même,  la  portée  est  la  plus  grande,  lorsque  l’angle 
de  projection  est  la  moitié  d’un  angle  droit  ; et  si  nous  repré- 
sentons par  P la  portée  sous  cet  angle  , nous  aurons , 

P = ih. 

Substituant  cette  valeur  dans  celle  de  AC,  toutes  les  amplitudes 
avec  une  même  charge  seront  rapportées  à l’amplitude  P , et 
données  par  l’équation  suivante  : , 

AC  — P sin.  2/. 

Si  nous  voulons  connaître  la  nature  de  la  courbe  ADC , 
rapportons  ses  points  a l’axe  vertical  DE,  faisons  A1Q  = y' 
Ct  DQ  — x'  ; nous  aurons  x ~ 1 h sin.  i cos.  i — y1  , et  y 
= h sin*.  i — x1-,  substituons  ces  valeurs  dans  l’équation  (22), 
elle  deviendra , 

y'1  — 4 hx1  cos*,  i ; 

la  courbe  est  donc  (n°.  276  Geor/t.  Analy.)  une  parabole 
dont  le  paramètre  relatif  à l’axe  est  \h  cos*,  i. 

Pour  trouver  l’angle  de  projection  qu’on  doit  employer 
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pour  atteindre  un  but  dont  la  position  est  connue,  après 
avoir  divisé  l’cquation  (aa)  par  cos1,  i , nous  y substituerons 

. . sin.  # , , ...  I 

tang.  / a , et  sec  . i , ou  i -4-  tang  . i au  lieu  de . 

eu» .1  ° co»-.  » 

et  nous  trouverons  , 

7 . « 

tang.  *=  ^ ~ 

X 

Cette  formule  fait  voir  que  tant  que  x 1 -}-  l^Ivy  sera  une 
quantité  plus  petite  que  /,h‘  , on  pourra  atteindre  le  but  avec 
deux  directions  différentes.  Si  le  but  est  sur  l’horizon  , on 
fera^y  rîro  , et  s’il  est  au-dessous  , on  fera  y négatif. 

Le  teins  que  le  projectile  emploie  à parvenir  au  but , se 
trouve  par  l’équation  *•  = Vt  cos.  i,  en  y substituant  au  lieu 
de  x , la  distance  horizontale  AP  de  la  batterie  au  but. 

Du  tir  de  but  en  blanc. 

C)2.  Le  tir  de  but  en  blanc , est  celui  qui  s’exécute  en  diri- 
geant la  ligne  de  mire  sur  l’objet  que  l’on  veut  atteindre. 

La  ligne  de  mire  naturelle , est  le  rayon  visuel  qui  rase  la  F‘s'  56 
partie  supérieure  de  la  plate-bande  de  culasse,  et  le  point 
le  plus  élevé  du  bourrelet. 

La  hausse  est  une  targette  mobile  dans  une  coulisse  pra- 
tiquée derrière  la  culasse  du  canon  , et  qui  peut  être  fixée  à 
une  certaine  hauteur  au  moyen  d’une  vis  de  pression.  La 
partie  supérieure  de  la  hausse  a une  entaille  qui  sert  de  visière 
et  peut  s’élever  jusqu’à  18  lignes  ; la  ligne  de  mire  est  alors 
le  rayon  visuel  qui  passe  par  la  visière,  et  le  point  le  plus 
élevé  du  renflement  de  la  volée. 

Le  canon  devant  toujours  être  plus  fort  de  métal  anx  en-  F*3-  $7- 
virons  de  la  charge  que  vers  la  volée , il  s’ensuit  que  lorsque 
la  ligne  de  mire  naturelle  est  dirigée  au  but , l’axe  de  la 
pièce  se  trouve  élevé  au-dessus  de  la  ligne  de  mire  d’une 
certaine  quantité  qu’on  appelle  angle  de  mire  ; l’effet  de  la 
hausse  est  d’augmenter  cct  angle,  et  par  conséquent  celui 
que  l’axe  fait  au-dessus  de  l’horizon,  eu  conservant  au  ca- 
nonnier l’avantage  de  se  diriger  au  but.  ■*  > 

Si  r on  conçoit  la  vitesse  imprimée  au  projectile  comme 
. décomposée  en  deux  outres,  l'une  horizontale  et  l’antre  ver- 
ticale , la  vitesse  horizontale  sera  la  même  pétulant  tout  le 
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trajet  ; mais  ta  vitesse  verticale  sera  diminuée  continuellement 
par  la  pesanteur , elle  sera  nulle  l'instant  pendant  lequel 
le  mouvement  sera  horizontal , et  ensuite  négative  ; on  voit 
donc  que  le  projectile  sorti  de  la  pièce  traversera  d’abord  la 
ligue  de  mire  en  montant , et  qu’il  viendra  la  rencontrer  une 
seconde  fois  en  un  point  M.  La  distance  AM  de  ce  point  à 
la  bouche  de  la  pièce,  est  ce  qu’on  appelle  portée  de  but  en 
blanc , et  lorsque  le  but  se  trouve  au  point  M , il  est  atteint 
comme  si  le  projectile  avait  parcouru  la  droite  AM. 

Pour  que  le  but  soit  atteint , il  faut  donc  que  le  projectile  , 
considéré  comme  sans  pesanteur,  et  arrivé  dans  la  verticale 
du  but , y soit  élevé,  au-dessus  de  ce  but,  de  la  qualité  dont 
la  pesanteur  fait  descendre  ce  projectile  pendant  le  même 
tems  qu’il  a employé  à arriver  dans  cette  verticale , et  c’est 
ce  qui  arrive  au  but  en  blanc  M.  Mais  si  le  but  est  plus 
éloigné  que  le  but  en  blanc , et  conserve  la  même  hauteur , le 
projectile  passera  au  - dessous  ; il  faudra  donc  pointer  plus 
haut,  ou  employer  la  hausse. 

C)3.  Connaissant  la  hausse  et  les  dimensions  du  canon  , 
trouver  f angle  de  mire. 

Soient  représentés  par  l la  longueur  de  l’axe  du  canon , 
par  r et  R les  demi-diamètres  à la  volée  et  à la  culasse , par 
JJ  la  hausse  DF;  menons  CE  parallèle  à l’axe.  L’angle  de 
mire  CK.4  sera  égal  à l’angle  FCE.  Or  dans  le  triangle  rec- 

FE 

tangle  FCE  , on  a tang.  FCE  = — ; désignant  l’angle  de 
mire  par  m , cet  angle  est  donné  par  l’équation  suivante  : 

H + H—r  . 

tang.  m — (ai; 

f)/j.  Connaissant  les  dimensions  d'une  pièce  et  son  incli- 
naison à l’horizon  , trouver  l'équation  de  la  ligne  de  mire. 

Appelons  » à l’angle  KAP  de  projection  ; si  l’on  en  re- 
tranche l’angle  m , on  a l’inclinaison  b de  la  ligne  de  mire 
sur  l’horizontale  ou  l’axe  des  x.  Nommons  u et  t les  coor- 
données AQ  et  QN  de  la  ligne  de  mire,  l’équation  de  celle-ci 
sera  représentée  par , 

t — u tang.  b q. 

Mais  la  ligne  do  mire  cfoit  passer  par  le  point  C , pour  lequel 
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t = r cos.  i,  el  u = — r sin.  i ; l'équation  précédente  est 
donc  à ce  point , 

r cos.  i — r sin.  i tang.  b q. 

Retranchant  cette  dernière  équation  de  la  précédente,  on  a 
pour  l’équation  de  la  ligne  de  mire , 

t—u  tang.  b -f-  r ( cos.  i sin.  i tang.  b ).  (a/,) 

95.  Connaissant  la  hausse  , les  dimensions  de  la  pièce  , 
l'angle  de  projection  et  la  charge  ; trouver  la  portée  de  but 
en  blanc. 


1 


On  rendra  les  coordonnées  communes  dans  les  deux  équa- 
tions (a/|)  et  (22)  , ce  qui  donnera  , 

jy  — «tang.  b + r ( cos.  i -f-  sin.  i tang.  b ) ; 


et , y — x tang.  i ; 

J b /,/icvsKi’ 

égalant  ces  deux  valeurs  de  y , et  résolvant  l’équation  par 
rapport  à x , qu’on  peut  prendre  pour  la  portée  de  but  en  blanc, 
on  trouvera  , 

x ~ ih  cos*.  i ( tang.  i — tang.  b ) 


dcV*  Ifh*  cos4. «(tang.  i — tang.  b).1  — l^hr  (cos5. i -j- sin.  i tang.  b).  • 
Si  les  angles  i et  b sont  très-petits , comme  cela  arrive  pour  le 
canon  , on  pourra  supposer  cos.  i — 1 , négliger  sin.  i tang.  b , 
foire  tang.  i — tang.  b — tang.  m , et  on  aura  encore  assez 
exactement  pour  la  portée  de  but  en  blanc  , 

x — 2 h tang.  m ± V 4À1  tang1.  tn  — !\hr  , 
valeur  indépendante  de  l’angle  1. 


96.  Trouver  ta  relation  entre  la  hausse  et  V angle  de  pro- 
jection. 

Soient  BK  la  position  de  l’axe , et  CM  la  ligne  de  mire 
dirigée  au  point  M,  dont  les  coordonnées  spnt  x et jr.  L’angle 
de  mire  CK  A — K AM  + CM  A = K AP  — MAP  , à cause 
que  l’angle  CMA  est  extrêmement  petit  : or  on  a lang.  MAP  r,g*;  *** 
y 

— — , et  par  conséquent , 


tang.  i — 

x 

tang.  m — 

y 

1 -{-  — tang.  i 
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comparant  cette  valeur  de  tang.  m à celle  trouvée  (n°.  g3)  , 
nous  aurons , 


H = l 


(. X fang.  i — ,v\ 
x + y tang.  i ) 


R-r 


)• 


Lorsque  la  hauteur  du  but  est  très  - petite  relativement  à 
ur,  on  peut  négliger  les  termes  affectés  de  jy  , et  la  relation 
précédente  deviendra  , 

H — l tang.  i — ( R — r ) , 
pour  la  hausse  correspondante  à l’angle  de  projection  i. 

Fig.  6j.  Si  le  résultat  était  négatif,  l’extrémité  F de  la  hausse  tom- 
berait au-dessous  du  point  D , en  F*  , d’où  on  ne  pourrait 
apercevoir  le  but  M ; on  observera  alors  qu’il  revient  au 
même  de  diriger  la  ligne  F1  C sur  le  point  M , ou  la  ligne  de 
mire  naturelle  DC  sur  le  point  S,  c’est-à-dire  plus  bas  que 
le  but  d’une  quantité  MS  qu’on  trouvera  à-peu-près  par  cette 
règle  de  trois  , 

l : x ::  H : MS. 

Fig.  Ga.  Il  pourrait  arriver  que  MS  surpassât  la  hauteur  du  but 
au-dessus  du  terrain  ; le  point  S n’étant  plus  visible,  il  fau- 
dra alors  diriger  la  ligne  de  mire  sur  le  point  R du  sol  , et 
on  aura  à -peu  - près  la  distance  ER  de  ce  point  à la  pièce, 
par  la  règle  de  trois  suivante  , en  désignant  para  la  hauteur 
du  bouton  de  volée  au-dessus  du  terrain 

, Hx 

a + — y : a ::  x : ER. 

Q7.  Comme  la  résistance  de  l’air  altère  considérablement 
les  résultats  précédons,  on  a cherché  d'abord  à connaître  par 
l’expérience  la  vitesse  qu’une  certaine  charge  de  poudre  peut 
imprimer  à un  projectile  d’un  poids  connu , en  tirant  à une 
petite  distance  sur  un  pendule  d’une  grande  masse,  et  en 
observant  la  corde  de  l’arc  qu’nn  point  déterminé  de  ce  pen- 
dule a été  forcé  de  décrire  par  le  choc  du  boulet. 

On  a trouvé  que  , jusqu’à  une  charge  égale  à la  moitié  du 
poids  du  boulet , les  vitesses  imprimées  étaient  entre  elles 
connue  les  racines  quarrées  des  charges  de  poudre  divisées 
par  les  racines  quarrées  des  poids  des  boulets.  Ainsi  pour 
connaître  la  vitesse  que  recevra  un  boulet  ou  une  balle  , il 
suffit  de  savoir  qu’un  boulet  de  24  est  chassé  par  une  charge 
cgalc  au  tiers  du  poids  de  ce  boulet  , avec  une  vitesse  de 
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3ao  à 36om , et  qu’une  balle  de  18  à la  livre,  reçoit  d’uuc 
charge  de  ^ de  livre  une  vitesse  de  5oom. 

. On  a remarqué  aussi  que  les  portées  d’une  même  pièce 
sous  un  même  angle , croissent  comme  les  racines  quatrièmes 
des  charges. 

L’expérience  a fait  connaître  que  les  portées  de  but  en 
blanc  des  pièces  chargées  au  tiers  du  poids  de  leur  boulet , 
pour  les  pièces  de  , 

24  • 16  . 12  . 8 . 6 . 4 de  siège;  12  . 8 . 6 . 4 de 

bataille  , sont  de , 

70om  . 640  . Goo  . 56o 5ao.  480.460 44om  ; 

que  la  portée  de  but  en  blanc  du  fusil  d’infanterie  est  de  i8om, 
et  que  la  portée  entière  est  de  3oo  à 3îtom. 

Donc,  toutes  les  fois  que  le  but  sera  à la  distance  du  but  en 
blanc  de  l'arme  , il  faudra  pointer  sans  hausse. 

Quand  l’éloignement  du  but  surpasse  la  portée  du  but  en 
blanc  naturelle,  on  est  dans  l’usage  d’employer  pour  les 
pièces  de  siège,  jusqu’à  une  distance  de  iooom,  autant  de 
lignes  de  hausse  que  l’excès  de  l’éloignement  sur  la  portée  de 
but  en  blanc  contient  de  fois  20m,  et  de  donner  aux  pièces  de 
bataille, 

1 à aligne»  ^ 

5 à 6 / 

8 à 9 > de  hausse,  pour  atteindre  à.  . . . 

i3  à 14  1 

18  J 

Si  l’éloignement  du  but  est  moindre  que  la  portée  de  but 
en  blanc,  on  pointe  2m  plus  bas  que  le  but,  s’il  est  à une 
distance  de  aoom;  et  im  plus  bas,  s’il  est  à une  distance  de 
4oom. 

La  portée  de  but  en  blanc  du  fusil  d’infanterie  est  de 
ï So™,  et  la  portée  entière  de  320m  entre  ces  deux  distances. 
Si  l’objet  occupe  en  hauteur  2 à 2m , 5 , on  pourra  viser  la 
partie  supérieure  de  l’objet;  mais  si  cet  objet  se  trouve  au- 
delà  de  Sao"1,  il  faudra  viser  plus  haut,  ou  employer  un# 
hausse;  et  en  deçà  de  i8om,  il  faudra  tirer  plus  bas.  , 


5oomitr“ 

600 

700 

800 

900 


Digitized  by  Google 


520 


COURS  UE  MATHEMATIQUES, 


Du  mouvement  (T  un  point  pesant  dans  une  courbe 
verticale , et  des  oscillations  des  pendules 
simples.. 

98.  Si  un  point  sans  pesanteur  parcourt  les  côtés  successifs 
d’un  polygorTe  , il  perd , à la  rencontre  de  chaque  côté  , une 
partie  de  sa  vitesse  actuelle,  égale  au  produit  de  cette  vitesse 
par  le  sinus  verse  de  l’angle  que  le  côté  qui  vient  d’être  par- 
couru fait  avec  celui  que  le  corps  va  rencontrer. 

F.11  effet , soit  é l’angle  formé  par  ces  deux  côtés,  et  V la 
vitesse  avec  laquelle  le  corps  a parcouru  le  premier  de  ces 
côtés,  au  moment  où  ce  corps  rencontre  le  second  côté;  con-, 
cevons  sa  vitesse  décomposée  en  deux  autres,  l’une  perpen- 
diculaire, et  l’autre  parallèle  à ce  dernier  côté  ; la  première 
de  ces  deux  vitesses  sera  détruite,  et  la  seconde  avec  laquelle 
le  corps  parcourra  le  second  côté,  sera  égale  à V cos.  i;  la  vi- 
tesse perdue  sera  donc  V — V cos.  i , ouF(i  — cos.  i ) , ou 
V sin.  verse  i. 

Le  sinus  verse  d’un  arc  ou  d’un  angle,  est  à son  sinus» 
comme  ce  même  sinus  est  à la  somme  du  rayon  et  du  cosinus 
du  même  angle;  donc,  si  sin.  i est  infiniment  petit  comme 
dans  les  courbes,  la  vitesse  perdue  à la  rencontre  de  chaque 
côté,  sera  une  quantité  infiniment  petite  du  second  ordre,  et 
la  vitesse  totale  perdue,  en  parcourant  une  infinité  de  ces 
côtés  , ou  un  arc  fini , sera  encore  infiniment  petite  ou  nulle 
à l’égard  de  la  vitesse  V. 

T if.  #î  b , 

et  G4.  Considérons  maintenant  une  courbe  verticale»  comme  un 
polygone  d’un  nombre  infini  de  côtés  ou  de  plans,  inclinés» 
tels  que  AB , BC , CD , etc.  Prolongeons  BC,  CD,  etc.,  jus- 
qu’à l’horizontale  H AK.  Un  point  pesant,  abandonné  en  A 
sur  le  plan  AB,  acquerra,  en  parcourant  ce  plan,  la  même 
vitesse  que  s’il  avait  parcouru  le  plan  EB\  et  puisque  la  ren-i 
contre  du  plan  BC  n’altère  pas  sa  vitesse,  on  peut  supposer 
qu’il  passe  du  plan  EB  sur  le  plan  BÇ , alors  étant  arrivé  au 
point  C,  il  aura  la  mêrpe  vitesse  que  s’il,  avait  parcouru  EC , 
On  prouverait  de  même  que  ce  point  aurait  en  D la  même 
vitesse  que  s’il  eût  parcouru  le  plan  HD,  ou  la  verticale  GD\ 
donc , un  corps  pesant  qui  descend  dans  une  courbe,  en  vertu 
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de  sa  pesanteur  a,  en  un  point  qi  elconque,  la  même  vitesse 
que  s’il  était  tombé  d’une  hauteur  égale  à celle  de  1 arc  par- 
couru, et  son  mouvement  est  indépendant  de  la  nature  de  la 
courbe. 

Lorsque  le  corps  aura  passé  au  point  où  la  tangente  à la 
courbe  est  horizontale,  la  pesanteur  lui  enlèvera  les  degrés  de 
vitesse  qu’elle  lui  avait  donnés , en  parcourant  les  cotés  cor- 
respondans  ; d’où  l’on  voit  qu’il  ne  cessera  de  monter  que 
lorsqu’il  se  sera  élevé  dans  la  branche  TR , à la  même  hau- 
teur que.  celle  dont  il  est  tombé  dans  la  première  ; après  quoi 
il  redescendra  pour  remonter  dans  la  première  branche  jus- 
qu’au point  d’où  il  était  parti.  Le  chemin  ATR  s’appelle  une 
oscillation.  , 

Si  les  deux  branches  de  la  courbe  ATR  sont  symétriques 
par  rapport  à la  verticale  TD , tous  les  élémens  correspon- 
dans  de  ces  deux  branches  étant  égaux , et  parcourus  avec  la 
même  vitesse  , les  teins  employés  à les  décrire  seront  égaux. 

Lorsque  la  courbe  ATR  est  un  cercle,  les  vitesses  acquises  Fig.  65. 
en  T par  deux  points  pesans  qui  ont  parcouru  les  arcs  AT 
et  MT , sont  comme  les  cordes  de  ces  arcs  ; puisque  res  vitesses 
sont  comme  les  racines  quarrées  des  hauteurs  TO  et  TP  de  ces 
arcs,  et  que  ces  racines  sont  comme  les  cordes  AT  et  MT. 

Si  l’on  veut  faire  naitre  dans  un  corps  une  vitesse  donnée  V , 

y i 

on  calculera  la  hauteur  TP  = — ; par  le  point  P,  menant  une 

■>s 

horizontale  PM  qui  rencontrera  la  courbe  verticale  AT  en  M, 
et  faisant  partir  le  mobile  du  poiut  M,  il  aura  acquis  en  T 
une  vitesse  égale  à V. 

C)f).  On  appelle  pendule  simple , . un  très-petit  corps  d’une 
grande  densité,  suspendu,  par  un  fil  très-délié,  à un  point 
fixe. 

Si  l’on  écarte  le  pendule  de  la  verticale,  il  tend  à y revenir 
en  vertu  de  sa  pesanteur;  parce  que  cette  force  se  décompose 
à chaque  instant  en  deux  autres,  l’une  dans  la  direction  du 
fil,  et  qui  est  détruite  par  la  résistance  du  fil , et  l’autre,  per- 
pendiculaire à cette  direction  ; c’est  cette  dernière  force  qui 
meut  le  pendule  de  la  même  manière  que  dans  une  courbe 
verticale,  puisqu’on  peut  substituer  à chaque  instant  la  ré- 
sistance du  point  fixe  à celle  de  la  courbe. 

En  considérant  un  cercle  comme  un  polygone  d’un  nombre 
infini  de  côtés , un  quelconque  de  ces  côtés  est  égal  au  pro- 
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(luit  <lc  sa  projection  sur  le  diamètre  qui  passe  par  l'origine, 
par  le  rapport  du  rayon  du  cercle  à l’ordonnée  correspondante 

à ce  côté. 

Fig-  66.  En  effet , soit  MM'  un  de  ces  côtés  ; tirons  le  rayon  CM, 
l’ordonnée  MP,  et  la  ligne  MO,  parallèle  au  diamètre  AB.  Les 
triangles  MM1 0 et  CPM  semblables , comme  ayant  les  côtés 
respectivement  perpendiculaires,  donnent, 


donc. 


MP  : MO  ::  CM  : MM’  } 

„ PP'.  CM 
MM'  = . 

MP 


(25) 


1 OO.  La  durée  de  l’oscillation  d’un  pendule  simple,  dans 

» • l/r 

un  très  peut  arc  de  cercle,  est  sensiblement  égal  à » p- , en 

désignant  par  r le  rayon  de  l'arc  que  décrit  le  pendule  ou  sa 
'longueur,  par  g la  gravité,  et  par  » le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre. 


®7-  Supposons  que  le  pendule,  parti  du  point  B , soit  arrivé 
en  M,  et  que  u soit  sa  vitesse  acquise  à ce  point.  Menons 
1 horizontale  BD,  les  ordonnées  infiniment  voisines  MP  et 
M’P',  et  décrivons  sur  AK , comme  diamètre,  la  circonfé- 
rence ANKO.  Faisons  AP  = .r,  PM  = y,  le  petit  côté 
MM'  =s,  sa  projection  PP'  — /,  la  hauteur  AK  de  l’oscil- 
lation = ô;  enfin  appelons  t le  tems  que  le  pendule  employé  à 
parcourir  MM',  et  T la  durée  de  l’oscillation  entière. 

D’abord  nous  aurons  u = v/ig.r-,  la  petitesse  du  côté  MM' 
permet  de  supposer  qu’il  est  parcouru  uniformément  avec  la 
vitesse  u ; 

donc,  t — - — — — ~r— - — . ( équation  2 5 ). 

« y\ /*gx 


Mais  y est  moyen  proportionnel  entre  ( b — ar)  et  ar,  à cause 
que  b est  le  sinus  verse  d’un  arc  très-petit  ; on  a donc, 

y — t/a  r ( b — x ) , 

et  par  conséquent, 

t 7^ 

y'igx  l/2 r,b — ïj  I ?g  l /x[l> — x)  , 

_ I /r  A bs'  i /r  KN' 

~~  We  * ÿlpbCTx)  ~~  vg  ' k 
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et  comme  on  trouverait  un  résultat  semblable  pour  tous  les 
côtés  qui  composent  l’arc  BMK , il  s’ensuit  que  la  durée  de  la 
, , _ V'r  4NK  ,,  , 

chute  par  cet  arc,  ou  - 7=  — . — — , d ou  on  tire, 

» y'g  b 

y/r  ANKO  *i/r 

1 ~ ~g  * ~ÂJT  = ~7ë' 


la  valeur  de  T étant  indépendante  de  b ~ AK,  il  s'en- 
suit que  les  oscillations , dans  des  petites  portions  d’une  cir-<- 
circonférence,  sont  sensiblement  isochrones , ou  de  même 
durée. 

La  durée  T de  l’oscillation  d’un  antre  pendule,  dont  la 
longueur  est  r’,  dans  un  lieu  où  la  gravité  est  g,  est  pareille- 
ment exprimée  par 


V — 


•MX/r1 


donc , en  général , 

7 : V 


I /r  _ V'r ’ 

Vg  ‘ I Zg? 


Si  les  pendules  oscillent  dans  un  mêmelicu,  ou  à des  latitudes 
égales , on  a 

7 : T ::  ✓r  : Zr>. 


Si  le  même  pendule  oscille  dans  des  lieux  diflférens , on  a 
T : r ::  v'g'  : y'g. 

Enfin , lorsque  deux  pendules  oscillent  en  méme-tems  dans  des 
lieux  différens , 

g :g/  ::  r:  /. 

I O I . Les  nombres  d’oscillations  que  deux  pendules  diflfé- 
rens  peuvent  faire  dans  un  même  tems , et  dans  un  même  lieu , 
sont  en  raison  inverse  des  racines  quarrées  des  longueurs  de 
ces  pendules. 

Car , soient  7 et  T les  durées  des  oscillations  de  ces  deux 
pendules,  r et  r leurs  longueurs , n et  n'  les  nombres  respec- 
tifs d’oscillations  qu’ils  peuvent  faire  dans  un  même  tems  ex- 
primé par  K ; on  aura , K — nT  — n'T1,  d’où  on  tire , 


n : 

n'  : 

: T> 

: 7, 

mais, 

T>: 

7 : 

: vV  ; 

: l/r; 

donc, 

n : 

n'  : 

: v'r'  : 

: V'r. 
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I 02.  Lorsque  le  pendule  et  la  verger  laquelle  il  est  lié  ont 
des  masses  sensibles-,  le  système  prend  le  nom  de  pendule 
compose.  Plus  les  points  du  pendule  sont  voisins  du  point 
fixe,  plus  ils  sont  retardés;  et  plus  ils  en  sont  éloignés,  plus 
ils  sont  accélérés  ; en  sorte  qu’il  y a un  point  du  pendule  qui 
n’est  ni  retardé  ni  accéléré  , c’est-à-dire,  qui  se  meut  comme 
s’il  était  seul , et  c’est  la  distance  de  ce  point  ( qu’on  appelle 
centre  d'oscillation ) au  point  de  suspension,  qui  mesure  la 
longueur  du  pendule 

Si  l’on  désigne  par  tf  cette  longueur,  par  n'  le  nombre  d’os- 
cillations du  pendule  composé  pendant  i',  par  n le  nombre 
d’oscillations  du  pendule  à secondes  pendant  le  même  tems, 
et  par  rla  longueur  de  ce  dernier  pendule;  la  proportion  prc-. 
cédente  pourra  servir,  en  déterminant  n par  l’observation,  à 
trouver  la  longueur  d’un  pendule  composé,  ou  le  centre  d’os- 
cillation d’un  corps.  ‘ 

En  faisant  osciller  dans  le  vide,  pendant  un  tems  quel- 
conque exprimé  en  secondes  par  fl,  un  pendule  dont  la  lon- 
gueur a été  bien  déterminée , cl  observant  le  nombre  « d’os- 

6 

dilations  qu’il  a faites  , la  fraction  — exprime  la  durée  T de 
chaque  oscillation  de  ce  pendule  ; substituant  cette  valeur 


dans  la  formule  T — t 


Vr 

Vg 


on  tire  la  valeur  de 


« 


idnxr 

fl4 


3oP',i98  = 9m,8o9. 


• » |/  r 

Cette  valeur  de  r-,  substituée  dans  la  formule  T — » — , 
& Vg 

dans  laquelle  on  supposera  T i , donnera  pour  la  longueur 
du  pendule  à secondes  sexagésimales,  à Paris, 

r=  3pi,o57  = om,99/J. 

Le  pendule  employé  moins  de  tems  à parcourir  l’arc  BMK , 
moitié  de  l’oscillation , que  la  corde  £K* le  cet  arc. 

En  effet,  la  durée  de  la  chute  par  l’arc  BMK,  est  égale  à 

|/  r , 

, la  durée  de  la  chute  le  long  du  plan  incliné,  repré- 
senté par  la  corde  BK,  étant  la  même  que  celle  parle  diamètre 
■dK , et  qui  est  ^ s’ensuit  que  ces  deux  durées  sont, entre 
elles  ;;  i ; !.. 
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La  pression  qu’éprouve  le  point  fixe,  en  un  point  quel- 
conque M,  en  désignant  par  P le  poids  du  pendule,  se  com- 
pose de  deux  forces,  dont  l’une  provenant  du  poids  P,  est 

f P g p % 

égale  à — [ r — . ( />  — * ) ] , et  l’autre  ■>  égale  à , prove- 

nant de  la  force  centrifuge,  comme  nous  le  verrons  dans  le 
numéro  suivant. 


Des  forces  centrales. 


103.  Si  un  corps  Af,  attiré  continuellement  vers  un  point 
fixe  C , par  une  force  constante  9 , et  lancé  suivant  une  direc- 
tion MB , perpendiculaire  à CM , décrit  une  circonférence  de 
cercle  autour  du  point  C,  la  force  centrale  q> , est  à la  gravité, 
comme  la  hauteur  due  à la  vitesse  de  projection,  est  à la 
moitié  du  rayon  CM. 

En  effet,  nommons  Via  vitesse  de  projection  suivant  MB , 
et  rie  rayon  CM.  Sans  l’action  de  la  force  centrale , le  mobile 
décrirait  sur  MB , pendant  le  tems  très-petit  t,  un  espace 
MN=  Vt,  et  s’écarterait  du  point  C de  la  quantité  IN  qu’on 
peut  regarder  comme  égale  à MG  ; donc , si  le  mobile  reste 
sur  la  circonférence,  du  être  attiré  par  la  force  centrale 
ç , d’une  quantité  égale  à MG  — ; Qt1.  Mais  par  la  nature 

K>t*  , , 

égalant  ces  deux  va- 


du  cercle , M G = — = — = 
ür  a/* 

leurs  de  MG,  il  vient, 


a r 


<p  — . 


(a6) 


d’où  on  tire , 


m _aSA 

? — ~r> 


: g :: 


■r. 


Fig.  68. 


Appelant  h la  hauteur  due  à la  vitesse  V,  la  valeur  de  9 
devient , 


Dans  ce  qui  précède , nous  n’avons  réellement  considéré 
que  l’unité  de  masse  ; mais  si  l’on  multiplie  les  deux  premiers 
termes  de  la  proportion  précédente  par  la  masse  du  mobile, 
cette  proportion  pourra  s’énoncer  ainsi  : 

La  force  centripète  du  corps , s’il  est  libre , ou  sa  force  cen- 
trifuge, s’il  est  retenu  au  point  fixe  C par  un  fil,  est  au  poids 
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de  ce  corps , comme  la  hauteur  due  à la  vitesse  V,  est  à la  moi- 
tié du  rayon  CM.  ’ 

D’où  l’on  voit  que  tant  que  <p  et  r resteront  coustans  , la 
vitesse  V sera  constante. 

Si  nous  multiplions  les  deux  membres  de  l’équation  (26) 
par  la  masse  M du  mobile,  et  si  nous  désignons  par  Fia  force 
centrifuge  de  cette  masse , nous  aurons , 

/’  = MV\ 


Cette  formule  fait  voir  qu’à  masses  égales,  les  forces  cen- 
trifuges de  deux  corps  sont  entre  elles  comme  les  quarrés  de» 
vitesses  divisés  par  les  rayons  des  circonférences  décrites  ; 
donc , si  F*  est  la  force  centrifuge  d’un  autre  corps  qui  circule 
avec  la  vitesse  V dans  une  circonférence  dont  le  rayon  est  r*, 
on  a. 


F'  ::  — : — ; 

r r 


« 

Soient  T et  T les  durées  des  révolutions  des  deux  mobiles; 
2 vr  avr' 

à cause  que  F = — - , et  F ' sz  -pp  , on  aura , 


F : F'  : : 


T* 


r ‘ 

%'la  * 


0?) 


Si  les  durées  des  révolutions  étaient  égales , on  aurait , 

F:  F>  ::  r:  /; 

et  si  l’on  avait  T1  : T,x  ::  r>  : r'\  comme  dans  le  mouve- 
ment des  corps  célestes , la  proportion  ( 27  ) deviendrait , 

F : F1  ::  r11  : r\ 


Propriétés  du  centre  de  gravite . 

,04-  Si  plusieurs  corps  libres  ont  des  mouvemens  recti- 
lignes parallèles  entre  eux  et  uniformes  , leur  centre  commun 
de  gravité  est  mu  parallèlement  aux  directions  ne»  corps , 
avec  une  vitesse  égale  à la  somme  des  quantités  de  mouve- 
ment des  corps  , divisée  par  la  somme  des  masses. 

i°.  Concevons , dans  un  instant  quelconque  , par  le  centre 
de  gravité  du  système,  deux  plans  parallèles  aux  du eelious 
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des  corps,  la  somme  des  inomens  des  corps,  par  rapport  a 
cbacun  de  ces  plans,  sera  nulle  dans  cet  instant  ; et  à cause 
que  les  corps  restent  pendant  leurs  mouveinens  toujours  éga- 
lement distans  de  ces  plans,  la  somme  de  leurs  muinens  sera, 
constamment  nulle  par  rapport  a chacun  de  ces  plans  : le 
centre  de  gravité  sera  donc  mu  dans  chacun  de  ces  plans , et 
parcourra  par  conséquent  leur  intersection,  qui  est  une  droite 
parallèle  aux  directions  des  corps. 

2°.  Imaginons  un  plan  perpendiculaire  aux  directions  des 
corps;  formons  l’équation  des  inomens  des  corps,  par  rap- 
port à ce  pian,. au  commencement  et  à la  fin  d’une  unité  de 
teins  ; retranchons  une  équation  de  l’autre,  et  divisons  l’équa- 
tion restante  par  la  somme  des  masses  , nous  trouverons  que 
l’espace  parcouru  par  le  centre  de  gravité,  pendant  cette  unité 
de  lems,  ou  que  la  vitesse  du  centre  de  gravité  est  égale  à la 
somme  des  forces  du  système,  divisée  par  la  somme  des 
masses  : or  ce  quotient  est  constant  ; donc  le  mouvement  du 
centre  de  gravité  est  uniforme,  et  le  même  que  si  toutes  les 
forces  lui  étaient  immédiatement  appliquées. 

Io5-  Si  les  corps  toujours  mus  uniformément,  ont  des  di- 
rections rectilignes  quelconques,  le  mouvement  de  leur  centre 
commun  de  gravité  est  rectiligne,  uniforme,  et  le  même  que 
si  tontes  les  forces  lui  étaient  appliquées  chacune  parallèlement 
à sa  direction. 

Décomposons  la  vitesse  de  chaque  corps  en  trois  autres  res- 
pectivement parallèles  à trois  axes  rectangles  tirés  par  le 
centre  de  gravité  dans  un  instant  quelconque.  Le  mouvement 
du  centre  de  gravité,  résultant  des  vitesses  parallèles  à chaque 
axe  , sera  parallèle  à cet  axe , uniforme , et  le  même  que  si 
toutes  les  forces  parallèles  à cet  axe  lui  étaient  appliquées  ; 
donc,  si  le  centre  de  gravité,  parti  de  l’origine,  est  arrivé  au 
bout  du  tems  t,  en  un  point  dont  les  coordonnées  soient  x ,y , 

' s,  et  si  a,  b et  c sont  les  vitesses  du  centre  de  gravité  respec- 
tivement parallèles  aux  axes  des  x,, y et  s,  on  aura, 

xzzz  at,  y z=.Lt,  et  z z=zct\ 
éliminant  t,  il  vient, 


on  voit  par  là  que  les  projections  de  la  route  du  centre  de 
.gravité  sur  drux  des  plans  coordonnés,  sout  des  lignes  droites  ; 
cette  route  est  donc  rectiligne. 


bx  ex 
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L’espace  parcouru  par  le  centre  de  gravité  pendant  le  tems 
f,  étant  la  distance  de  l’origine  au  point  a:,  y , z,  on  a , en  ap- 
pelant E cet  espace, 

E — V x1  + y1  -f-  21  = t Va'  + bx  + c*  ; 

d'où  l’on  voit  que  le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  uni- 
forme, et  que  sa  vitesse  l/a1  h2  -f-  c1  est  la  même  que  si 
1rs  forces  lui  étaient  appliquées,  chacune  parallèlement  à sa 
direction. 

ioG-  Si  les  corps  étaient  liés  entre  eux*  le  centre  de  gra  • 
vité  serait  encore  mu  de  la  même  manière  que  s’ils  étaient 
libres  ; ensorle  que  la  réaction  mutuelle  des  parties  du  sys- 
tème n’altère  pas  le  mouvement  du  centre  de  gravité. 

En  effet , soient, /*,  /J/,  etc. , les  forcés  qu’auraient  les  corps 
s’ils  étaient  libres.  Supposons  qu’à  causé  dé  la  liaison  dés 
parties  du  système,  ces  forces  se  changent  en  F,  F',  etc.;  et 
soient  fif*,  etc. , les  autres  composantes  des  forces  F,  P,  etc. 
Les  forces  F,  F',  etc.,  étant  les  seules  qui  doivent  avoir  lieu, 
les  forces/^/ etc.,  seront  détruites  : or,  les  forces/',  F1,  etc., 
meuvent  les  corps  comme  s’ils  étaient  libres;  on  peut  donc  les 
siqiposer  appliquées  au  centre  de  gravité,  parallèlement  à 
leurs  directions.  Quant  aux  forces  f , /',  etc.,  elles  se  font 
équilibre,  satisfont  aux  trois  équations  de  l’équilibre  de  trans- 
lation : on  peut  donc  aussi  fes  supposer  appliquées  au  centre 
de  gravite,  chacune  parallèlement  à sa  direction;  et  comme 
elles  n’y  produisent  aucun  mouvement , il  s’ensuit  que  les 
forces  F,  F1,  etc. , meuvent  lé  centre  de  la  même  manière  que 
s’il  était  sollicité  à la  fois  par  les  forces  F,  F1,  etc. ,f,f,  etc.; 
c’est-à-dire  par  les  forces  P , P1,  etc. , transportées  aussi  au 
centre  de  gravité  parallèlement  à leurs  directions. 

1 07.  Lorsque  la  force  transmise  à un  système  invariable, 
passe  par  son  centre  de  gravité , toutes  les  parties  du  système 
ont  des  vitesses  égales. 

Car , s’il  y avait  dans  le  système  des  vitesses  plus  grandes 
les  unes  que  les  autres , elles  devraient  se  trouver  toutes  d’un 
même  côté  du  centre  de  gravité,  et  leur  résultante,  qui  se 
trouverait  du  côté  des  plus  grandes  forces , ne  passerait  pas 
alors  par  le  centre  de  gravité,  ce  qui  serait  contraire^  l’hy- 
pothèse. 

108.  Si  la  force  transmise  à un  corps  ne  passe  pas  par  sou 
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«entre  de  gravité , outre  son  mouvement  de  translation , le 
Corps  prend  encore  un  mouvement  de  rotation  autour  de  son 
centre  de  gravité. 

En  effet , si  l’on  appliquait  au  centre  de  gravité  une  force 
égale,  parallèle  et  contraire  à celle  du  corps  , cette  force  dé- 
truirait le  mouvement  de  translation  du  centre;  mais  comme 
les  deux  forces  appliquées  au  corps  ne  sont  pas  directement 
opposées,  le  corps  ne  demeurera  pas  en  équilibre,  et  le  centre 
de  gravité  n’ayant  aucun  mouvement , ce  corps  11e  pourra  que 
tourner  autour  du  centre  de  gravité;  et  comme  la  force  ap- 
pliquée au  centre  de  gravité  ne  tend  à produire  aucun  mou- 
vement de  rotation,  il  s’ensuit  qu’en  supprimant  son  action, 
le  mouvement  de  rotation  aura  encore  lieu  avec  le  mouvement 
de  translation , et  que  ces  deux  mouveinens  sont  indépendans 
l’un  de  l’autre. 


De  la  force  d'inertie  et  du  choc  des  corps. 


109.  On  appell e force  d'inertie , la  propriété  de  la  matière 
en  vertu  de  laquelle  un  corps  en  repos  ou  en  mouvement  ré- 
siste à son  changement  d’état  ; cette  force  se  fait  sentir  suivant 
toutes  les  directions;  elle  ne  provient  pas  de  la  pesanteur, 
puisqu’on  éprouve  de  la  résistance  à communiquer  du  mou- 
vement à un  corps  posé  sur  un  plan  horizontal , ou  en  frap- 
pant de  haut  en  bas  un  corps  qui  tombe. 

La  force  d’inértie  est  proportionnelle  à la  masse,  puis- 
qu’elle appartient  également  à toutes  les  parties  matérielles 
égales  d’un  corps. 

1 10.  On  appelle  corps  durs , ceux  dont  la  forme  ne  peut 
être  changée,  quelles  que  soient  les  forces  qu’on  leur  applique 
extérieurement;  et  corps  élastiques , ceux  qui  peuvent  être 
comprimés,  et  qui  ont  la  propriété  de  reprendre  leur  pre- 
mière forme  par  les  mêmes  degrés  de  force  par  lesquels  ils 
1,’ont  perdue. 

Le  choc  direct  est  celui  qui  se  fait  suivant  une  droite  qui 
passe  par  les  centres  de  gravité  des  corps,  et  qui  est  perpen- 
diculaire au  plan  tangent  aux  surfaces  des  deux  corps , au 
jtoint  de  rencontre  de  ces  deux  surfaces. 

Si  deux  corps  durs  de  même  masse  se  choquent  en  sens 
contraires  avec  des  vitesses  égales,  ils  doivent  demeurer  en 
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repos  après  le  choc , puisqu’il  n’y  a aucune  raison  pour  que 

l’un  quelconque  des  deux  corps  entraîne  l’autre. 

t 1 1 . Deux  corps  qui  se  choquent  en  sens  contraires , et  se 
font  équilibre,  ont  des  quantités  de  mouvement  égales  entre 
elles. 

En  effet , supposons  que  la  masse  de  l’un  des  corps  ne  soit 
qu’un  point  matériel , chaque  point  du  second  corps  devra 
éteindre  dans  ce  point  unique  , une  vitesse  égale  à celle  de  ce 
second  corps,  ensorte  que  la  force  du  premier  corps  doit  équi- 
valoir à celle  d’un  point  matériel  animé  d’une  vitesse  égale  au 
produit  de  la  vitesse  du  second  corps  , multipliée  par  le  nom- 
bre de  ses  points  , ou  par  la  masse  de  ce  second  corps. 

Par  un  raisonnement  semblable,  on  verra  qu’on  peut  sub- 
stituer à la  force  du  second  corps,  celle  d’un  point  matériel 
animé  d’une  vitesse  égale  au  produit  de  la  vitesse  d„'.  premier 
corps  , par  sa  masse  ; le  choc  peut  donc  être  réduit  à celui  de 
deux  points  matériels  égaux  , dont  les  vitesses  contraires  sont 
respectivement  égales  à ces  produits.  Dans  le  cas  de  l’équi- 
libre, ces  produits  sont  donc  égaux;  c’est-à-dire  que  les  vi- 
tesses des  deux  corps  sont  en  raison  inverse  de  leurs  masses. 

I I 2.  La  vitesse  des  corps  durs,  après  le  choc,  est  égale  à 
la  somme  de  leurs  quantités  de  mouvemens  avant  le  choc, 
divisée  par  la  somme  de  leurs  masses. 

Supposons  que  les  corps  vont  dans  un  même  sens  ; dési- 
gnons par  M la  masse  du  choquant , et  par  V sa  vitesse  avant 
le  choc  ; par  M1  la  masse  du  choqué  , et  par  V1  sa  vitesse  avant 
le  choc.  Remarquons  que  le  choc  cesse  aussitôt  que  le  choqué 
a autant  de  vitesse  qu’il  en  reste  au  choquant , et  qu’alors  les 
deux  corps  jnxta-posés  ont  des  vitesses  égales  qu’ils  conservent 
après  le  choc. 

Soit  x cette  vitesse  commune;  on  peut  considérer  le  cho- 
quant à l’instant  du  choc,  comme  ayant  les  deux  vitesses  x 
et  V — x dans  le  sens  du  choc,  puisque  la  somme  de  ces  deux 
vitesses  n’est  autre  que  V.  On  peut  considérer  aussi  le  choqué 
comme  ayant,  à l’instant  du  choc,  les  deux  vitesses  x,  dans 
le  sens  de  la  vitesse  du  choquant , et  a:  — V'  en  sens  con- 
traire, puisque  la  différence  de  ces  deux  vitesses  est  V dans 
le  sens  du  choquant. 

Mais  par  la  supposition , les  corps  ne  doivent  conserver  que 
la  vitesse  commune  x-,  donc,  ils  doivent  se  faire  équilibre  en 
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vertu  des  deux  autres  vitesses;  donc,  par  ce  qui  précède,  on 
doit  avoir  : 

M ; M'  ::  x—V<  : V—x , 

d’où  l’on  tire, 


MV  + M'V 
M -J-  M' 


Si  le  choqué  eût  été,  avant  le  choc,  en  sens  contraire  du 
choquant,  c’est-à-dire  de  celui  qui  a la  plus  grande  quantité 
de  mouvement,  on  aurait  eu  : 


MV  — M'V 
X M -f  M' 

Lorsque  le  choqué  est  en  repos  avant  le  choc,  on  a, 

MV 

X m -j-  M 

La  première  de  ces  trois  valeurs  de  x , donne  l’équation. 

Mx  + M'x  __  MV  -f  M'V 
~M  4-  M'  Al  4-  ÂF  ’ 

qui  fait  voir  que  la  somme  des  quantités  de  mouvement,  après 
le  choc , est  la  meme  qu’avant  le  choc  ; et  que  la  vitesse  du 
centre  commun  de  gravité  des  deux  corps,  après  le  choc,  est 
la  même  qu’avant  le  choc. 

T T 3-  Pour  avoir  les  vitesses  de  deux  corps  élastiques , après 
le  choc,  il  faut  du  double  de  la  vitesse  que  ces  corps  auraient 
après  le  choc,  s’ils  étaient  sans  ressort,  retrancher  la  vitesse 
que  chacun  d’eux  avait  avant  le  choc. 

En  effet,  pendant  que  les  corps  se  compriment , la  distri- 
bution des  forces  se  fait  comme  dans  le  choc  des  corps  durs; 
donc,  si  x est  la  vitesse  que  les  corps  auraient  dans  ce  cas, 
V — x sera  la  vitesse  perdue  par  le  choquant  pendant  la  coin-' 
pression;  et  comme  on  suppose  la  réaction  du  ressort  égale 
et  contraire  à la  force  avec  laquelle  il  a été  comprimé,  V — 
eera  la  vitesse  perdue  par  la  réaction,  ensorte  que  la  vitesse 
totale  perdue  parle  choquant,  sera  iV  — ix  ; retranchant 
cette  vitesse  perdue  de  la  vitesse  V que  le  choquant  avait 
avant  le  choc,  on  aura  ix  — V pour  la  vitesse  de  celui-ci 
«près  le  choc. 

La  vitesse  que  le  choqué  gagne  pendant  la  compression , 
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est  x — V1,  la  réaction  du  ressort  lui  en  fait  gagner  encore 
autant  ; la  vitesse  totale  que  le  choqué  gagne  par  le  choc,  est 
donc  ix — a V ; ajoutant  cette  vitesse  avec  celle  V qu’il  avait 
avant  le  choc , on  aura  %x  — V pour  la  vitesse  du  choqué 
après  le  ehoc.  Dans  cette  dernière  formule,  V peut  être  néga- 
tive ou  nulle. 


La  vitesse  du  centre  commun  de  gravité  de  deux  corps  élas- 
tiques après  le  choc , est  la  même  qu’avant  le  choc. 

Car,  apres  le  choc , cette  vitesse  est  — 


A/-f-  M' 


ou  1 


. mvx.m'V 

, ou  enfin 


]Ü+Ÿ.~,qui  est  Pré‘ 

cisément  la  vitesse  du  centre  de  gravité  des  deux  corps  avant 
le  Choc. 

1 1 /J . Dans  le  choc  des  corps  élastiques , la  somme  des  pro- 
duits de  chaque  masse  par  le  quarré  de  sa  vitesse  après  le 
choc,  est  égale  à la  somme  des  produits  de  chaque  masse  par  le 
guarré  de  sa  vitesse  avant  le  choc. 

En  effet , M(  %x  - Vf  -f  M‘ ’ ( ix—V  )»  = t,x*  ( M -+-  M'  ) 
kx{MV M'V  )-j-  MV*  + M'V'1-,  mettant  dans  le  se- 

My-X-M'V 

cond  membre , au  lieu  de  x sa  valeur  — - — . - , ce  second 

Jli-j-  M' 

çiembre  se  réduit  à MV * rj-  M1  V11. 


On  entend  par  force  vive  d’un  corps , le  produit  de  sa  masse 
par  le  quarré  de  sa  vitesse  ; ainsi , dans  le  choc  des  corps  par- 
faitement élastiques , la  somme  de  leurs  forces  vives  est  la 
même  avant  et  après  le  choc. 


La  vitesse  avec  laquelle  les  corps  élastiques  s’éloignent  l’un 
de  l’autre  après  le  choc,  est  égale  à celle  avec  laquelle  ils  s’ap- 
prochaient l’un  de  l’autre  avant  le  choc. 

Car,  si  les 'corps  vont  dans  le  même  sens  avant  le  choc,  la 
vitesse  avec  laquelle  le  choquant  s’approche  du  choqué , est 
V — V'.  Après  le  choc,  la  vitesse  avec  laquelle  le  choqué  s’é- 
loigne du  choquant , est  ix  — V — ( %x  — V)  ou  V — V ,, 
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SECTION  III. 


H Y DR  O ST  A T I QU  E. 


CHAPITRE  PREMIER. 


ï 1 5-  Une  masse  fluide  est  un  amas  de  particules  matérielle* 
d’une  extrême  ténuité,  et  douées  d’une  parfaite  mobilité  eu 
toutes  sortes  de  sens. 

On  distingue  deux  sortes  de  fluides  ; les  premiers  s’ap- 
pellent fluides  incompressibles , dont  on  ne  peut  diminuer  le 
volume , quelle  que  soit  la  pression  qu’on  leur  applique  ; telle 
est  l’eau  et  la  plupart  des  liqueurs.  Les  autres  sont  compres- 
sibles et  élastiques , comme  l’air  et  les  différens  gaz. 

II 6.  Lorsqu’une  masse  fluide,  considérée  comme  étant 
sans  pesanteur,  remplit  entièrement  un  vase  fermé  de  toutes 
parts,  si  l’on  fait  à ce  vase  deux  ouvertures  égales,  et  qu’on 
y applique,  au  moyen  de  deux  pistons,  deux  pressions  égales, 
les  deux  pistons  seront  évidemment  en  équilibre;  ce  qui 
prouve  que  le  fluide  transmet  entièrement,  et  en  tous  sens, 
la  pression  appliquée  à un  des  pistons. 

Donc  , si  l’une  des  ouvertures  est  plus  grande  que  l’autre, 
la  pression  appliquée  au  plus  petit  piston  se  transmettra 
pleinement  sur  chaque  partie  de  la  base  du  plus  grand,  égale 
à la  base  du  plus  petit  ; ensorte  que  les  pressions  qu'on  devra 
appliquer  aux  deux  pistons  pour  qu’ils  soient  en  équilibre  , 
devront  être  proportionnelles  aux  bases  de  ces  pistons.  C’est 
sur  ce  principe  qu’est  fondée  la  presse  de  Pascal. 

La  même  masse  fluide  pressée  étant  en  équilibre, la  pression  qule 
chaque  molécule  contiguë  à la  surface  du  vase , ou  à celle  d’un 
corps  placé  dans  l’intérieur  du  fluide,  exerce  sur  cette  surface, 
est  perpendiculaire  à cette  surface  ; sani>  quoi  cette  pression 
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ne  serait  pas  détruite  entièrement  par  la  résistance  de  cette 

surface  , et  l’équilibre  n'aurait  pas  lieu. 

T I 7.  Si  les  molécules  d’une  masse  fluide  contenue  dans  un 
vase  ouvert  sont  sollicitées  par  la  pesanteur  seule,  et  si  la  sur- 
face du  fluide  est  de  niveau  , toute  la  masse  est  en  équilibre. 

En  effet,  la  pesanteur  d’une  quelconque  des  molécules  de 
cette  surface  étant  alors  perpendiculaire  à cette  surface,  celte 
molécule  ne  doit  tendre  à se  mouvoir  d’aucun  côté  sur  cette 

tee;  il  en  est  de  même  pour  toutes  les  molécules  des 
tes  parallèles  à la  première. 

uonc , les  surfaces  d’un  même  fluide  pesant , contenu  dans 
'un  syphon , forment  une  même  surface  de  niveau , ou  sont 
dans  un  même  plan  horizontal , si  le  syphon  n’est  pas  d’une 
très-grande  étendue.  La  théorie  des  instrumens  employés  dans 
le  Nivellement,  dérive  de  cette  propriété  des  fluides. 

118.  La  pression  qu’éprouve  en  tous  sens  une' molécule 
quelconque  d’un  fluide  pesant  en  équilibre  dans  un  vase  , est 
égale  au  poids  d’un  filet  vertical  de  ce  fluide  qui  aurait  pour 
hauteur  la  distance  de  cette  molécule  au  plan  de  la  surface 
supérieure  du  fluide. 

D’abord  cette  molécule  est  également  pressée  en  tous  sens  , 
sans  quoi  elle  serait  mue  du  côté  où  elle  éprouverait  la 
moindre  pression.  Concevons  ensuite  que  toute  la  masse 
fluide,  à l’exception  de  ce  filet,  vienne  à se  durcir  sans 
changer  de  place  ni  de  volume , la  molécule  éprouvera  encore 
la  même  pression  ; mais  alors  elle  porte  évidemment  le  poids 
entier  du  filet  qui  est  resté  fluide. 

119.  On  appelle  pesanteur  spécifique  d’un  corps , ou  d'un 
fluide,  le  poids  de  l’unité  de  volume  de  ce  corps;  or,  il  est 
évident  que  si  l’on  multiplie  le  poids  de  l’unité  de  volume 
d’un  corps  par  le  nombre  de  ses  unités  de  volume,  on  doit 
avoir  son  poids  total  ; donc  le  poids  d’un  corps  est  égal  au 
produit  de  sa  pesanteur  spécifique  par  son  volume. 

La  densité  d’un  corps  est  la  masse  de  l’unité  de  volume  de 
ce  corps;  la  masse  totale  d’un  corps  est  donc  égale  au  produit 
de  sa  densité  par  son  volume.  Ainsi  appelant  P le  poids  d’un 
corps  , M sa  masse , V son  volume , D sa  densité , et  g la  gra- 
vité, on  a , 

M = DV,  et  P ~ gM  — gDV. 

Désignant  en  outre  par  n la  pesanteur  spécifique,  on  a, 
n = gD,  et  P = nE ; 


Digitized  by  Google 


MÉCANIQUE.  535 

d’où  il  est  aisé  de  conclure  que  le  rapport  des  densités  , ou  «1rs 
pesanteurs  spécifiques  de  deux  corps  ayant  même  volume,  est 
le  même  que  celui  de  leurs  poids  respectifs. 

120.  La  pression  qu’un  fluide  pesant  exerce  sur  une  sur- 
face plane  , située  comme  on  le  voudra,  est  égale  au  produit 
de  cette  surface  multipliée  par  la  distance  de  son  centre  de 
gravité  au  plan  de  niveau,  et  par  la  pesanteur  spécifique  du 
fluide. 

Car,  si  l’on  partage  cette  surface  en  une  infinité  de  petites 
surfaces , tous  les  points  de  chacune  de  celles-ci  pourront 
être  considérés  comme  également  distans  du  plan  de  niveau , 
et  à cause  que  chaque  point  est  pressé  perpendiculairement 
à la  surface  par  une  force  égale  au  poids  d’un  filet  de  fluide 
qui  aurait  pour  hauteur  la  distance  de  ce  point  au  plan  (le 
niveau  ; il  s’ensuit  que  chacune  de  ces  petites  surfaces  éprouve 
une  pression  égale  au  poids  d’un  prisme  de  fluide,  qui  aurait 
pour  base  cette  petite  surface,  et  pour  hauteur  la  distance 
de  cette  même  petite  surface  au  plan  de  niveau  : mais  le  poids 
de  ce  prisme  est  exprimé  par  le  produit  de  la  petite  surface 
par  sa  distance  au  plan  de  niveau,  et  par  la  pesanteur  spéci- 
fique du  fluide.  Donc,  la  pression  totale  est  égale  à la  somme 
des  produits  des  petites  surfaces  multipliées  chacune  par  sa 
distance  au  plan  de  niveau,  et  par  la  pesanteur  spécifique  du 
fluide.  Or,  la  somme  des  produits  des  petites  surfaces  par 
leurs  distances  au  plan  de  niveau , est  égale  au  produit  de 
la  surface  entière  par  la  distance  de  son  centre  de  gravité 
au  plan  de  niveau;  donc,  la  pression  totale  est  exprimée  par 
le  produit  de  la  surface  pressée  par  la  distance  de  son  centre 
de  gravité  au  plan  de  niveau,  et  par  la  pesanteur  spécifique 
du  fluide. 

Donc,  si  le  fond  d’un  vase,  rempli  d’un  fluide  pesant,  est 
horizontal , la  pression  sur  le  fond  est.  la  même,  plus  petite 
ou  plus  grande  que  le  poids  du  fluide  contenu  dans  le  vase, 
selon  que  ce  vase  est  cylindrique,  ou  qu’il  est  évasé  ou  ré- 
tréci par  le  haut. 

121.  Pour  avoir  le  centre  de  pression , ou  le  point  par 
lequel  passe  la  résultante  de  toutes  les  pressions  élémentaires, 
il  faut  prendre  la  somme  des  momens  de  ces  pressions,  par 
rapport  à deux  axes  rectangles  tirés  sur  la  surface,  et  divi- 
ser chaque  somme  de  momens  par  la  pression  totale  ; les  quo- 
tiens  seront  les  coordonnées  du  centre  de  pression 
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Si,  par  exemple,  une  droite  verticale  est  pressée  par  un 
fluide  pesant  en  repos  , et  que  l'on  conçoive  sa  hauteur  H par- 
tagée en  un  nombre  infini  n de  parties  égales  à h,  les  roo- 
mens  des  pressions  élémentaires,  par  rapport  à la  ligné  de 
niveau , étant  entre  eux  comme  les  quarrés  de  la  suite  natu- 
relle des  nombres,  la  somme  de  ces  momens  sera  égale  au 
tiers  du  cube  du  moment  de  la  dernière  pression  , c’est-à-dire 
en  désignant  par  p la  pesanteur  spécifique  du  fluide , égale  à 


-,  et  divisant  ce  produit  par  la  pression  totale - 


a,  pour  la  distance  du  centre  de  pression  à la  ligne  de  niveau , 
\ nh  ou  f H. 


Fig.  69.  123.  Lorsqu’un  corps  d’une  forme  quelconque  est,  en 

tout  ou  en  partie,  dans  un  fluide  pesant , il  s’y  trouve  solli- 
cité par  sa  pesanteur , et  par  une  infinité  de  pressions  perpen- 
diculaires à la  surface  de  la  partie  submergée  ; toutes  ces  forces 
doivent  se  détruire  pour  que  le  corps  demeure  en  équilibre. 

Considérons  seulement  la  courbe  plane  et  y erticale  ABCDNIl 
dans  un  fluide,  dont  le  niveau  est  PQ.  Prenons  l’élément  très- 
petit  AB,  menons  les  horizontales  AC,  BD , et  les  verticales 
ARe t BS,  et  la  verticale  AiOparle  milieu  de  AB.  Soient/,/1 
et /"  les  pressions  que  le  fluide  exerce  perpendiculairement 
sur  les  élémens  AB,  DE  et  HK  ; décomposons  chacune  de  ces 
forces  en  deux,  l’une  horizontale  et  l’autre  verticale;  appe- 
lons p la  pesanteur  spécifique  du  fluide.  La  force  horizontale 
svtAB,  sera  p . MO  ■ BC  ; la  force  horizontale  sur  l’élément 
opposé  DE,  aura  la  même  expression;  et  les  deux  forces  agis- 
sant en  sens  contraires,  se  détruiront.  Il  en  sera  de  même  de 
toutes  les  forces  horizontales  agissant  sur  les  élémens  opposés. 
La  force  verticale  sur  AB,  sera  exprimée  par  p . AC  ■ MO',  la 
force  verticale  sur  UK,  sera  égale  à p . HI.  OT',  ces  deux  forces 
étant  directement  opposées , il  en  résulte,  pour  soulever  le  filet 
AK,  une  force  égale  à/a . MT . AC,  c’est-à-dire  égale  au  poids 
du  volume  de  fluide,  dont  AK  tient  la  place  ; ainsi  on  voit  que 
toutes  les  pressions  horizontales  se  détruisent,  et  que  les  forces 
verticales  qui  sollicitent  le  corps,  se  réduisent  au  poids  du 
corps,  et  à une  autre,  de  signe  contraire,  égale  au  poids  du 
volume  de  fluide  déplacé;  donc,  si  l’on  désigne  par  P la  pe- 
santeur spécifique  du  corps,  et  par  V son  volume,  le  corps 
pourra  être  considéré  comme  sollicité  par  la  force  unique  ver- 
ticale , égale  à 

PV—pV,  . 
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Si  P — p,  le  corps  ne  montera  ni  ne  descendra. 

Si  p < P le  corps  descendra  jusqu’au  fonds  du  vase  avec 
une  force  égale  à l’excès  de  son  poids  sur  celui  du  fluide  dé- 
placé; et  si  p le  corps  s’élèvera  et  sortira  du  fluide,  jus- 

qu’à ce  que  le  volume  v de  la  partie  submergée , soit  tel  qu’ou 
ait. 


PV  — pv  — o, 


ou 


PV  rr  pv. 


(’8) 


123.  La  résultante  des  forces  verticales  provenant  des 
pressions  du  fluide,  passe,  dans  le  cas  de  l’équilibre,  par  le 
centre  de  gravité  du  volume  de  la  partie  submergée. 

En  effet,  la  distance  de  celte  résultante  à deux  axes  hori- 
zontaux , est  égale  à la  somme  des  momens  des  poids  des 
filets  verticaux  de  fluide  qui  rempliraient  le  volume  de  la 
partie  submergée  , divisée  par  le  poids  du  fluide  dont  le  corps 
occupe  la  place;  mais  ces  quotiens  expriment  aussi  les  dis- 
tances aux  mêmes  axes  du  centre  de  gravité  du  volume  de  la 
partie  submergée. 

On  voit  donc  que  si  un  corps , dont  la  pesanteur  spécifique 
est  moindre  que  celle  d’un  fluide , est  en  équilibre  sur  le 
fluide. 

r°.  Le  poids  de  ce  corps  est  égal  au  poids  du  volume  de 
fluide  déplacé  ( équat.  28). 

a°.  Les  deux  forces  verticales  PV  et  — pv  qui  le  sollicitent, 
passant,  l’une  par  le  centre  de  gravité  du  corps,  et  l’autre 
par  le  centre  de  gravité  du  volume  de  la  partie  plongée,  ces 
deux  centres  doivent  se  trouver  dans  une  même  verticale , 
afin  que  ces  deux  forces  soient  directement  opposées  et  se 
détruisent.  \ 

Soit  Vie  volume  d’un  corps  , dont  la  pesanteur  spécifique 
P surpasse  celle  de  différens  fluides  exprimées  par  p , p',  p". 
Si  l’on  suspend  ce  corps  successivement  dans  ces  fluides , 
pV,  p'V  et  p"V  seront  les  pertes  de  poids  respectives  de  ce 
corps  dans  ces  fluides.  Or  on  a évidemment  ces  proportions , 

PV  : PV  ::  p : P , 
et,  pV  : p'V  ::  p : p',  etc. 

La  première  de  ces  proportions  servira  à faire  connaître 
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la  pesanteur  spécifique  du  corps  au  moyen  de  celle  du  fluide , 
et  de  la  perte  de  poids  du  corps  dans  ce  fluide. 

La  seconde  fera  connaître  la  pesanteur  spécifique  p’  d’une 
liqueur  quelconque,  au  moyen  de  celle p d’une  autre  liqueur, 
et  des  pertes  de  poids  d’un  même  corps  dans  ces  deux  liquides. 

On  peut  encore  déterminer  la  pesanteur  spécifique  d’une 
liqueur,  au  moyen  d’une  fiole  lestée  et  surmontée  d’un  petit' 
bassin  propre  à recevoir  des  poids  : on  plonge  cette  fiole 
dans  la  liqueur  dont  on  connaît  la  pesanteur  spécifique  , et 
dans  celle  dont  la  pesanteur  spécifique  est  à trouver  ; et  à 
l’aide  des  petits  poids  qu’on  ajoute  ou  qu’on  ôte  du  bassin, 
on  fait  en  sorte  que  le  volume'  v de  la  partie  submergée  soit 
le  même  dans  les  deux/ liqueurs  ; alors  si  q et  q ;£  K sont 
les  poids  successifs  de  l’instrument,  quand  il  surnage  dans 
chacune  des  deux  liqueurs  dont  nons  supposons  que  les  pesan- 
teurs spécifiques  sont  j>  et  p\  comme  on  a qz^pv  et  qzilK  zzz 
p'v , on  doit  avoir , 

q : q ± K ::  p : p'. 

L’instrument  dont  il  s’agit , se  nomme  Aréomètre. 

Tour  connaître  la  pesanteur  spécifique  d’un  corps  plus  léger 
que  le  fluide  dans  lequel  on  veut  le  plonger  , on  attachera  à 
ce  corps  un  autre  corps  assez  dense  pour  que  le  système  des 
deux  puisse  plonger  entièrement  : on  obse'rvera  la  perte  de 
poids  de  ce  système  dans  le  fluide  ; on  en  retranchera  la 
perte  de  poids  du  corps  ajouté  , et  le  reste  sera  la  poussée  du 
fluide  sur  le  premier  corps,  c’est-à-dire  le  produit  de  la  pe- 
santeur spécifique  du  fluide  par  le  volume  de  ce  corps  , et 
divisant  ce  reste  par  le  poids  de  ce  même  corps  , on  aura  le 
rapport  de  la  pesanteur  spécifique  du  fluide  à celle  du  corps. 

Les  physiciens  ont  formé  une  table  des  pesanteurs  spéci- 
fiques de  différentes  substances , dans  laquelle  la  densité  de 
l’eau  distillée  et  soumise  à la  température  d’environ  4°  du 
thermomètre  centigrade  au-dessus  de  zéro  , est  prise  pour 
unité  , la  hauteur  du  baromètre  étant  de  om,7Ô  ; parce  que 
c’est  à ce  terme  que  cette  densité  a atteint  son  maximum. 
Alors  le  poids  d’un  centimètre  cube  de  cette  eau,  est  ce  qui 
forme  le  gramme  ou  notre  unité  de  poids.  Par  exemple,  on 
trouve  dans  rette  table  que  la  pesanteur  spécifique  de  l’or  est 
19,  c’est-à-dire  qu’un  volume  quelconque  de  ce  métal  est 
dix-neuf  fois  plus  pesant  qu’un  pareil  volume  d’eau  distillée. 
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Ainsi  pour  évaluer  en  grammes  le  poids  d’un  volume  d’une 
substance  quelconque,  il  faut  multiplier  sa  pesanteur  spéci- 
fique par  son  volume  évalué  en  centimètres  cubes. 


CHAPITRE  II. 

1)E  l’air,  DU  BAROMÈTRE,  ET  r>E  SON  USAGE 
DANS  LA  3IESURE  DES  HAUTEURS. 


1 L’air  est  un  fluide  transparent  qui  environne  la  terre 
depuis  sa  surface  jusqu’à  une  hauteur  d’environ  6oooom  ; 
l’expérience  prouve  qu’il  est  compressible  dans  le  rapport  des 
poids  qui  le  chargent , qu’il  est  élastique  et  dilatable  par  la 
chaleur,  de  ^ de  son  volume  pour  chaque  degré  de  tempéra- 
ture du  thermomètre  centigrade. 

Les  couches  inférieures  dç  l’atmosphère  étant  chargées  des 
couches  supérieures  , il  s’ensuit  que  l’air  à la  surface  de  la 
terre  est  comprimé  par  le  poids  de  ces  dernières  couches , et 
qu’il  tend  par  conséquent , en  vertu  de  sa  force  élastique  , à 
s’étendre  en  tous  sens  avec  une  force  égale  à ce  poids.  A me- 
sure qu’on  s’élève  au-dessus  de  la  surface  de  la  terre , la 
hauteur  de  la  colonne  d’air  comprimante  diminue , la  densité 
de  l’air  doit  donc  aussi  diminuer. 

Le  baromètre  est  un  tube  de  verre  de  8ac-m,  scellé  à un  de 
ses  bouts , et  dont  l’intérieur  a été  parfaitement  nettoyé  et 
desséché.  On  a d’abord  rempli  entièrement  ce  tube  avec  du 
mercure  purifié  qui  en  a chassé  l’air;  tenant  ensuite  l’orifice 
bouché , on  a renversé  le  tHbe  dans  une  cuvette  contenant 
du  mercure  en  assez  grande  quantité  pour  que  l’air  n’ait  pas 
ipu  rentrer  dans  le  tube.  Le  mercure  du  tube  s’est  alors  abaissé 
de  lui-même , et  sa  hauteur  au-dessus  du  niveau  du  mercure 
de  la  cuvette  s’est  réduite  à ora,7C. 

La  suspension  de  cette  colonne  de  mercure  est  évidemment 
due  à la  pression  de  l’air  qui  pèse  sur  le  mercure  de  la 
cuvette , et  qui  ne  presse  pas  la  surface  supérieure  du  mev- 
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cure  contenu  dans  le  tube , puisque  le  mercure  en  descendant 
a laissé  la  partie  supérieure  du  tube  entièrement  privée  d’air. 
Une  colonne  verticale  entière  d’air  atmosphérique  pèse  donc 
autant  qu'une  colonne  de  mercure  de  môme  base , et  de  76  c m 
de  hauteur. 

Cette  hauteur  du  mercure  dans  le  baromètre  ne  reste  pas 
toujours  la  même  dans  le  même  lieu;  ses  variations  tiennent  à des 
ehangemens  dans  l’atmosphère  qui  ne  sont  pas  bien  connus  ; 
elles  indiquent  seulement  que  la  pression  de  l’atmosphère 
augmente  ou  diminue  selon  que  cette  hauteur  augmente  ou 
diminue. 

I 25.  Si  l’on  porte  le  baromètre  d’un  lieu  dans  un  autre 
plus  élevé , la  colonne  d’air  qui  presse  le  mercure  de  la  cuvette 
se  trouvant  raccourcie  et  moins  pesante  qu’auparavant  , ne 
pourra  plus  soutenir  la  même  hauteur  de  mercure  dans  le 
baromètre , et  le  mercure  s’abaissera.  Voyons  comment  cet 
abaissement  peut  faire  connaître  la  différence  de  niveau  des 
deux  lieux. 

Concevons  une  colonne  verticale  entière  de  l’atmosphère  , 
partagée  en  un  assez  grand  nombre  de  couches  horizontales 
d’une  même  épaisseur  x , asscz^ietite  pour  que  la  densité  de 
l’air  soit  sensiblement  la  même  dans  toute  l’étendue  de 
chaque  couche  ; x,  o.x,  3x....  nx  — X seront  les  distances 
des  bases  supérieures  de  ces  couches  au  niveau  de  la  mer. 
Représentons  par  H , H1 , H 11 à les  élévations  décrois- 

santes et  correspondantes  du  mercure  dans  le  baromètre  à 
ces  hauteurs  ; désignons  par  1 la  densité  du  mercure  à la 
température  o , et  par  D celle  de  l’air  au  niveau  de  la  mer 
et  à la  même  température. 

Le  baromètre  passant  de  la  première  couche  dans  la  se- 
conde , le  poids  de  la  diminution  de  la  colonne  de  mercure 
dans  le  baromètre  sera  égal  au  poids  de  la  première  couche; 
donc  on  aura  , en  divisant  par  la  gravité  et  par  la  base  com- 
mune des  colonnes  , 

Dx  = H -H’  ; 

ou,  D=  — (H-H'). 

* 

Mais  la  densité  de  la  première  couche  est  proportionnelle 
à la  hauteur  H , et  peut  être  représentée  par  CH,  C étant 
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un  coefficient  constant  pour  toute  la  colonne  d’air , qu’on 
, suppose  par-tout  à la  même  température  ; donc  , 

■D  — CH', 

égalant  ces  deux  valeurs  de  D , il  vient , 

H'  = H(  i — Cx); 

on  trouverait  de  la  même  manière  , 

H»  = H'  ( i — Cx  ) = H ( i — Cx  )• , 

et  ainsi  de  suite  ; d’où  l’on  voit  que  les  élévations  du  mer- 
cure dans  le  baromètre , aux  hauteurs  x , 7.x,  '5x , etc.  sont  en 
progression  géométrique  ; donc  lorsque  le  baromètre  sera 
dans  la  ne  couche,  ou  à la  hauteur  X , on  aura  , 

fi  = H(i-  Cx)’  ; 

d’où  l’on  tire , 


log.  ( I — Cxt) 


(log.H—log.fi). 


Egalant  cette  valeur  de  n avec  celle  tirée  de  l'équation 
nx  — X,  développant  log.  ( 1 — Cx),  par  la  méthode 
du  n°.  i55  (Algèb.  ),  et  négligeant  les  puissances  de  x supé- 
rieures à la  première,  la  formule  devient , 

* = ( log-  H — log.  h ) ; 

M étant  le  module  a,3o2585op  (n°.  i5g  Algëb.  ). 

L’équation  D = CH.  donne  C = Or  on  a trouvé  que  lors- 

H 

que  H — om,76,  D = ; ce  qui  donne  à-peu-près 

10473,04 

— - ~ i8336  ; et  par  conséquent, 

X = i8336m  ( log.  om,76  — log.  h ). 

De  même  pour  une  autre  hauteur  X' , on  a , 

X = i8336»  (log,  om,76  — log.  h'  ) , 
doue  X — X' , ou 

5 = 18336»  (log.  fi'  — log.  fi). 
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Supposons  maintenant  que  les  températures  aux  deux  extré- 
mités de  la  colonne  d’air  que  le  baromètre  a parcourues  soient 
t et  t1.  On  supposera  que  la  température  a été  uniforme 

entre  ces  limites  et  égale  à —.L  ■ la  colonne  d'air,  qui  dans  le 


cas  de  la  température  o , aurait  eu  z pour  hauteur,  aura  été 
dilatée  et  par  conséquent  plus  légère , il  en  aura  donc  fallu 
une  plus  grande  hauteur  pour  produire  la  même  pression  , 
c’est  - à - dire  qu’il  faudra  augmenter  z de  la  quantité 

~ ^ r~  + ‘ ^ ; donc  la  première  valeur  corrigée  est , 


z = i8336 


t + tf 
5oo 


) ( log.  h'  — log.  h ). 


Enfin  la  condensation  du  mercure  étant  de  de  son  vo- 
lume pour  chaque  degré  centigrade  d’abaissement  dans  la  tem- 
pérature, si  T et  T1  sont  les  températures  du  mercure  du  baro- 
mètre aux  stations  supérieure  et  inférieure,  la  hauteur  A du  mer- 
cure aura  été  observée  trop  petite;  il  faudra  donc  l’augmenter  de 

.. h _ (T1  — T ) , et  la  formule  suffisamment  corrigée  sera  , 
5/,:2 


= 18336  (i  [log. h'- log. h (i  + ^)]> 


On  a cependant  reconnu  , par  un  grand  nombre  d’observa- 
tions barométriques  faites  à des  points  dont  on  connaissait 
exactement  les  différences  de  niveau,  qu’il  était  nécessaire  de 
modifier  le  coefficient  i8336  , et  de  le  porter  à i83q3  , afin 
que  la  formule  précédente  donnât  avec  plus  de  précision  les 
hauteurs  des  montagnes  très-élevées. 

Le  moment  le  plus  favorable  à ce  genre  d’observations  , 
est  lorsque  l’équilibre  existe  dans  l’atmosphère  , ce  qui  est 
indiqué  par  le  baromètre  et  le  thermomètre  qui  sont  alors 
long-tems  stationnaires. 

126.  C’est  à l’aide  de  la  formule  dont  il  s’agit,  que  l’on 
peut  déterminer  la  hauteur  d’un  lieu  quelconque  situé  au- 
dessus  du  niveau  de  la  mer.  Ordinairement  lorsque  l’on  pos- 
sède un  grand  nombre  d’observations  barométriques  faites 
à deux  stations,  l’on  prend  les  moyennes  entre  toutes  les 
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hauteur*  du  baromètre  et  du  thermomètre  qui  y ont  été 
observées  ( n”.  97  Arithmétique  ) ; et  dans  la  formule  pré- 
cédente on  regarde  comme  identiques  les  températures  de  l’air 
et  du  mercure  , relatives  à une  même  station , c’est-à-dire 
que  l’on  y suppose  t = T , t'  — T . 

Voici  un  exemple  de  ce  calcul  : 

Suivant  les  observations  du  célèbre  voyageur  Humboldt, 
faites  a Guana.ruato  ( ville  du  royaume  de  la  nouvelle  Hol- 
lande ) , la  hauteur  h du  baromètre  était  de  266us.,4;  la  tem- 
pérature fde-f-2i°,3;  celle  T de  l’air,  également  de  ai°,3 
( thermora.  centig.  ) 

Dans  le  môme  teins,  on  avait  au  bord  de  la  mer, 

h'  = 338*iî-,3 , / = + a5°, 3 , et  T>  = 25°, 3. 

La  formule  précédente  pouvant , pour  la  facilité  du  calcul , 
être  mise  sous  cette  forme , 

a=  18^,393  [iooo-j-i  (r+r')  ] jjog.A'  — log.  h 

il  s’ensuit  que  si  l’on  fait 

log.  h'  - log.  h ( 54 ~ r)  = A , 
l’on  aura, 

log.  z =log.  ( i8m,393  ) -f-log.  [ ioûo-1-2  (n-t')]-f-log.^. 

OPÉRATION. 

Barom.  infér.  h' , 338uï-,3,  log — 2,5293020 

Bar.  sup.  h,  log.  — 2,425534®  \ 

Log.(  54i2-f-4  ) = 3,7336787  l Somme.  . =:  2,425855i 
Comp.log.(54i2)rz  6,2666422  j 

Différence  ou  zs  0,1034469 

Log.  A . . . = 9,0147175 

Log.  ( 1000 -f- 93°,2) zzz  3,0386996 

Log.  constant  de  i8m, 393.  . . . = 1,2646526 

Log.  hauteur  cherchée.  . . = 3,3180697  =:  2080”. 
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Donc,  cette  hauteur  s ==  ao8om;  valeur  qui  ne  diffère  en 
moins  que  de  de  celle  qu’on  obtient , en  ayant  égard  à 

d’autres  circonstances  physiques  que  l’on  ne  peut  décrire  dan» 
un  ouvrage  purement  élémentaire. 


FIN. 
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DES  DÉFINITIONS  ET  DES  PRINCIPES, 


ARITHMÉTIQUE. 

L à.  quantité  est  tout  cc  qui  peut  être  augmenté  on  diminué. 

L’unité  est  le  terme  de  comparaison  des  quantités  de  même  espèce. 

te  nombre  est  le  résultat  de  cette  comparaison  , N".  I. 

L’arithmétique  est  la  science  des  nombres,  3. 

Le  nombre  abstrait  ne  désigne  pas  des  unités  d'nne  espèce  déterminée. 
Quand  l’espèce  des  unités  est  exprimée,  le  nombre  est  concret , 4. 

La  numération,  est  la  première  opération  de  l’arithmétiqne , elle  con- 
siste à énoncer  un  nombre  écrit  et  réciproquement , 5; 

La  numération  décimale,  généralement  admise , est  fondée  sur  la  con- 
vention qu'un  chiffre  prend  une  valeur  dix  fois  plus  grande,  s’il  avança 
d’un  rang  vers  1a  gauche  et  réciproquement , 6j 

Les  décimales  sont  des  parties  de  dix  en  dix  fois  plus  petites  que  l'nnité  ; 
on  les  exprime  à l'aide  d'une  virgule  placée  à la  droite  des  unités,  ta. 

On  rend  un  nombre  dix  fois  plus  grand  on  plus  petit  en  avançant  ou 
reculant  la  virgule  d'un  rang  vers  la  droite  on  la  gauche  , 1 5. 

L'addition  est  l'opération  par  laquelle  on  réunit  plusieurs  nombres  eu 
un  seul , qui  est  la  somme , 17. 

La  soustraction  est  l'opération  par  laquelle  on  retranche  an  nombre 
plus  petit  d'un  nombre  plus  grand , pour  avoir  leur  différence , on  l’excès 
de  l’un  sur  l’autre , as. 

La  multiplication  est  l'opération  par  laquelle  on  prend  nn  nombre 
•utaut  de  fois  qu’il  y a d'unités  dans  un  autre.  Le  premier  nombre  est  la 
multiplicande , le  second  le  multiplicateur , qui  est  toujours  abstrait.  La 
résultat  se  nomme  produit  ; il  est  toujours  de  la  nature  du  multiplicande. 
Qn  appelle  aussi  facteurs  les  nombres  qu’on  multiplie  l’un  par  l’autre , aj. 

S’il  jr  a des  décimales  à l’uu  ou  l'autre  des  facteurs,  ou  à tous  deux  s 

35 
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il  y ea  aura  autant  au  produit  qu’il  y en  a dans  les  deux  facteurs  en- 
semble, **•  3a* 

La  division  est  l’opération  par  laquelle  un  produit  étant  donné  arec  un 
de  ses  facteurs  on  retrouve  Vautre  ; ce  produit  s’appelle  alors  dividende , le 
facteur  donné  diviseur,  et  le  facteur  cherché  quotient,  4°.  43- 


Lorsque  le  dividende  ou  le  diviseur  ou  tous  deux  ont  des  décimales,  on 
écrit  à la  suite  de  l'un  ou  de  l’autre  autant  de  zéros  qu'il  en  faut  pour  que 
le  nombre  des  décimales  soit  égal  dans  tous  les  deux  ; puis  ou  supprime 
la  virgule,  et  on  divise  comme  si  les  deux  nombres  étaient  entiers  , 48. 

Quand  la  division  laisse  uu  reste,  on  peut  le  convertir  en  décimales,  et 
continuer  la  division , ce  qui  donnera  autant  de  décimales  au  quotient,  49- 


Des  Fractions. 


Un t fraction  est  l’expression  d’un  quotient  moindre  que  l’unité,  elle 
représente  donc  une  ou  plusieurs  parties  de  l’unité,  par  le  moyen  de  deux 
nombres  dont  l’un  compte  ces  parties  et  s’appelle  pour  cela  numérateur, 
et  l’»utre  en  désigne  l’espèce  et  s’appelle  dénominateur,  5o. 


Une  fraction  est  multipliée  eu  multipliant  son  numérateur  ou  divisant  ton 
dénominateur  ; elle  est  divisée  par  la  division  de  son  numérateur  on  la 
multiplication  de  son  dénominateur,  5l  ■ 57- 

Une  fraction  ne  change  pas  de  valeur  si  ses  deux  termes  sont  multipliés  , 
ou  divisés  par  un  même  nombre  , ^8. 

Ou  réduit  une  fraction  à sa  plus  simple  expression  , en  divisant  ses  deux 
termes  par  leur  plus  grand  commun  diviseur , 5g. 

Un  nombre  est  divisible  par  9 ou  par  3 , si  la  somme  de  scs  chiffres  est 
multiple  de  g ou  de  3 , . 

Pour  multiplier  une  fraction  par  une  fraction,  on  multiplie  les  numé- 
rateurs entre  eux  et  les  dénominateurs  entre  eux,  61. 

Pour  diviser  une  fraction  par  une  fraction  , il  faut  multiplier  la  fraction 
dividende  par  U fraction  diviseur  renversée , 6ï‘ 

Pour  aToir  la  somme  ou  la  différence  de  plusieurs  fractions , il  faut  qu’eUes 
aient  le  même  dénominateur:  si  elles  ne  l’ont  pas  , on  le  leur  donnera  en 
multipliant  les  deux  termes  de  chacune  par  le  produit  des  dénominateurs 
de  toutes  les  autres  , 1 

Les  fractions  décimales  ont  pour  dénominateurs  sous  entendus,  l’unité 
suivie  d’autant  de  zéro*  qn’il  y a de  décimales;  d’où  il  suit  qu’un  nombre 
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décimal  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  écrit  à sa  suite 
aéros , 
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nn  ou  plusieurs 

N°.  G4. 


Si  une  fraction  ordinaire  a pour  dénominateur  un  nombre  qui  ait  d’autres 
facteurs  que  2 et  5,  clic  ne  peut  être  convertie  complètement  en  déci- 
males ; le  développement  devient  périodique  , gg 

Une  fraction  décimale  périodique  est  égale  à une  fraction  ordinaire  qui 
a pour  numérateur  la  période , et  pour  dénominateur  autant  de  9 qu’il  y 
a de  chiffres  à la  période , 


■Des  nombres  complexes. 


tes  nombres  complexes  sont  composés  de  plusieurs  espèces  d'unités  sub- 
«rdonuées  , 

71* 

‘ Leur  addition  et  leur  soustraction  ne  différent  de  celles  des  nombres 
incomplexes  que  par  les  différentessubdivisions  de  l’unité  principale,  72274. 

On  les  multiplie  en  réduisant  les  deux  facteurs,  chacun  à sa  petite  sous- 
espèce  , et  divisant  le  produit  de  ces  deux  résultats  par  le  produit  des 
deux  nombres  qui  expriment  combien  l’unité  principale  de  chaque  facteur 
contient  de  fois  la  plus  petite  sous-espèce  , 

Ou  par  la  méthode  des  parties  aliquotes.  On  appelle  ainsi  des  parties 
ou  flattions  qui  ont  l’unité  pour  numérateur.  La  règle  est  de  multiplier 
d’abord  tout  le  multiplicande  par  les  entiers  du  multiplicateur,  en  dé- 
composant successivement  les  sous-espèces  du  multiplicande  en  aliquote» 
de  la  précédente  , puis  de  prendre  pour  les  sous-espèces  du  multiplicateur 
des  aliquotes  convenables  du  multiplicande 

/ t * 

U faut  toujours  préparer  la  division  des  nombres  complexes  en  rendant 
le  diviseur  incomplexe,  s’il  ne  l’est  pas,  g 


De  plus,  s il  est  de  la  nature  du  dividende,  celui-ci  sera  mis  sous  la 
forme  d’une  seule  expression  fractionnaire,  78  et  79 

Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  de  nature  différente  , il  suffit  de  rendre 
le  diviseur  incomplexe  , o 


Pour  convertir  un  nombre  complexe  en  décimales,  il  faut,  en  commen- 
çant par  la  plus  petite  sous-espèce  , diviser  successivement  par  le  nombre 
qni  dit  combien  de  fois  chaque  sons-espèce  est  contenue  dans  la  précé- 
dente , - 


Réciproquement  on  convertira  une  fraction  décimale  eu  nombre  com- 
plexe , si  on  multiplie  successivement  par  les  nombres  qui  disent  combien 
■de  foi*  chaque  sous-espèce  contient  1a  suivante , g, 
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Des  Proportions. 

TJn  rapport  est  1#  résultat  de  la  comparaison  de  deux  quantités  i la 
rapport  arithmétique  exprime  leur  différence,  et  le  rapport  géométrique 
est  le  quotient  de  lune  divisée  par  l'autre.  Le  premier  terme  du  rapport 
s’appelle  antécédent , le  second  s’appelle  conséquent,  Sa- 

Une  proportion  est  l'assemblage  de  deux  rapports  égaux , 83. 

Dans  U proportion  arithmétique  la  somme  des  extrêmes  égale  celle  de» 

84. 

moyens , 

Ouand  elle  est  continue , la  somme  des  extrêmes  égale  le  double  du 

id. 

moyen , 

Dans  la  proportion  géométrique  le  produit  des  extrêmes  égale  celui  des 

86.  - 

moyens  » 

Si  elle  est  continue  , le  produit  des  extrêmes  égale  le  quarré  du  moyen,  id. 
On  peut  faire  avec  les  quatres  termes  d’une  proportion  huit  permutation» 
qui  laissent  subsister  U proportion , puisqu'ils  conservent  l’égalité  entre  la 
produit  des  moyens  et  celui  des  extrêmes  , 87. 

On  peut  dans  chaque  rapport  augmenter  ou  diminuer  l'antécédent  du  con- 
aéquent , les  rapports  ne  cesserout  pas  d’être  égaux  , ‘d. 

La  somme  ou  la  différence  des  antécédens  est  à la  somme  on  à la  diffé- 
rence des  couséquen»  comme  un  antécédent  est  à son  conséquent,  id. 

Dans  une  suite  de  rapports  égaux , la  somme  des  antécédens  est  à ceüe  de» 
conséquens , comme  un  antécédent  est  à son  conséquent,  88. 

Plusieurs  proportions  multipliées  par  ordre  donnent  quatre  produit» 
qui  sont  en  proportion, 

La  règle  de  trois  sert  à faire  trouver  un  terme  d’une  proportion  par  la 
moyen  des  trois  autres.  Un  extrême  est  égal  au  produit  des  moyens  divisé 
par  l’antre  extrême.  Un  moyen  est  égal  au  produit  des  extrêmes  divisé  par 
l'autre  moyen.  Si  la  proportion  est  continue , nu  extrême  est  égal  au  quarri 
du  moyen  divisé  par  l'autre  extrême , un  moyen  est  égal  à la  racine  quarréa 
dit  produit  des  extrêmes , 9°* 

En  composant  chaque  rapport  des  deux  termes  de  même  nature,  la  pro- 
portion se  dispose  d’elle-même  pour  donner  le  résultat , 91. 

La  règle  d 'escompte  fait  trouver  la  valeur  actuelle  d’une  créance  qui  n’esT 
exigible  qu’au  bout  d'un  certain  tems , . ga. 

La  règle  de  trois  composée  a lieu  lorsque  la  question  renferme  plu»  d» 
trois  terme»  connus,  desquels  dépend  lo  uombra  inconnu,  ïV 
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T, a règle  de  change  sert  à convertir  une  somme  due , dans  la  monnaie 
d'un  pays,  successivement  en  celle  de  plusieurs  autres,  jusqu’à  celui  où 
•n  veut  la  recevoir  , N®.  94. 


La  règle  de  société  ou  de  partage , sert  à partager  un  nombre  en  plusieurs 
parts  qui  soient  dans  des  rapports  donnés , $5. 

La  règle  d 'alliage  fait  trouver  le  prix  d'une  mesure  d’un  mélange,  connais- 
sant le  nombre  des  mesures  de  chacune  des  espèces  qui  le  composent  et  leur 
prix,  97. 


Des  Nouvelles  Mesures. 


L’unité  des  mesures  linéaires  est  le  mètre  ou  la  dixmillionième  parti» 
du  quart  du  méridien  , 98. 

On  en  forme  des  multiples  et  des  sous-multiples  décimaux  , 99. 

L'unité  de  mesure  des  surfaces  est  le  mètre  quarré  ; celle  des  mesures 
agraires  est  l’are  ou  le  décamètre  quarré  , 100. 

L’unité  de  mesure  des  volumes  est  le  mètre  cube  ; celle  des  mesures  de 
capacité  est  le  litre,  équivalant  au  décimètre  cube,  101. 


L'unité  de  poids  est  le  gramme  ou  le  poids  d’un  centimètre  cube  d’eau 
pure  au  maximum  de  densité  , 10a. 

L'unité  monétaire  est  le  franc  composé  de  A d’argent  lin  et  de  ~ d'alliage  , 
il  équivaut  à de  livre  tournois , io3. 

Les  mesures  anciennes  se  convertissent  facilement  en  mesures  nouvelles,  et 
réciproquement,  par  le  moyen  de  leurs  rapports,  104  a 107. 

L'ancienne  division  du  cercle  s’appelle  séxagésimale , parce  que  les  degrés 
y sent  divisés  en  6o' , et  les  minutes  en  60". 

I.a  nouvelle  division  s'appelle  centésimale  ; les  grades  y étant  divisés  en 
cent  minutes  et  les  minutes  en  cent  secondes.  On  passe  de  l'une  à l'autre  par 
U considération  que  90e1.  valent  iooEr.  108. 
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ALGÈBRE. 


"V Algèbre  est  une  arithmétique,  généralisée  daus  laquelle  les  quantités  sont 
représentées  par  des  lettres  sans  valeur  déterminée , et  leurs  relations  par  des 
signes  convenus  , N°*.  i à 6* 

On  appelle  coefficient  le  nombre  placé  à la  gauche  d’un  terme  algé- 
brique ; il  marque  combien  de  fois  on  prend  ce  terme  , 7. 

Les  termes  semblables  sont  composés  des  mêmes  lettres  ; on  réunit  ceux 
qui  ont  le  signe  -J-;  on  fait  aussi  la  somme  de  ceux  qui  ont  le  signe  — ; on 
retranche  le  plus  petit  des  deux  coefficiens  du  plus  grand  , et  on  donne  au 
reste  le  signe  du  plus  grand  , cela  s’appelle  faire  la  réduction  , 8 à ig. 

Pour  soustraire  un  polynôme  d’un  autre,  il  faut,  en  l’écrivant  à sa  suite, 
changer  les  signes  de  tous  les  termes  du  polynôme  soustrait , 20,  ai. 

Une  lettre  écrite  à côté  d'une  antre  exprime  le  produit  des  deux  quantités 
qu’elles  représentent  ; un  chiffre  nommé  exposant , placé  à la  tête  d'une  lettre, 

indique  combi<  n de  fois  cette  lettre  est  facteur  daus  le  même  terme,  aa  à a5. 

é 

Pour  multiplier  un  terme  par  un  autre,  il  faut  opérer  sur  les  signes,  sur 
les  coefficiens , sur  les  lettres , sur  les  exposons.  La  règle  des  signes  est  que 
ai  les  deux  facteurs  out  même  signe,  le  produit  est  positif , et  s’ils  sont  de 
signes  différons , le  produit  est  négatif.  Les  coefficiens  se  multiplient.  Lepror 
duit  doit  contenir  toutes  les  lettres  des  deux  facteurs.  Enfin  une  lettre  a pour 
exposant  an  produit , la  somme  de  ceux  qu’elle  avait  dans  les  deux  facteurs. 

a6  à 3a. 


Pour  multiplier  un  polynôme  par  un  autre  , il  faut  ordonner  leurs  termes, 
c’est-à-dire,  les  ranger  suivant  les  exposans  d'une  même  lettre  ; puis  mul- 
tiplier successivement  chaque  terme  du  multiplicateur  par  tout  le  multipli- 
cande. La  somme  de  ces  produits  partiels  sera  le  produit  total,  33,  34* 
Pour  diviser  un  terme  aïgébi 
signes , la  règle  est  la  même  qi 


( ; DO  clans  1: 


un  autre , il  faut  avoir  égard , i°.  aux 
la  multiplication  ; aux  coefficiens, 
on  divise  celui  du  dividende  par  celui  du  diviseur;  3°.  aux  lettres  , ou  écrit 
au  quotient  les  lettres  du  dividende  qui  ne  sont  pas  an  diviseur;  4®.  aux 
exposans  , une  lettre  qui  se  trouve  au  dividende  et  au  diviseur  a pour  expo- 
sant an  quotient  celui  du  dividende , moins  celui  du  diviseur  , 35  à 4». 

Vnc  quantité  qui  a pour  exposant  zéro  , équivaut  à l’unité  , fi- 
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Pour  diviser  un  polynôme  par  un  autre  , il  faut  le*  ordonner  par  rapport 
à une  même  lettre,  puis  diviser  le  premier  terme  du  dividende  par  le  premier 
terme  du  diviseur,  pour  avoir  le  premier  terme  du  quotient  qu’on  multi- 
pliera par  tout  le  diviseur;  ce  produit  retranché  du  dividende,  donnerr.  un 
reste  sur  lequel  on  opérera  de  même  pour  avoir  le  second  terme  du  quotient, 
ainsi  de  suite,  tant  que  la  division  pourra  s’opérer  , N°.  43. 

La  règle  pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  quantités  est 
la  même  qu’en  arithmétique  , seulement  il  faut  observer  qu’on  peut  multi- 
plier ou  diviser  l’une  des  deux  quantités  par  un  facteur  qui  n’est  pas  diviseur 
de  l’autre  ou  qui  n’a  pas  de  diviseur  commun  avec  elle;  parce  que  cela  ne 
change  rien  an  plus  grand  commun  diviseur  , qui  est  composé  de  tous  les 
facteurs  communs  aux  deux  quantités,  44* 

Le  calcul  de*-  fractions  algébriques  repose  sur  les  mêmes  principes  que 
celui  des  fractions  numériques;  les  règles'  sont  les  mêmes,  4^  à 5u. 

* Des  Equations . 

Deux  expressions  différentes  d’une  même  quantité  forment  une  équation  : 
elle  doit  résulter  des  conditions  du  problème , en  exprimant  les  relations  des 
quantités  connues  et  des  inconnues  entre  elles  , 53. 

Pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré  à une  inconnue , il  faut  y 
faire  tous  les  cliaogemens  nécessaires  , pour  qn’elle  soit  transformée  en  une 
autre  dont  le  premier  membre  ne  contienne  que  l'inconnue , et  le  sccoud  des 
quantités  connues  seulement , 54. 

Pour  cela  on  peut  transporter  un  terme  d’un  membre  dans  l’autre  en 
changeant  son  signe  , multiplier  ou  diviser  tous  les  termes  par  un  même 
nombre,  sans,  troubler  l’égalité  «les  deux  membres,  55,  56. 

S'il  y a des  termes  fractionnaires  , on  mettra  tous  les  termes  de  l’équation 
au  même  dénominateur , en  multipliant  les  entiers  par  le  produit  de  lous 
les  dénominateurs , et  le  numérateur  de  chaque  terme  fractionnaire  par  le 
produit  des  dénominateurs  de  tous  les  autres  ; puis  on  supprimera  ce  déno- 
minateur commun,  ce  qui  revient  à multiplier  par  lui  toute  l’équation. 

5*7,  58. 

Le  plus  grand  des  deux  nombres  est  égal  à la  demi-somme  plus  la  demi- 
différence  , et  le  plus  petit  à la  demi  - somme  diminuée  de  la  demi-diffé- 
rence , 5g. 

Pour  avoir  chaque  partie  d’un  nombre  à partagfer  suivant  des  rapports 
donnés , il  faut  le  multiplier  par  chacuu  des  nombres  proportionnels , et 
diviser  chaque  produit  par  la  somme  de  ces  nombres , 5g, 
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Si  le  problème  renferme  plusieurs  inconnues , il  doit  donner  lien  à notant 
d'équations.  On  tirera  de  chacune  la  valeur  d'une  mime  inconnue  , on  égalera 
Vune  de  ces  valeurs  à chacune  des  autres , on  aura  une  équation  et  une  in- 
connue de  moins,  et  en  continuant  ainsi , on  arrivera  à nne  équation  à une 
seule  inconnue  ; quand  on  aura  sa  valeur,  des  substitutions  successives  don- 
neront celles  des  autres,  60,  61. 

On  élimine  encore  les  ineonnnes  en  leur  donnant  le  même  coefficient 
dans  chaque  équation , puis  soustrayant  l'une  de  l'antre  , 63. 

On  bien,  en  supposant  des  facteurs  qui  permettent  d'égaler  à zéro  la  somme 
des  coefficiens  de  chaque  inconnue  , on  arrivera  à l'expression  générale  de 


la  valeur  de  chaque  inconnue  eu  fonction  des  coefficiens,  63/ 

Quand  1a  question  conduit  à une  éqnatien  identique,  c’est-à-dire,  dont 
les  deux  membres  sont  égaux  en  tout , le  problème  est  indéterminé  , 65. 

Si  on  est  conduit  à un  résultat  absurde  le  problème  est  impossible  , id. 

■ est  en  général  le  symbole  d'une  quantité  indéterminée  , id. 

o 

a 

est  la  notation  de  l'infini  , id. 

o 

Le  quarré  d’un  nombre  est  le  produit  de  ce  nnmbre  par  lui-même. 


L’équation  du  3'.  degré  à une  inconnue  , est  celle  où  se  trouve  le  qnarrô 
de  l'inconnue , 66. 

S’il  ne  s'y  trouve  pas  d’autre  puissance  de  l’inconnue,  la  solution  s» 
réduit  à l'extraction  de  la  racine  quarrée,  ^ 67,  68  et  71. 

Le  quarré  d'un  nombre  composé  de  dixaioes  et  d’nnités , contient  le  quarré 
des  dixaines , le  double  produit  des  dixaines  par  les  unités  et  le  quarré  de* 
unités.  Cette  remarque  conduit  à la  méthode  d'extraction  de  la  racine 
quarrée , id. 

La  racine  d’nn  nombre  qui  n’est  pas  un  quarré  est  nne  quantité  irratio- 
nelle  ; pour  en  approcher,  on  écrit  à la  suite  du  nombre,  deux  fais  autant  do 
zéros  que  l’on  veut  de  décimales  à la  racine , 69. 

Pour  extraire  la  racine  quarrée  d'une  fraction  , on  extrait  celles  dn  numé- 
rateur et  du  dénominateur.  Si  le  dénominateur , n'est  pas  an  quarré , on 
multiplie  les  deux  termes  par  ce  dénominateur  et  on  extrait  la  racine  ap- 
prochée du  numérateur  , 70. 

On  bien  on  transforme  la  fraction  donnée , en  décimales  d’un  nombre 
pair  de  chiffres  décimaux,  et  on  extrait  sa  racine,  id. 

La  racine  quarrée  a le  double  sigue  ± , • 7]. 
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Si  le  problème  conduit  à l'extraction  de  la  racine  d'ime  quantité  néga- 
tive , jl  est  impossible  ; ces  sortes  de  racines  s'appellent  imaginaires.  N*.  7 1 . 

L'équation  completCe  dn  second  degré  à une  inconnue  doit  être  ramenée 
à la  forme  x'1  ■+•  px  ZZZ  (j  , où  on  voit  que  le  quarré  de  l’inconnue  x 1 doit 
être  positif  et  sans  autre  coefficient  que  l'unité.  On  complettera  ensuite  la 

j . /?* 

premier  membre  en  ajoutant  à chacun  d’eux  , c'est-à-dire  le  quart* 

4 

de  la  moitié  du  coefficient  de  x ; alors  le  premier  membre  étant  devenu  un 
quarré  parfait  : on  en  tirera  la  racine,  et  on  indiquera  celle  du  second 
membre.  L'équation  sera  donc  résolue , puisqu’elle  sera  abaissée  au  premier 
degré  , 7 a. 

Les  règles  pour  l’extraction  de  la  racine  quarrée  des  quantités  algébrique* 
se  déduisent  de  celles  données  pour  la  multiplication  et  la  division  ; ainsi 
pour  avoir  la  racine  quarrée  d’un  monome  , on  extraira  la  racine  du  coef- 
ficient Jf^t  on  divisera  l’exposant  de  chaque  lettre  par  a , 73. 

La  méthode  d’extraction  de  la  racine  quarrée  d’un  polynôme  se  déduit  de 
la  composition  du  quarré  d’un  binôme  qui  contient  le  quarré  du  premier 
terme , le  double  produit  du  premier  par  le  second , et  le  quarré  du  second. 

74. 

Le  cube  d’un  nombre  est  le  produit  de  ce  nombre  multiplié  par  son 
quarré  ; si  le  nombre  a des  dixaines  et  des  unités , son  cube  contient  quatre 
parties  ; le  cube  des  dixaines , trois  fois  le  produit  du  quarré  des  dixaines 
par  les  unités,  trois  fois  tes  dixaines  par  le  quarré  des  unités,  et  le  cube 
des  unités.  La  composition  de  ce  cube  conduit  à la  méthode  d’extraction 
de  la  racine  cubique , 76. 

Pour  approcher  de  la  racine  cubique  d’un  nombre  qui  n’est  pas  un  cube 
parfait , on  écrit  à sa  suite  autant  de  zéros  qu’il  en  faut , pour  qu’il  ait  trois 
fois  autant  de  décimales  qu’on  en  veut  à la  racine , 79. 

Pour  extraire  la  racine  cubique  d’une  fraction  , on  extrait  celles  du  numé- 
rateur et  du  dénomiuateur.  Si  le  dénominateur  n’est  pas  un  cube , on  mul- 
tipliera les  deux  termes  par  le  quarré  de  ce  dénominateur , ou  bien  on  ré- 
duira la  fraction  en  décimales  , Sa. 

Quand  on  sait  extraire  la  racine  quarrée  et  la  racine  cubique  , on  peut 
extraire  les  racines  quatrième  , sixième  , huitième  , neuvième , douzième  , 

seizième  , etc Enfin  toutes  celles  dont  l’exposant  est  puissance  de  a ou  , 

de  3 , on  produit  d’une  puissance  de  a par  Une  puissance  de  3 , Sa. 

Lorsque  quatre  quantités  sont  en  proportion  , leurs  puissances  et  leurs 
faeincs  de  même  exposant  y sont  aussi  , 87. 
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Des  Progressions . 

La  progression  arithmétique  est  une  suite  de  nombres  telle  que  la  diffé- 
rence de  deux  termes  consécutifs  est  constante  , N°.  92. 

Un  terme  quelconque  de  la  progression  arithmétique,  se  compose  dn 
premier,  plus  autant  de  fois  la  différence  qu'il  y a de  termes  ayant  celui 
qu’on  cherche , # 9.Î,' 

La  somme  des  termes  d'une  progression  arithmétique  est  égale  à celle  du 
premier  et  du  dernier  , multipliée  par  la  moitié  du  nombre  des  termes , q3. 

Ces  deux  équations  donnent  20  formules  qui  servent  à résoudre,  dan* 
tous  les  cas,  ce  problème  général  ; connaissaut  trois  des  cinq  quantités  sui- 
Tantes,  le  premier  terme  , le  dernier,  la  différence,  le  nombre  des  termes, 
leur  somme,  trouver  les  deux  autres , g4. 

La  progression  géométrique  est  une  suite  de  nombres  telle  que  le  quotient 
de  deux  termes  consécutifs  est  constant  , 96. 

Un  terme  quelconque  de  la  progression  géométrique  est  égal  au  premier 
multiplié  par  le  quotient  de  la  progression , élevé  à une  puissance  marquée 
par  le  nombre  des  termes  qui  précèdent  celui  qu'on  cherche,  97. 

Pour  avoir  ia  somme  des  tenues  de  la  progression  géométrique  , multi- 
pliez le  dernier  terme  par  le  quotient,  retranchez  de  ce  produit  le  premier 
terme,  divisez  le  reste  par  le  quotient  diminué  de  l*unité  , 97. 

Ces  deux  équations  donnent  20  formules , qui  servent  à résoudre,  dans 
tous  les  cas,  ce  problème  général  ; connaissant  trois  des  cinq  quantités  sui- 
vantes, le  premier  terme  , le  dernier,  le  quotient , le  nombre  des  termes  , 
leur  somme,  trouver  les  deux  autres  , 97. 

La  somme  des  termes  d’une  progression  géométrique  décroissante  à l'infini 
égale  le  produit  du  premier  par  le  quotient , divisé  par  le  quotient  diminué 
de  l’unité , 99. 

^ Des  Logarithmes . 

Les  logarithmes  vulgaires  sont  des  termes  d’une  progression  arithmétique 
commençant  par  zéro  , qui  correspondent  à ceux  d’une  progression  géomé- 
trique commençant  par  l’unité , 100. 

Le  logarithme  d’un  produit  est  égal  à la  somme  des  logarithme*  de  se* 
facteurs,  id4- 
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Le  logarithme  d’un  quotient  est  égal  au  logarithme  du  dividende  , moins 
le  logarithme  du  diviseur.  N°.  10 5. 

Le  logarithme  d’une  puissance  quelconque  d’un  nombre  , se  trouve  en 
multipliant  le  logarithme  de  ce  nombre  par  l’exposant  de  la  puissance.  106. 

Le  logarithme  de  la  racine  quelconque  d’un  nombre,  se  trouve  en  divisant 
le  logarithme  de  ce  nombre  par  l'exposant  de  la  racine.  107. 

Le  logarithme  d’un  extrême  d’itne  proportion  est  égal  à la  somme  de* 
logarithmes  des  moyens,  moins  le  logarithme  de  l’extrême  connu.  109. 

Le  logarithme  d’un  moyen  est  égal  à la  somme  des  logarithmes  des  extrêmes, 
moins  le  logarithme  du  moyen  connu  , 109. 

Le  logarithme  dn  moyen  , dans  une  proportion  continue , est  égal  à la 
moitié  de  la  somme  des  logarithmes  des  extrêmes.  no. 

Il  suffit  d’avoir  les  logarithmes  des  nombres  premiers,  pour  en  former 
tous  les  autres.  114. 

La  caractéristique  d’un  logarithme,  est  le  nombre  entier  qui  précède  la 
fraction  décimale  ; elle  marque  dans  quelle  décade  est  le  nombre  auquel 
répond  ce  logarithme  ; elle  peut  être  supprimée  sans  inconvénient  dans  les 
tables  des  logarithmes  vulgaires.  116. 

Si  on  multiplie,  ou  si  on  divise  un  nombre  quelconque  par  une  puissance 
de  10,  la  fraction  décimale  dans  le  logarithme  du  produit,  ou  dans  celui 
du  quotient,  sera  la  même  que  dans  le  logarithme  du  nombre  primitif.  1 17. 

Les  logarithmes  des  fractions  moindres  que  l’unité  étant  négatifs , ou  a ima- 
giné, pour  les  éviter,  d’augmenter  de  10  unités  la  caractéristique  du  loga- 
rithme du  numérateur.  *118. 

La  somme  des  qoarrés  des  nombres  naturels  depuis  1 jusqu'à  n , se  trouve 
en  faisant  le  produit  des  trois  facteurs  n , n + X , 2tt  + 1 ; et  le  divisant 
par  6,  cette  formule  sert  à évaluer  le  nombre  des  boulets  d'une  pile  à base 
quarrèe.  120  à 122. 

La  somme  das  nombres  triangulaires  depuis  1 jusqu’à  ^ (n--+-/i)  , se  trouve 
en  faisant  le  produit  des  trois  facteurs,  nt  n 1 , et  le  divi- 

sant par  6 ; cette  formule  sert  à évaluer  le  nombre  des  boulets  de  la  pile 
triangulaire.  12  3. 

Le  nombre  des  boulets  d’nn e pile  Ckb  longue  à base  rectangulaire , se  calcule 
en  multipliant  le  nombre  des  boulets  d’une  face  triangulaire  par  le  tiers  de 
la  somme  des  trois  arêtes  parallèles , ou  cette  somme  , par  le  tiers  du  nombre 
des  boulets  de  la  face  triangulaire.  12 4. 

Le  nombre  des  combinaisons  de  rn  lettres  prises  n à n , sera  m*  , si  oa 
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répète  la  même  lettre  dans  la  même  combinaison  , et  si  on  arrange  les  n lettre» 
de  toutes  les  manière!  possibles.  H°.  i3o. 

Le  nombre  des  combinaisons  de  m lettres  prises  n à R,  sera  m . (m — I ) 
(nt  — a) . . . . (wi  — n 1) , si  on  ne  répète  pas  la  même" lettre  dans  la  même 
combinaison,  et  si  d'ailleurs  on  arrange  les  n lettres  de  toutes  les  manières 
possibles:  ces  sortes  de  combinaisons  s’appellent  permutations.  i3i. 

Le  nombre  des  combinaisons  de  ns  lettres  n à n , sera 

m (m  — i)  (m  — a)....  (ms  — n-f-i) 

, si  on  n’admet  pas- les  combinaison* 

i . n . 3 n 

composées  des  mêmes  lettres , ni  la  répétition  d’une  même  lettre  dans  la  mèm* 
combinaison  : ces  combinaisons  représentent  des  produits  différent.  1 3î. 

Dans  le  développement  de  la  puissance  m du  binôme  (ar-f-  a) , le  nombre 
des  termes  est  m -f-  i ; le  i*r.  terme  est  x"  , le  2*.  mxm~'a  , les  exposan* 
de  x vont  toujours  en  diminuant  d’une  unité,  cenx  de  a en  augmentant 
d’une  unité  ; le  coefficient  d'on  terme  quelconque  est  le  produit  du  coefficient 
du  terme  précédent  par  l'exposant  de  x dans  ce  même  terme  , divisé  par  le 
sombre  qni  exprime  le  rang  de  ce  terme.  s33  à i38. 

La  formule  du  développement  de  la  paissance  m d’un  binôme  est  générale, 
et  applicable  également  au  cas  où  m est  fractionnaire  ; elle  peut  donc  servir 
à l’extraction  des  racines.  14 5,  146. 

Elle  sert  aussi  dans  le  cas  de  l 'exposant  négatif.  147. 

Le  développement  en  série  de  la  quantité  exponentielle  o»  est  la  base  du 
calcul  des  logarithmes.  148,14g, 

De  l'équation  yZZa*  sc déduisent  les  formules  logarithmiques.  1 5o  à 160. 


> 
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LIVRE  PREMIER. 

C H A P I.T  R E PREMIER. 

PRINCIPES  FONDAMENTAUX. 

t’espace  occupé  par  les  corps  a trois  dimensions , longueur , largeur  et 
•épaisseur. 

Les  limites  des  corps  sont  des  surfaces , et  n'ont  que  deux  dimensions 
longueur  et  largeur. 

Les  limites  des  surfaces  sont  des  lignes , et  n'ont  qu'une  dimension  qui 
est  la  longueur.  Les  limites  des  lignes  sont  des  points  sans  aucune  di- 
mension , Pi°.  1, 

La  ligne  droite  est  la  pins  courte  d'un  point  à un  autre  , 3. 

Toute  ligne  qui  n’est  pas  droite  ou  composée  de  droites  est  courbe  , 3. 

Le  plan  ou  la  surface  plane  est  celle  sur  laquelle  on  conçoit  qu'uns 
étroite  peut  s’appliquer  exactement  dans  tous  les  sens , 4. 

Toute  surface  qui  n’est  ni  plane  ni  composée  de  plans  est  courbe  , 5, 

La  ligne  circulaire  ou  la  circonférence  de  cercle  , est  une  courbe  dont 
tous  les  points  situés  dans  nn  même  plan  , sont  également  éloignés  d’un 
autre  point  pris  dans  ce  plan  , et  qu’on  nomme  centre , 6. 

Cne  droite  ne  peut  en  rencontrer  une  autre  qu’en  un  point , 7, 

Un  angle  est  l'espace  indéfini  compris  entre  deux  droites  qui  se  coupent , 
et  que  l’on  peut  concevoir  prolongées  autant  qu'on  le  voudra  , 8. 

Deux  angles  sont  égaux , lorsque  posés  l’un  sur  l'autre  ils  se  recouvrent 
parfaitement , 9. 

Une  ligne  est  perpendiculaire  sur  une  autre,  quand  elle  fait  avec  cetta 
autre  deux  angles  adjacens  égaux  ; chacun  d’eux  se  nomme  angle  droit,  10. 

Tout  angle  moindre  qu’un  droit  se  nomme  angle  aigu,  11. 

Tout  angle  plus  grand  qu’au  droit  te  nomme  angle  obtus,  id. 
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Toute  droite  qui  en  rencontre  une  autre , lait  arec  celle-ci  deux  angles 


adjacens , dont  la  somme  est  égale  à deux  angles  droits,  N*.  12. 

Tous  les  angles  consécutifs  formes  d'an  même  côté  d’une  droite , et 
ayant  leur  sommet  commun,  valent  ensemble  deux  angles  droits,  i3. 

Lorsque  deux  droites  se  coupent , les  angles  opposés  par  le  sommet  sont 
égaux,  14. 

Tous  les  angles  qu’on  peut  former  autour  d’un  point  valent  4 droits , 1 5. 


Un  triangle  est  l’espace  renfermé  entre  trois  droites  qui  se  coupent  deux 
à deux,  16. 

Deux  triangles  sont  égaux  , s’ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux 
«ôtés  égaux  chacun  à chacun  , 17. 

Ou  un  côté  égal  adjacent  à deux  angles  égaux  chacun  à chacun  , 18. 

Dans  tout  triangle,  uri  côté  quelconque  est  plus  petit  que  la  somme  des 
deux  autres  , 19. 

Si  d’un  point  pris  dans  l’intérieur  d'un  triangle , on  mène  des  droites  à 
deux  angles  du  triangle,  la  somme  de  ces  droites  sera  moindre  que  celle 
des  deux  côtés  du  triangle  qui  les  enveloppent , 20. 

Si  deux  triangles  ont  un  angle  inégal  compris  entre  deux  côtés  égaux 
chacun  à chacun  , le  troisième  côté  opposé  an  plus  petit  angle  , sera  plus 
petit  que  le  troisième  côté  opposé  au  plus  grand  angle  , 2t. 

Deux  triangles  sont  égaux  , s'ils  ont  les  trois  côtés  égaux  chacun  à’ 
chacun,  22. 

Par  un  point  pris  sur  une  droite , on  ne  peut  élever  qu'une  perpendiculaire 
à cette  droite  , 23. 

Lorsque  par  un  point  pris  hors  d’une  droite  , on  mène  plusieurs  lignes  à 

différent  points  de  cette  droite  , i°.  la  perpendiculaire  est  plus  cot/Vte  que 

» 

toute  oblique  ; 2°.  les  obliques  qui  s’écartent  également  du  pied  de  la  per- 
pendiculaire sont  égale9  ; 3°.  de  deux  obliques  inégales  , la  plus  longue  est 
celle  qui  s’écarte  davantage  du  pied  de  la  perpendiculaire  ,*  24* 

Si  un  triangle  a deux  côtés  égaux , les  angles  opposés  à ces  côtés  sont 
égaux  , et  réciproquement , 26* 

Si  deux  côtés  d’un  triangle  sont  inégaux,  le  plus  grand  angle  est  opposé 
au  plus  grand  côté,  et  réciproquement,  ^ 27. 

Deux  droites  sont  dites  parallèles , lorsqu'étant  situées  dans  un  mèma 
plan  , elles  ne  peuvent  jamais  sc  rencontrer , 28. 

Si  deux  parallèles  sont  coupées  par  une  troisième  droite  , la  somme  dos 
deux  angles  intérieurs  d'un  même  côté  sera  égale  à deux  droits , 29. 
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Les  angles  correspondant  sont  égaux , les  alternes  Internes  sont  égaux , 
les  alternes  externes  sont  éganx , N°.  29. 

Deux  droites  parallèles  à uns  troisième  sont  parallèles  entre  elles , 3o. 

Deux  parallèles  sont  par-tout  également  distantes  , 3 r. 

Si  deux  angles  ont  les  côtés  parallèles  cliacub  à chacun , et  dirigés  dans 
,1e  même  sens  , ils  sont  égaux , 3a. 

Toute  droite  menée  du  centre  à la  circonférence  est  un  rayon  , .33. 

Un  arc  est  une  portion  de  la  circonférence , id. 

La  corde  d'un  arc  est  la  droite  qui  joint  ses  extrémités  , id. 

La  corde  qui  passe  par  le  centre  est  nn  diamètre;  il  est  double  du 
rayon,  33. 

Toute  ligne  qui  coupe  la  circonférence  est  une  sécante  , id. 

La  portion  de  cercle  comprise  entre  un  arc  et  sa  corde  s'appelle  seg- 
ment, 33. 

La  portion  de  cercle  comprise  entre  un  arc  et  les  deux  rayons  menés  aux 
extrémités  de  cet  arc , se  nomme  secteur  , 33. 

La  tangente  à la  circonférence , est  une  droite  qui  n'a  qu'un  point  com- 
mun avec  elle , , 33. 

Un  angle  est  dit  inscrit , quand  il  a son  sommet  à la  circonférence  , èt 
qu'il  est  formé  par  deux  cordes  , 33. 

Dans  un  même  cercle , ou  dans  des  cercles  égaux , les  cordes  égales  sou- 
teudeut  des  arcs  égaux  et  réciproquement  , 34. 

Le  plus  grand  arc  est  soutendu  par  la  plus  grande  corde  et  récipro- 
quemeut , 35. 

La  perpendiculaire  élevée  à l’extrémité  du  rayon , est  tangente  à la  cir- 
conférence , * 36. 

Tout  rayon  perpendiculaire  à une  corde , passe  par  le  milieu  de  cette 
corde,  et  par  le  milieu  de  l’arc  qu’elle  sontend  , 37. 

Deux  angles  sont  entre  eux  comme  les  arcs  décrits  de  leurs  sommets 
comme  centres  avec  des  rayons  égaux  , 38. 

Tout  angle  inscrit  a pour  mesura  la  moitié  de  l'arc  compris  entre  ses 


côtés , 


4o. 


Un  angle  formé  par  une  corde  et  une  tangente  , a pour  mesure  la  moitié 
de  l’arc  compris  entre  se»  côtés , 41. 
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Le*  surface!  planes  terminées  par  des  lignes  droites  se  nomment  poly - 

?î°.  42. 

gones.  ^ 

Le  pim  simple  est  le  triangle;  il  se  nomme  équilatéral , quand  ses  trois 
côtés  sont  égaux  : isoscèle,  quand  deux  côtés  seulement  sont  égaux:  scalène, 
quand  les  trois  côtés  sont  inégaux.  Le  côté  opposé  à l'angle  droit  d’un  triangle 
rectangle  se  nomme  hypoténuse.  4»- 

Les  trois  angles  d’un  triangle  rectiligne  valent  ensemble  deux  angle» 
droits. 

La  somme  de.c  angles  intérieurs  d’un  polygone , est  égale  à autant  de  foi» 
deux  angles  droits  qu’il  y a de  côtés  moins  deux.  44- 

S’il  n’a  que  des  angles  saillans  , la  somme  de  tous  les  angles  extérieurs  est 
égale  à quatre  angles  droits.  4->- 


CHAPITRE  II. 

THÉORIE  DES  LIGNES  . PROPORTIONNELLES. 

Des  droites  parallèles  qui  divisent  en  parties  égales  un  côté  d’un  triangle  , 
divisent  pareillement  en  parties  égales  l’autrç  côté , si  elles  sont  en  raême- 
tems  parallèles  au  troisième  côté.  46- 

Si  deux  côtés  d’un  triangle  sont  coupés  par  une  droite  en  parties  propor- 
tionnelles , cette  droite  est  parallèle  au  troisième  côté.  46. 

Les  triangles  semblables . sont  ceux  qui  ont  les  angles  égaux  chacun  h 
chacun , et  les  côtés  homologues  proportionnels  ; les  côtés  homologues  sont 
adjacens  à des  angles  égaux  qui  se  nomment  aussi  angles  homologues.  47. 

Deux  triangles  équiangles  ont  les  côtés  homologues  proportionnels , et 
sont  par  conséqnent  semblables.  4*- 

Deux  triangles  qui  ont  les  côtés  respectivement  parallèles  sont  donc  sem- 
blables , car  ils  sont  équiangles.  . 49- 

Deux  triangles  qui  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels 
sont  semblables.  49- 

Deux  triangles  qui  ont  les  côtés  homologues  proportionnels  sont  sem- 
blables. 5o. 

Deux  triangles  sont  semblables , s’ils  ont  leurs  côtés  perpendiculaires 
chacun  à chacun.  5i. 

Deux  parallèles  menées  à travers  des  droites  qui  partent  d’un  même  point, 
sont  coupées  en  parties  proportionnelles  par  ces  droites.  5a. 
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£i  de  l’angle  droit  d'un  triangle  rectangle  on  abaisse  une  perpendiculaii  e 
sur  l’hypoténuse,  i°.  cette  perpendiculaire  partagera  le  triangle  en  deux 
autres  qui  lui  seront  semblables;  2°.  elle  sera  moyenne  proportiopnelle  entre 
les  deux  segmeus  de  l’hypoténuse  ; 3°.  chaque  côté  de  l’angle  droit  du  tri- 
angle proposé,  sera  inlfyen  proportionnel  entre  riiypotéuube  entière  et  le 
segment  adjacent.  53. 

Les  parties  de  deux  cordes  qui  se  coupent  dans  le  cercle  sont  réciproque- 
ment proportionnelles  ; d'où  il  suit  que  toute  perpendiculaire  au  diamètre  , 
est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segmens  qu’elle  forme  sur  ce 
diamètre.  5 4. 

Si  d’un  point  hors  du  cercle  on  mène  deux  sécantes  terminées  b la  partie 
concave  de  la  circonférence , ces  sécantes  entières  seront  récîpioquement 
proportionnelles  à leurs  parties  extérieures.  55. 

Toute  tangente  au  cercle  est  moyenne  proportionnelle  entre  la  sécante 
entière  et  sa  partie  extérieure.  56. 

Deux  polygones  sont  semblables  s’ils  ont  les  angles  égaux  chacun  à chacun, 
et  les  côtés  homologues  proportionnels.  57/ 

Deux  polygones  réguliers  d’uu  même  nombre  de  côtés  sont  des  figures 
semblables.  58. 

Tout  polygone  régulier  peut  être  inscrit  et  circonscrit  au  cercle.  5g. 

Le  rayon  du  cercle  inscrit  sc  nomme  apothème  du  polygone.  id. 

Les  périmètres  de  deux  polygones  réguliers  d’un  même  nombre  de  côtés , 
sont  proportionnels  aux  rayons  des  cercles  inscrits  ou  circonscrits  , 5g. 

Deux  polygones  semblables  sont  composés  d’un  même  nombre  de  triangles 
semblables  cbacuu  à chacun  , et  semblablement  disposés , 60. 

Le  côté  de  Y hexagone  régulier  inscrit  est  égal  au  rayou  , 61  . 

Le  côté  du  décagone  régulier  est  égal  à la  plus  grande  partie  du  rayon  du 
cercle  circonscrit,  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison,  62. 

Toute  ligne  courbe  ou  polygonale  qui  enveloppe  , d’une  extrémité  à l’autre, 
*me  ligne  convexe  est  plus  longue  que  la  ligue  enveloppée  ; 63. 

Les  circonférences  des  cercles  sont  entre  elles  comme  les  diamètres , 64* 

Le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  suivant  Archimède,  est 
comme  22  l 7 , 64. 

Soit  1 le  rayon  du  cercle  , <1  la  corde  d’un  arc  ; celle  de  sa  moitié 

— — V k — , 65. 
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Soit  p le  périmètre  d'un  polygone  régulier  inscrit , Kn)  son  apothème,  i le 
rayon  du  cercle  ; le  périmètre  du  polygone  semblable  circonscrit  sera 
P 

K»)  ’ 

CHAPITRE  III.» 


65. 


DE  L AIRE  DES  POLYGONES  ET  DE  CELLE  DU  CERCLE. 

Laine  est  l'étendue  de  la  surface  d'une  figure,  66. 

L’unité  de  mesure  est  le  quarré , id. 

Les  parallélogrammes  qui  ont  des  bases  égales  et  des  hauteurs  égales 
sont  équivalons.  67. 

Tout  triangle  est  la  moitié  d'un  parallélogramme  de  même  base  et  de 
même  hauteur , 68. 

Deux  rectangles  de  même  hauteur  sont  entre  eux  comme  leurs  basés , 
et  réciproquement , 6g, 

Deux  rectangles  quelconques  sent  entre  eux  comme  les  produits  de  leurs 
bases  par  leurs  hauteurs , 70. 

L'aire  d'un  parallélogramme  quelconque  est  égale  au  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur , 71. 

L'aire  d’un  triangle  est  égale  au  produit  de  sa  base  par  la  moitié  de  sa 
hauteur,  7a. 

Un  trapèze  est  un  quadrilatère  qui  a deux  côtés  parallèles  ; l’aire  du  tra- 
pèze est  égale  à sa  hauteur  multipliée  par  la  demi-somme  de  ses  bases  pa- 
rallèles, 73. 

L’aire  d’an  polygone  régulier  est  égale  à la  moitié  du  produit  de  son  con- 
tour par  son  apothème  , 74. 

L’aire  du  cercle  est  égale  au  produit  de  sa  circonférence  par  la  moitié  de 
aon  rayon,  75. 

L'aire  d'un  secteur  circulaire  est  égale  au  produit  de  son  arc  par  la  moitié 
de  sou  rayon , 76. 

CHAPITRE  IV. 


COMPARAISON  DES  AIRES  DES  FIGURES  SEMBLABLES. 

Le  quarré  construit  sur  l’hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  , est  égal  à 
la  somme  des  quarrés  construits  sur  les  deux  autres  côtés,  77. 

Dans  tout  triangle,  1$  quarré.  d'un  côté  opposé  à ûu  angle  aigu  est  égal  à 
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la  somme  des  quarrés  des  deux  autres  cotés,  moins  deux  fois  le  produit  du 
côté  sur  lequel  tombe  la  perpendiculaire , multiplié  par  le  segmeut  adjacent 
à cet  angle  , ?i°.  y fi. 

Dans  un  triangle  obtusaegle  , le  quarré  du  côté  opposé  à l'angle  obtus 
est  égala  la  somme  des  quarrés  des  deux  autres  côtés,  plus  deux  fois  le 
produit  de  la  base  par  le  segment  adjacent  à cet  angle,  79. 

Dans  un  triangle  quelconque,  si  on  mène  du  sommet  au  milieu  de  la 
base  une  droite  , le  double  de  la  somme  des  quarrés  de  cette  droite  et  de  la 
moitié  de  la  base  , sera  égal  à.  la  somme  des  quarrés  des  deux  autres 
côtés , 80. 

D’où  il  suit  que  dans  tout  parallélogramme , la  somme  des  quarrés  des 
côtés  est  égale  à la  somme  des  quarrés  des  diagonales  , So. 

Les  triangles  semblables  sont  entre  eux  comme  les  quarrés  de  leurs  côtés 
homologues , 8 r , 

Les  surfaces  des  polygones  semblables  sont  entre  elles  comme  les  quarrés 
de  leurs  côtés  homologues  , ou  de  leurs  lignes  homologues  , 8a. 

Les  aires  des  cercles  sont  entre  elles  comme  les  quarrés  des  rayons  ou  des 
diamètres  ou  des  circonférences,  83. 

CHAPITRE  V. 


APPLICATIONS  UES  PRINCIPES. 

Solutions  graphiques . 

Trouver  le  rapport  de  deux  droites , 84. 

Les  trois  côtés  d’un  triangle  étant  donnés  séparément , construire  cte 
triangle , 85. 

Diviser  une  droite  donnée  en  deux  parties  égales,  86. 

Par  un  point  donné  sur  une  ligne  , élever  une  perpendiculaire  à cette 
ligue,  • 87. 

D’un  point  donné  hors  d’une  droite  , abaisser  une  perpendiculaire 
sur  celte  droite  , 88. 

Par  un  point  donné,  mener  une  parallèle  à une  droite  donnée,  89. 

Par  un. point  donné  hors  d'une  droite  , mener  une  ligue  qui  fasse  avec 
la  première  un  angle  donné,  90. 

Divisor  un  angle  en  deux  parties  «gales,  91. 

36* 


Digitized  by  Google 


564  TABLE  DES  PRINCIPES. 

Mener  une  perpendiculaire  à l’extrémité  d’une  droite,  sans  la  pro- 
longer , N*.  92 . 

Par  un  point  donné  mener  une  tangente  au  cercle  , 9?. 

Inscrire  un  cercle  dans  un  triangle,  94. 

Faire  passer  une  circonféreuce  par  trois  points  donnés  non  en  ligne 
droite  , 95. 

Sur  une  droite  donnée,  décrire  un  segment  capable  d'un  angle  donné , 96. 

Trouver  une  quatrième  proportionnelle  à trois  lignes  données,  97. 

Diviser  une  ligne  donnée  en  tant  de  parties  égales  qu'on  voudra,  9$. 

Par  un  point  donné  dans  l’intérieur  d’un  angle  donné,  mener  une  droite 
de  manière  que  les  parties  comprises  entre  ce  point  et  les  deux  côtés  de 
l’angle  soient  égales  , 99. 

Sur  uue  droite  donnée  , construire  un  triangle  semblable  à un  triangle 
donne,  zoo. 

Construire  une  échelle  de  parties  égales  ; une  échelle  de  dixmes  , soi. 

Trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux  lignes  données  , 102. 

Diviser  une  ligue  en  moyenne  et  extreme  raison  , io3. 

Trouver  le  côté  d’un  quarré  équivalent  à un  rectangle  donné  , 104. 

Transformer  un  polygone  rectiligne  en  un  autre  polygone  équivalent,  et 
qui  ait  un  côte  de  moins,  io5. 

Trouver  un  quarré  équivalent  à un  polygone  donné  , 106. 

Inscrire  un  quarré  dans  un  cercle  , 107. 

Inscrire  un  hexagone  régulier  dans  un  cercle,  10S. 

Inscrire  un  décagone  régulier  dans  un  cercle  , 209. 

Inscrire  un  pentédécagoue  dans  un  cercle,  ix*. 

Solutions  par  le  calcul . 


Elever  sur  le  terrain  une  perpendiculaire  à une  droite  , à l’aide  d’un  cor- 
deau , ni. 

Mesurer  la  largeur  d'une  rivière  , sans  autre  instrument  que  le  mètre  ,112. 

Mesurer  la  hauteur  d’un  objet  inaccessible  , sans  autre  instrument  qu» 
le  mètre  , 1 1 3. 

Connaissant  le  nombre  «les  cfttés  d’un  polygone  régulier , trouver  la  valeur 
de  l'aDgle  au  centre , et  celle  de  l'angle  à la  circonférence  , 114. 


Digitized  by  Google 


GEOMETRIE.  565 

Mesnrer  un  angle  avec  le  rapporteur  , 1 15. 

Inscrire  dans  un  cercle,  avec  le  rapporteur,  un  polygone  régulier  d'un 
nombre  de  eûtes  donné  , il 6. 

Trouver  la  surface  d’un  triangle  dont  on  conuait  les  trois  côtés , 117. 

Problèmes  à résoudre , r 1 8 . 

LIVRE  IL 

CHAPITRE  PREMIER. 


DES  PROPRIÉTÉS  DES  PLANS  QUI  SE  RENCONTRENT,  ET  DE  CELLES 

DES  LIGNES  DROITES  COUPÉES  PAR  DES  PLANS  PARALLELES. 

L’intersection  de  deux  plans  est  une  ligne  droite  , 119. 

Par  un  point,  ainsi  que  par  une  droite,  ou  peut  foire  passer  une  infinité 
de  plans  diffërens  , id, 

La  position  de  trois  points , ainsi  que  celle  de  deux  droites  qui  sc  coupent 
ou  qui  sont  parallèles  , détermine  la  position  d’un  plan  , id. 

Une  droite  est  perpendiculaire  à un  plan,  lorsqu’elle  l'est  à deux^droites 
passant  par  son  pied  et  tracées  dans  ce  plan  , 120. 

De  toutes  les  droites  menées  d’an  point  à un  plan  , la  plus  courte  est  la 
perpendiculaire,  et  la  plus  longue  est  celle  qui  s’écarte  le  plus  da  pied  de 
cette  perpendiculaire,  X2i. 

Si  du  pied  d’une  perpendiculaire  à un  plan  , on  abaisse  une  perpendicu- 
laire sur  une  ligne  menée  dans  ce  pian  „ et  qu*on  tire  une  droite  du  pied 
de  cette  deuxième  perpendiculaire  à un  point  quelconque  de  la  première  , 
cette  droite  sera  perpendiculaire  à la  ligne  menée  dans  le  plan  ; 12a. 

Si  une  droite  est  perpendiculaire  à un  plan , toute  ligne  parallèle  à celle-ci 
sera  perpendiculaire  au  même  plau  , 123. 

Toute  droite  parallèle  à une  ligne  menée  dans  un  plan  , est  parallèle  à ce 
plan  , 124. 

Deux  plans  perpendiculaires  à une  même  droite,  sont  parallèles  entre 
eux  ; réciproquement  si  une  ligne  est  perpendiculaire  à l’un  des  plans  paral- 
lèles, elle  sera  aussi  perpendiculaire  à l'autre  plan  , 1 a5 

Les  intersectious  de  deux  plans  parallèles  par  un  troisième  plan,  sont 
parallèles , 1 26. 

Les  parallèles  comprises  entre  deux  plans  parallèles  sont  égales  , 127. 

£i  deux  angles  non  situés  dans  le  même  plan  , ont  les  côtés  parallèles  et 
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dirigés  dans  le  même  sens , ces  angles  seront  égaux , et  leurs  plans  seront 
parallèles,  ia8i 

Deux  droites  comprises  entre  deux  plans  parallèles , sont  coupées  en  parties 
proportionnelles  par  un  troisième  plan  mené  parallèlement  aux  deux 
autres,  129. 

CHAPITRE  IL 

ANGLES  POLYÈDRES. 

On  appelle  angle  dièdre , c’est-à-dire  angle  à deux  faces  , l’inclinaison  d« 
deux  plans,  1 3o. 

L’angle  dièdre  est  mesuré  par  l’angle  que  forment  entre  elles  les  deux 
perpendiculaires  menées  dans  chacun  des  plans  à leur  commune  section,  x3i. 

Deux  plans  qui  se  traversent,  offrent  les  mêmes  propriétés  que  deux  ligne» 
qui  se  coupent , i32. 

La  théorie  des  plans  parallèles  est  la  même  que  celle  des  lignes  parallèles,  id. 

Si  une  droite  est  perpendiculaire  à un  plan  , tout  plan  qui  passera  par 
cette  droite,  sera  perpendiculaire  à l’autre  plan  , i33. 

SI  deux  plans  sont  perpendiculaires  à un  troisième  plan  , la  commune 
section  des  deux  premiers  est  perpendiculaire  au  troisième,  l33. 

Ou  appelle  angle  solide  011  angle  polyèdre  , l’espace  indéfini  compris 
entre  plusieurs  plans  qui  se  réunissent  au  même  point,  i34. 

La  somme  de  deux  quelconques  des  angles  plans  qui  composent  un  angle 
trièdre  , est  toujours  plus  grande  que  le  troisième  , i35. 

La  somme  des  angles  plans  qui  composent  un  angle  polyèdre  convexe  , 
ou  à arêtes  saillantes  , est  toujours  moindre  que  quatre  angles  droits,  \ 36. 

Si  deux  angles  trièdres  sont  formés  de  trois  angles  plans  égaux  chacun 
à chacun  , et  disposés  de  la  même  mauière,  ces  apgles  seront  égaux  et  su- 
perpo6ables , i37» 

CHAPITRE  III. 

DES  POLYÈDRES. 

Un  espace  terminé  par  plusieurs  plans,  se  nomme  polyèdre , ï3g* 

L’espace  terminé  par  quatre  plans  , sc  nomme  tétraèdre , id. 

Tout  corps  dont  une  des  faces  est  un  polygone  , et  dont  toutes  les  autres 
faces  sont  des  triangles  ayant  lenr  sommet  au  même  point , se  nomme  pyra- 
mide. 
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Ôn  appelle  -prisme , X m corps  compris  sous  deux  faces  opposées  égales  et 
parallèles , et  dont  toutes  les  autres  faces  sont  des  parallélogrammes  , 1 39. 

La  hauteur  d’un  prisme  , est  une  perpendiculaire  abaissée  d’un  point 
«l’une  de  ses  bases  sur  l’autre  base  , 139. 

On  appelle  parallélépipède , un  prisme  qui  a pour  base  un  parallélo- 
gramme , 139. 

Le  cube  ou  Y hexaèdre  régulier  est  le  parallélépipède  dont  toutes  les 
faces  sont  des  quarrés,  1 3<j. 

La  diagonale  d’un  polyèdre,  est  la  droite  qui  joint  les  sommets  de  deux 
angles  polyèdres  nou  adjacens,  139. 

Les  faces  opposées  d’un  parallélipipède  sont  égales , et  les  diagonales  90 
coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales , x 40. 

Si  les  angles  trièdres  homologues  des  pyramides  triangulaires  sont  com- 
posés de  triangles  égaux  et  semblablement  disposés,  ces  pyramides  sont 
«gales,  141. 

Les  pyramides  triangulaires  sont  encore  égales  , si  elles  ont  un  angle 
dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  égales  chacune  à chacune  , et  assemblées 
de  la  même  manière  , 141- 

Deux  prismes  sont  égaux,  s’ils  ont  un  angle  trièdre  compris  entre  trois 
plans  égaux  chacun  à chacun  , et  assemblés  de  la  même  manière  , 141 . 

Si  on  coupe  un  prisme  par  un  plan  parallèle  à la  base,  la  section  résul- 
tante sera  égale  à cette  base  , 14?. 

Si  on  coupe  une  pyramide  quelconque  par  un  plan  parallèle  à la  base  , 
ses  côtés  et  sa  hauteur  seront  divisés  proportionnellement , et  la  section 
sera  un  polygone  semblable  à la  base  , 143. 

CHAPITRE  IV. 

DE  LA  MESURE  DU  VOLUME  DES  PRISMES  ET  DES  PYRAMIDES. 

Le  'volume  d’un  corps  est  l’espace  qu’il  occupe,  144, 

Deux  parallélipipèdes  de  même  base  et  de  même  hauteur  , sont  équiva- 
lons entre  eux  , 1 45. 

Deux  parallélipipèdes  rectangles  qui  ont  même  base  , sont  outre  cnx 
comme  leurs  hauteurs  , 146. 

Deux  parallélipipèdes  rectangles  qui  ont  même  hauteur , sont  entre  eux 
comme  leurs  bases  , 147. 

Deux  parallépipèdes  rectangles  quelconques , sont  entre  eux  comme  les 
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produits  de  leurs  bases  par  leurs  bautcurs  , ou  comme  les  produits  de  leurs 
trois  dimensions , ' 148. 

Le  cube  est  l'unité  de  mesure  des  volumes , id. 

Le  volume  d'un  prisme  quelconque  est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa 
hauteur,,  148. 

Deux  tétraèdres  de  bases  équivalentes  et  de  même  hauteur  , sont  équi- 
valons, 149. 

Un  tétraèdre  est  équivalent  au  tiers  du  prisme  triangulaire  de  même 
base  et  de  même  hauteur,  i5o. 

Toute  pyramide  a pour  mesure  le  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hau- 
teur, i5o. 

Toute  pyramide  triangulaire  tronquée  , ou  coupée  par  un  plan  paral- 

lèle à sa  hase  , est  équivalente  à trois  pyramides  qui  auraient  pour  hauteur 
commune  celle  du  tronc  , et  dont  Tune  aurait  pour  hase  la  hase  inférieure 
du  tronc,  l’autre  la  base  supérieure,  et  la  troisième  uue  moyenne  propor- 
tionnelle entre  ces  deux  bases,  i5i. 

Si  on  coupe  un  prisme  triangulaire  par  ira  plan  incliné  à la  base  , le 
corps  restant  sera  équivalent  à la  somme  de  trois  pyramides  qui  auraient 
même  base  que  le  prisme  , et  dont  les  sommets  seraient  ceux  des  angles  do 
la  section  , i5o. 

CHAPITRE  V. 

DE  LA  SIMILITUDE  DES  POLYEDRES, 


Les  arêtes  homologues  de  deux  polyèdres  semblables  sont  proportion- 
nelles ; leurs  faces  homologues  sont  entre  elles  comme  les  quarrés  des  côté» 
homologues.  Ces  polyèdres  peuvent  être  décomposés  en  un  même  nombre 
de  pyramides  triangulaires  , semblables  chacune  à chacune  , et  semblable- 
ment disposée* , i53„ 


Deux  pyramides  semblables  sont  entre  elles  comme  les  cubes  de  leurs 
• arêtes,  ou  lignes  homologues,  i54* 

Deux  polyèdres  semblables  sont  comme  les  cubes  des  cotés  homologues  f 

i54* 


CHAPITRE  VI. 


DFS.  rORPS  RONDS  ET  DE  LEURS  PRINCIPALES  PROPRIETES. 

Le  cylindre  droit  peut  être  engendré  par  uu  rcçtaugle  qui  tourne  autour 
d'an  de  ses  côtés  , qu’on  uouime  axa  , i55. 
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Le  cdne  droit  pent  être  conçu  comme  engendré  par  un  triangle  rectangles 
tournant  autour  d'un  des  côtés  de  l'angle  droit , 1 56. 

D'où  il  suit  que  toute  section  parallèle  à la  base  est  un  cercle  , ici. 

Toute  section  par  l'axe  est  un  triangle  , Tï*.  1 56. 


La  sphère  est  un  corps  terminé  par  une  surface  courbe  , dont  tous  les 
points  sont  également  éloignés  d’un  point  intérieur  qu’on  nomme  centre , 1 
L'intersection  de  la  sphère  par  un  plan  est  un  grand  cercle  , si  le  plan 
passe  par  le  centre  de  la  sphère  ; un  petit  cercle  s’il  n’y  passe  pas  , 167. 

La  portion  de  la  surface  sphérique , comprise  entre  deux  demi-grands 
cercles  qui  se  coupent , se  nomme  fuseau  sphérique  , J 57. 

La  portion  comprise  entre  deux  plans  parallèles  , se  nomme  zdne , id. 

Elle  se  nomme  çalotte  sphérique  , si  la  zone  n'a  qu’une  base  , id. 

Un  polyèdre  est  circonscrit  à la  sphère,  quand  toutes  ses  faces  sont  tan- 
gentes à celte  sphère  , iSy. 

Le  plus  court  chemin  d’un  point  à un  autre  sur  la  sphère  , est  l’arc  de 
grand  cercle  qui  joint  ces  deux  points  , i58. 

Tout  plan  perpendiculaire  à l’extrémité  du  rayon  , est  tangent  à la 
sphère,  i5tp 

CHAPITRE  VII. 

I)E  LA  MESURE  DE  l/AIRE  DES  CORPS  RONDS. 

Toute  surface  convexe  est  moindre  qu'une  autre  surface  quelconque  qui 

envelopperait  la  première  , en  s’appuyant  sur  le. même  contour,  160. 

L’aire  de  la  surface  courbe  d’un  cylindre  droit  est  égale  au  produit  de  sa 

base  par  sa  hauteur,  itir. 

L’aire  de  la  surface  courbe  d’un  cône  droit,  est  égale  à la  moitié  de  son 

côté,  multipliée  par  la  circonférence  de  la  base , 1G2. 

La  mesure  de  la  surface  d’un  tronc  de  cune  droit  à bases  parallèles  , est 

égale  à la  demi-somme  des  circonférences  des  deux  bases,  multipliée  par  le 

côté  du  tronc,  i63.  -* 

• 

L’aire  d'un  corps  engendré  par  le  mouvement  d'un  demi-polygone  régu- 
lier , inscrit  à un  demi-cercle  tournant  autour  du  diamètre  , a pour  mesure 
le  produit  de  ce  diamètre  par  la  circonférence  du  cercle  dont  le  rayon 
serait  Tapothêmc  du  polygone , i(>4» 

L’aire  de  la  sphère  a pour  mesure  le  produit  de  son  diamètre  par  la 
circonféreucc  d’uu  grand  cercle  , iG5, 
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CHAPITRE  VIII. 

DE  LA  MESURE  DU  VOLUME  DES  CORPS  RONDS. 

Le  volume  d’un  cylindre  droit  ou  oblique  , est  égal  au  prodoit  de  sa  base 
par  sa  hauteur,  N°.  166. 

Le  volume  d’un  cône  quelconque  a pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par 
le  tiers  de  sa  hauteur,  167. 

Le  volume  d’un  tronc  de  cône  à bases  parallèles , est  équivalent  à trois 
cônes  entiers  qui  auraient  chacun  même  hauteur  que  le  tronc  , et  dont 
l’un  aurait  pour  base  la  base  inférieure  du  tronc  , l’autre  la  base  supérieure, 
et  la  troisième  une  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  bases,  168. 

Le  volume  «le  la  sphère  est  égal  au  produit  de  sa  surface  par  le  tiers  de 
son  rayon  , 16g. 

Tout  segment  sphérique  à une  seule  base  est  équivalent  à un  cylindre 
qu  i a nrsit  pour  rayon  de  sa  base  l'épaisseur  de  ce  segment  , et  pour  hauteur 
le  rayon  de  la  sphère  , moins  le  tiers  de  l'épaisseur  dont  il  s’agit,  170. 

Le  volume  à' un  segment  sphérique  à deujc  bases  parallèles , a pour 
mesure  la  demi-somme  de  ces  bases  , multipliée  par  son  épaisseur , plus  le 

volume  d’une  sphère  dont  cette  même  épaisseur  est  le  diamètre  , 171. 

* 

CHAPITRE  IX. 

COMPARAISON  DES  CORPS  RONDS.  POLYÈDRES  RÉGULIERS. 

SIMILITUDE  DES  CORPS  RONDS. 

lies  sphères  sont  des  corps  semblables , 172. 

La  surface  courbe  du  cyliudre  circonscrit  à la  sphère , est  équivalente  à 
celle  de  cette  sphère,  172. 

Le  tétraèdre  régulier  a ses  angles  trièdres , et  scs  quatre  faces  sont  des 
triangles  équilatéraux,  173. 

L'octaèdre  régulier  a scs  angles  trièdres  , et  scs  huit  faces  sont  des  triangles 
équilatéraux , f 173* 

L 'icosaèdre  réguîicr  a scs  angles  pentaèdres  , et  ses  vingt  faces  sont  des 
triangles  équilatéraux , 1 7 3. 

L 'hexaèdre  régulier  ou  le  cube  a ses  angles  trièdres,  et  ses  six  faces  sont 
des  quarrés  égaux  , 1 7 3 . 

Le  dodécaèdre  régulier  a aussi  ses  angles  trièdres  , et  ses  douze  faces  sont 
fies  pentagones  égaux  , 17L 
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Cil  ATI  TR  E X. 

MESURE  DES  VOLUMES  DES  CORPS  «JUI  CONSTITUENT  LES 
OUVRAGES  DE  FORTIFICATION. 

On  entend  par  déblai  les  terres  enlevées,  et  par  remblai  celles  qui  servent 
à exhausser  certaines  parties  de  terrain,  174- 

Le  ponton  s'évalue  en  le  considérant  comme  composé  de  deux  prismes 
tronqués  droits  égaux,  et  dont  la  base  commune  est  un  trapèze;  chacun 


d’eux  se  décompose  en  deux  prismes  triangulaires  tronqués  droits,  Ij5. 

La  batterie  6-évalue  en  transformant  1*  trapèze,  qni  est  la  coupe  du  fossé  , 
en  nn  quadrilatère  qui  sera  celle  de  la  batterie,  17A 

Mesure  des  solides  à faces  gauches  , *77* 

Du  mesurage  des  bois  , a 7 8. 


LIVRE  III. 

NOTIONS  DE  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE. 

CHAPITRE  PREMIER. 

Un  point  est  donné  dans  l’espace  par  ses  distances  à trois  plans  connus,  180. 

Le  quarré  de  la  distance  d’un  point  M à celui  où  les  trois  plans  coordonnés 
se  rencontrent,  est  égal  à la  somme  des  quarrés  des  distances  du  point  M à 
chacun  de  c es  plans,  id. 

Une  droite  est  déterminée  de  position  dans  l’espace  par  ses  projections  sur 
les  plans  coordonnés , 1 8 1 . 

Les  deux  projections  d’un  même  point  se  trouvent  sur  une  même  droite 
perpendiculaire  à l’intersection  des  deux  plans  de  projection  , 181. 

Un  plan  est  connu  par  ses  traces  sur  chacun  des  plans  de  projection  , 1 83. 

Par  les  intersections  des  traces  de  deux  plans  non  parallèles , on  trouve 
les  projections  de  V intersection  de  ces  plans  , 184. 

Les  projections  de  deux  points  font  trouver  celle  de  la  droite  qui  passe 
par  ces  points,  i85. . 

Les  projections  de  deux  droites  parallèles  dans  l’espace,  sont  elles  -mêmes 
parallèles  sur  chaqnc  plan  de  projection,  1864 

Ce  qui  donne  le  moyen  de  mener  par  un  point  donné,  une  parallèle  à 
une  droite  donnée  , 187. 
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D'après  ccs  principes  , on  trouve  l’intersection  d’un  plan  et  d’ane  droite  J 

N*.  188. 

Un  plan  étant  donné,  on  trouve  ponr  «chaque  point  du  plan  horisontal 
la  coordonnée  verticale  , c’est-à-dirc  la  hauteur  de  celui  qui  lui  correspond 
dans  le  plan  donné,  189. 

On  détermine  l’angle  qu’une  droite  fait  avec  un  des  plans  de  projection  , 

190. 

On  trouve  l’angle  que  fait  un  plan  donné  avec  chacun  des  plans  de 
projection,  191. 

Par  un  point  donné  , on  mène  un  plan  parallèle  à un  antre  plan 
donné,  192. 

Si  une  droite  est  perpendiculaire  à un  plan , sa  trace  et  la  projection 
de  cette  droite  sur  le  meme  plan  coordonné  , seront  perpendiculaires  l'uue 
à l'autre , 298. 

Ce  principe  sert  à mener,  par  un  point  donné,  une  perpendiculaire  à 
un  plan  donné,  on  un  plan  perpendiculaire  à une  droite  donnée,  194»  iq5. 

Ou  détermine  les  traces  d’au  plan  passant  par  trois  points  donnés,  196. 

Deux  droites  non  parallèles  étant  données  dans  l'espace,  si  par  l'une 
d'elles  on  mène  un  plan  parallèle  à l'autre  , la  plus  courte  distance  de  ce 
plan  à la  seconde  droite,  sera  celle  des  deux  droites,  197. 

Etant  donnés  les  trois  angles  plans  qui  forment  un  angle  trièdre,  une 
construction  plane  fait  trouver  l’angle  dièdre  que  deux  de  ces  plans  font 
entre  eux,  198. 

CHAPITRE  IL 

DES  PLANS  TANCENS  AUX  SURFACES  COURBES. 

Un  plan  tangent  à une  surface  courbe  contient  toutes  les  tangentes 


possibles  à cette  surface  par  le  point  de  contact  du  plan  , 199. 

Partant  de  ce  priucipe , ou  trouve  les  traces  du  plan,  tangent  à un 
eylindre , « a 00. 

A un  c6ne  , 201. 

A une  sphère,  20a. 
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LIVRE  IV. 

nU  NIVELLEMENT. 

CHAPITRE  PREMIER. 

THÉORIE. 

Deux  points  sont  de  niveau  entre  eux , lorsqu'ils  appartiennent  à une 
surface  sphérique  parallèle  à celle  des  eaux  stagnantes , N°.  ao3. 

L'horizon , ou  le  plan  horizontal  est  le  plan  tangent  à la  surface  de 
la  terre  , ayant  pour  point  de  contact  le  lieu  de  l’observation  , 2o3. 

La  'verticale  est  le  prolongement  du  rayon  terrestre  perpendiculaire  à 
l'horizon  ; c'est  la  direction  de  la  pesanteur , 2o3, 

Un  rayon  visuel  horizontal  se  nomme  ligne  de  niveau  apparent , 204* 

Une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface  de  la  terre  est  une  ligne  de 
niveau  'vrai , 204  • 

Les  hauteurs  du  niveau  apparent  au-dessus  dtf  niveau  vrai,  sont  entre 
elles  comme  les  quarrés  des  tangentes  correspondantes  , ou  même  des  arcs, 

. *o5. 

Le  point  de  mire  est  un  des  points  visibles  du  corps  vers  lequel  on 
vise , 206. 

La  réfraction  le  t fait  ordinairement  paraître  plus  haut,  206, 

CHAPITRE  IL 

APPLICATION. 

Le  niveau  d’eau  est  un  tube  recourbé  par  les  deux  bouts , terminés  par 
deux  fioles  dans  lesquelles  l’eau  monte  à peu  près  aux  deux  tiers,  207. 

La  mire  est  un  carton  partagé  par  une  horizontale  en  deux  parties,  l'une 

noire , l'autre  blanche  , 208. 

* 

Le  nivellement  simple  détermine  d’an  coup  de  niveau  la  différence  de 
> hauteur  de  deux  points , 209,  2toct2ii. 

Lorsqu'on  lie  les  deux  termes  du  nivellement  par  use  mite  de  nivellemetis 
«impies , Ig  nivellement  est  c imposé , 212. 

/ . 
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LIVRE  V. 

TRIGONOMÉTRIE  ET  LEVÉ  DES  PLANS. 

CHAPITRE  PREMIER. 

PRINCIPES. 

Des  six  parties  d’an  triangle,  les  trois  angles  et  les  trois  côtés  , la  trigo- 
nométrie en  détermine  trois  par  le  moyen  des  trois  antres  , parmi  lesquelles 
se  trouve  au  moins  un  côté,  N”.  2i3. 

Le  quart  de  la  circonférence  ou  le  quadrant  est  de  godeg.  ou  loogradcs, 

ai4. 

De  là  on  dit  que  V angle  droit  est  de  ioo8r,  et  que  le  complément  d’uu 
angle  ou  d'un  arc  est  la  différence  de  cet  arc  à ioogf,  214. 

Son  supplément  est  la  différence  de  cet  arc  on  de  cet  angle  à deux  droits 
ouaoogr,  214. 

Le  sinus  d'un  arc  est  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'extrémité  de  cet  arc 
sur  le  rayon  qui  passe  par  l'autre  extrémité,  214. 

Le  cosinus  d'un  arc  est  le  sinus  de  son  complément,  214. 

La  tangente  d'un  arc  est  la  tangente  au  cercle  à l’origine  de  cet  arc , pro- 
longée jusqu’à  la  rencontre  de  la  sécante  , 214. 

La  sécante  est  le  rayon  mené  par  l'extrémité  de  l'arc  , jusqu'à  la  ren- 
contre de  la  tangente  , 21 4. 

Le  sinus  d’un  arc  est  la  moitié  de  la  corde  qui  soutend  un  arc  double  , 2 1 5. 

Le  quarré  du  rayon  est  égal  à la  somme  des  quarrés  du  sinus  et  du  cos. , id. 

La  tangente  est  égale  au  rayon  multiplié  par  le  sinus  et  divisé  par  le  cos.  id. 

La  sécante  est  égale  au  quarré  du  rayon  divisé  par  le  cosinus  , id. 

' Le  sinus  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  arcs , est  égal  au  produit 
du  sinus  du  premier  par  le  cosinus  du  second  , plus  ou  moins  le  produit 
du  sinus  du  second  , par  le  cosinus  du  premier,  le  tout  divisé  par  le 
rayon,  216; 

Le  cosinus  de  1a  somme  ou  de  la  différence  de  deux  arcs , est  égal  au  pro- 
duit de  leurs  cosinus , moins  o«  plus  le  produit  de  leurs  sinus  , le  tout  divisé 
par  le  rayon  , , 316. 
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La  somme  des  sinus  de  deux  arc*  est  à.  la  différence  de  ce*  mêmes  sinus, 
comme  la  tangente  de  la  demi-somme  de*  arcs  est  à la  tangente  de  leur  demi- 
différence  , FT.  ai?. 

Dans  tout  triangle  rectangle,  le  rayon  est  au  sinus  d’un  des  angles  aigus, 
comme  l’hypoténuse  est  au  côté  opposé  à cet  angle,  ai  g. 

Dans  tout  triangle  rectangle,  le  rayon  est  à la  tangente  d’un  de*  angle* 
aigus,  comme  le  côté  de  l’angle  droit  adjacent  à cet  angle  est  au  côté 
opposé,  220. 

Dans  un  triangle  rectiligne  quelconque  , les  sinus  des  angles  sont  comme 
les  côtés  opposés , 221. 

Dan*  un  triangle  rectiligne  quelconque,  le  cosinus  d’un  angle  est  au 
rayon,  comme  la  somme  des  quarrés  des  côtés  qui  comprennent  cet  angle* 
moins  le  quarré  du  troisième , est  au  double  du  produit  de  deux  premier* 
côtés,  v.  222. 

Dans  tout  triangle  dont  la  perpendiculaire  tombe  au  dedans , la  base  est 
à la  somme  des  deux  autres  côtés,  comme  la  différence  de  ces  mêmes  côté* 
est  à la  différeuce  des  segmeus,  222. 

Le  produit  de  deux  côtés  quelconques  d’un  triangle  , est  au  produit  des 
différences  de  ces  côtés  à la  moitié  du  périmètre,  comme  le  quarré  du 
rayon  est  au  quarré  du  sinus  de  la  moitié  de  l'angle  compris  entre  ce* 
côtés , 223. 

De  ces  principes  découlent  les  principales  relations  entre  les  angles  et 
les  côtés  d'un  triangle  sphérique  , 224. 

CHAPITRE  II. 

INSTRUMENS  PROPRES  A MESURER  LES  ANGLES  ET  LES  LIGNES. 


Le  graphomètre  est  un  demi  - cercle  divisé  en  2oogr  ; le  bord  divisé 
s'appelle  limbe.  Les  diamètres,  l’un  fixe,  l’autre  mobile,  sont  garnis  de 
pinnules  ou  de  iuuettes.  Le  diamètre  mobile  s’appelle  alidade  ; son  extrémité 
est  garnie  d’un  vernier  qui  peut  donner  les  2oes  de  grade.  Le  diamètre  fixe 
peut  porter  un  niveau  à bulle  d'air , pour  le  placer  horizontalement,  2*5. 

Le  cercle  répétiteur  est  un  cercle  garni  de  deux  lunettes  mobiles  ; il  peut 
remplacer  le  graphomètre , et  il  a l’avantage  de  pouvoir  atténuer , presque 
indéfiniment , les  erreurs  de  la  division  et  celles  des  observations  , 226. 

' J^’augle  iqus  lequel  ou  voit  l'élévation  d'un  objet  au-dessus1  de  l'horizon 
■* 
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est  un  angle  de  hauteur ; celui  sous  lequel  on  voit  son  abaissement  au- 
dessous  de  l'horizon  est  un  angle  de  dépression  , K*.  227. 

CHAPITRE  III. 

APPLICATIONS. 

On  détermine  la  projection  horizontale  d'une  pente  dont  on  connaît  la 


longueur  et  l’inclinaison,  par  le  principe  du  u°.  219,  23o. 

On  calcule  de  même  la  corde  et  la  flèche  de  l'arrondissement  de  la  con- 
trescarpe, 23 1. 

Par  lè  principe  du  n°.  220,  on  détermine  la  largeur  d’un  fleuve,  232. 
On  trouve  l’angle  que  fait  la  ligne  de  mire  avec  l'axe  prolongé , dans  une 
pièce  de  calibre  et  de  dimensions  connues,  233, 


La  hauteur  à laquelle  s'élève  la  ligne  de  inire  à une  distance  donnée , id. 

Par  les  formules  trigouométriques  , ou  détermine  l’aire  d’un  triangle  rec- 
tiligne , connaissant  deux  de  ses  côtés  et  l’angle  qu’ils  comprennent , et  le 
rayon  du  cercle  circonscrit  à nu  triangle  dont  les  trois  côtés  sont  donnés; 
par  exemple , f 

On  trouve  que  l’aire  du  triangle  est  égale  à la  moitié  du  produit  des  deux 
côtés,  multiplié  par  le  sinus  de  l’angle  compris  , 234. 

Et  que  le  rayon  du  cercle  circonscrit  est  égal  au  produit  des  trois  côtés, 
divisé  par  le  quadruple  de  l’aire  du  triangle,  23$. 

Le  rayon  du  cercle  inscrit  est  égal  à l’aire  du  triangle , divisée  par  son 
demi -périmètre  , 234* 

O11  mesure  une  distance  accessible  seulement  à une  de  ses  extrémités,  2 35. 

On  détermine  de  combien  le  but  est  plus  élevé  que  la  batterie  , a3C. 

Ou  mesure  une  petite  distauce  , dont  les  extrémités  seulement  sont  ac- 
cessibles, en  usant  de  ce  principe  : dans  tout  triangle  rectiligne  , la  somme 
de  deux  côtés  est  à leur  différence , comme  la  tangente  de  la  demi-somiuo 
des  angles  opposés  à ces  côtés  est  à la  tangente  de  leur  demi-différence , 237. 

On  détermine  aussi  différcus  points  d’un  meme  alignement,  lorsque  des 
obstacles  empêchent  de  voir  les  extrémités  l'uue  de  l’autre  , 238. 

Par  un  point  donné  sur  le  terrain , on  mène  une  droite  parallèle  à une 
droite  inaccessible , 23g. 

On  détermine  la  direction  de  la  capitale  d’un  bastion  inaccessible  j 240. 
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La  position  d’un  point  d’où  on  volt  trois  autres  points  dont  les  distances 
respectives  sont  connues  , a4i< 

Enfin  on  calcule  les  différentes  parties  d’un  front  de  fortification  , l’angle 
de  la  tenaille,  la  ligne  de  défense,  l’angle  flanqué,  la  courtine,  l’angle  de 
l’épaule  , l’angle  du  flanc , etc. a4a. 

CHAPITRE  IV. 

DU  LEVÉ  DES  PLANS. 

On  donne  les  moyens  de  déterminer  les  positions  respectives  des  prin- 
cipaux points  d’un  plan  , en  formant  un  rézeau  triangulaire  , a 4 ; . 

Qu  en  regardant  ces  points  comme  sommets  de  triangles  qui  ont  tous 
même  base, a45. 

On  oriente  un  plan  par  le  moyen  de  l’étoile  polaire , 346. 

L 'azimuth  est  l’angle  que  fait  une  horizontale  avec  la  méridienne  , id. 

On  réduit  un  angle  à l’horizon  par  la  formule  dn  n°.  324  , 347. 

La  méthode  la  plus  sure  pour  fixer  les  points  d'une  carte,  est  d’établir  leurs 
distances  à la  méridienne  et  à sa  perpendiculaire  , 348. 

La  planchette  sert  à lever  les  détails  , soit  en  renfermant  l’espace  à figurer 
dans  un  polygone  du  plus  petit  nombre  de  eûtes  possible,  soit  par  la  méthode 
du  2/t5  , a5i  à a.f»3. 

Le  déclinatoire  sert  à orienter  le  plan  sur  la  planchette , a54v 

Si  d’uu  point  ou  en  voit  plusieurs  autres  dont  la  position  soit  déjà  fixée , 
ils  serviront  à faire  trouver  la  place  de  ce  point  sur  le  plan , a56. 

La  boussole  t par  la  propriété  qu’a  l’aiguille  aimantée  de  demeurer  tou- 
jours parallèle  à clle-méme,  sert  à lever  le  contour  d’un  polygone,  le  cours 
d’une  rivière,  les  sinuosités  d’uu  chemin,  a58. 

Deux  points  étant  connus , et  l’angle  que  fait  le  méridien  magnétique 
avec  la  droite  qui  les  réunit,  on  détermine  la  position  d’un  troisième 


point, 

261. 

L 'équerre  d arpenteur , 

sert  à lever  un  terrain  par  le  moyen  d’une  base- 

ou  directrice  sur  laquelle 

on  abaisse  des  perpendiculaires  des  sommes  de 

tous  les  angles. 

262. 

37 
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CHAPITRE  V. 

l'RÉCIS  DE  QUELQUES  MÉTHODES  GRAPHIQUES  EMPLOYEES 
POUR  COPIER  OU  RÉDUIRE  LES  PLANS. 

* 

On  copie  en  calquant  à la  vitre,  ou  sur  des  papiers  transparcns,  puis 
décalquant  ce  premier  dessin,  264* 

On  réduit , par  le  moyen  des  carreaux  et  de  Yangle  réducteur , ou  avec 
des  échelles  y ou  enfin  en  se  servant  du  pantographe , 364» 

LIVRE  VI. 

NOTIONS  SUR  L’APPLICATION  DE  l’aLGÈBRB 
A LA  GÉOMÉTRIE. 

CHAPITRE  PREMIER. 

ÉQUATIONS  DE  LA  LIGNE  DROITE  ET  DES  COURBES  DU  SECOND 

DEGRÉ. 

Un  point  est  donné  sur  un  plan  par  ses  distances  à deux  axes  ordi- 
nairement rectangulaires  , ils  s’appellent  axes  des  coordonnées  , l’un  est 

Taxe  des  abscisses  , l’autre  Yaxe  des  ordonnées , 266. 

« 

Deux  conditions  déterminent  la  position  d’une  droite  , l’angle  qu’elle  fait 
avec  l’axe  des  abscisses  , et  le  point  où  elle  coupe  un  des  axes.  La  tangente 
de  cet  angle  représente  le  rapport  constant  entre  les  coordonnées  de  chacuu 


des  points  de  la  droite , ' 267. 

D’après  cela  on  trouve  l’équation  d’une  droite  passant  par  deux  points 
donnés,  \ 268. 

Celle  d’une  droite  perpendiculaire  à une  droite  donnée , 269. 

L’angle  de  deux  droites  données,  270. 

Etant  donnés  le  raydn  d’un  cercle  et  les  coordonnées  de  son  centre, 
on  trouve  sou  équation  , 271. 


Avec  elle  on  vérifie  cette  propriété , que  le  centre  d’un  cercle  passant  par 
trois  points  donnés,  est  à l’intersection  de  deux  perpendiculaires  menées 
par  le  milieu  des  droites  qui  joignent  deux  à deux  les  points  donnés,  272. 
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géométrie  analytique. 

Et  cette  autre,  que  la  tangeutc  est  moyenne  proportionnelle  entre  la 
sécante  entière  et  sa  partie  extérieure  ; ce  qui  donne  le  moyen  de  décrire 
un  cercle  tangent  à une  droite  donnée  et  passant  par  deux  points  donnés, 

W°.  273. 

L 'ellipse  est  une  courbe  fermée , dont  une  des  propriétés  est  que , si  ou 
mène  de  chacun  de  ses  points  à deux  points  fixes  dans  son  intérieur  nommés 
foyers^  deux  droites  appellées  rayons  vecteurs , la  somme  de  ces  lignes  sera 
constante;  cette  propriété  conduit  à son  équation,  274. 

Dans  Xhyperbole  la  différence  des  rayons  vecteurs  est  constante  ; en 
exprimant  cetté  propriété,  on  obtient  l'équatiou  de  la  courbe,  2 75. 

La  propriété  caractéristique  de  la  parabole  , est  que  tous  ses  points 
sont  autant  éloignés  d’une  droite  donnée  nommée  directrice , que  d’an 
point  fixe  donné  qu’on  appelle  foyer . L’équation  de  la  courbe  se  tire 
de  cette  propriété,  276. 

Dans  cette  courbe  les  quarrés  des  ordonnées  sont  entre  eux  comme  les 
abscisses  correspondantes,  quel  que  soit  l’angle*dcs  coordonnées  (n°*  289), 

276. 

Les  courbes  du  second  degré  , le  cercle  , l’ellipse  , l’hyperbole  et  la  para- 
bole sont  appelées  aussi  sections  conicjues , 277. 

CHAPITRE  II. 


TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES  , PROPRIÉTÉS  DES 
COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ. 

L’équation  la  plus  générale  du  second  degré  à deux  variables , renferme 
les  secondes  et  les  premières  puissances  de  ces  variables , ainsi  que  le  pro- 
duit de  ces  premières  puissances,  278. 

Les  formules  pour  la  transformation  des  coordonnées , ne  changent  point 
le  degré  de  l’équation  d’une  courbe,  279. 

Le  rayon  vecteur  es t une  droite  qui  part  d’un  point  fixe  ou  pôle , et  qui 
aboutit  à un  point  quelconque  d’une  courbe,  281. 

Discuter  l’équation  géaérale  du  second  degré  à deux  variables  , c’est  as- 
signer les  conditions  analytiques  auxquelles  cette  équation  doit  satisfaire  pour 
représenter  telle  ou  telle  courbe  de  ce  degré  , 282  à 286. 

Le  rectangle  construit  sur  les  axes  de  l’ellipse  est  équivalent  au  paral- 
lélogramme construit  sur  ses  diamètres  coujugués,  287. 

3;  * 
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Dans  l’ellipse,  la  ^innie  des  quarrés  des  diamètres  conjugués  est  égalé 
à la  somme  des  quarrés  des  axes,  387. 

Dans  l'hyperbole , le  parallélogramme  construit  sur  les  diamètres  conjugués 
est  égal  au  rectangle  des  axes,  388. 

Et  la  différence  des  quarrés  des  diamètres  conjugués  est  égale  à celle  des 
quarrés  des  axes,  388. 

La  tangente  étant  considérée  comme  une  sérautc  pour  laquelle  les  deux 
points  d'intersection  arec  la  courbe  se  confondent , on  en  déduit  les  for- 
mule* qui  expriment  cette  condition  et  serrent  par  couséqnent  à représenter 
les  tangentes  aux  courbes  du  second  degré,  390. 

La  normale  est  la  perpendiculaire  à la  tangente  menée  par  le  point  de 
contact,  jusqu'à  la  rencontre  de  Taxe  des  abscisses,  393. 

. La  sousnormale  est  la  portion  de  cet  axe  comprise  entre  le  pied  de  la 
normale  et  l’ordonnée  , 294. 

Si  le  grand  axe  d’une  ellipse  est  infini,  cette  courbe  devient  parabole, 
et  l’un  des  rayons  vecteurs  devient  diamètre  et  est  parallèle  à cet  axe  , 395. 

On  appelle  asymptotes  de  l'hyperbole  deux  droites  qui  se  coupent  au 
centre  de  la  courbe  et  s’approchent  sans  cesse  de  ses  branches  , sans  jamais 
pouvoir  les  atteindre , 396. 

Equation  de  l’hyperbole  rapportée  à ses  asymptotes,  397. 

CHAPITRE  I J I. 

PRINCIPES  DE  LA  GEOMETRIE  AUX  TROIS  DIMENSIONS. 

L’équation  ra  ZZ  a1  représente  une  sphère  du.  rayon  r;  on 

obtient  celles  des  intersections  de  la  sphère  par  les  trois  plaus  coordonnés 
en  faisant  dans  La  première  successivement,  xzZo,  yz Z o,  zzzoy  3oo. 

Les  équations  des  projections  d’une  droite  sur  les  plans  coordonnés  dé- 
terminent la  position  de  cette  droite  dans  l’espace  , v 3oi. 

La  somme  des  quarrés  des  cosinus  des  angles  qu’une  droite  fait  avec  trois 
axes  rectangles  est  égale  à l’unité  ou  au  quarre  du  rayon  des  tables,  3o3. 

Le  cosinus  de  l’angle  de  deux  droites  est  égal  à la  somme  faite  des  pro- 
duits des  cosinus  des  angles  quelles  forment  respectivement  avec  chacun  des 
axes  rectangulaires,  3o3. 

L’équation  du  plan  se  trouve  en  le  supposant  engendré  par  le  mouve- 
ment d’une  droite,  tournant  autour  d’une  autre  droite»  et  faisant  cons- 
tamment avec  elle  un  angle  droit,  3o4. 
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MÉCANIQUE. 

DÉFINITIONS  ET  NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 

La  Mécanique  est  la  science  du  mouvement  et  de  1 équilibré  , TC.  i. 

Toute  cause  qui  ment  ou  tend  à mouvoir  un  corps,  se  nomme  force , id. 

Quand  des  forces  appliquées  à un  corps  se  détruisent  mutuellement , il 
y a équilibre , I . 

La  Statique  a poor  objet  l’équilibre  des  forces  appliquées  aux  corps 
solides , i.  ' 

La  Dynamique  considère  les  circonstances  du  mouvement  de  ces  corps , id. 

Il  Hydrostatique  est  la  science  qui  traite  de  l'équilibre  des  fluides  , id} 

L’ Hydrodynamique  est  celle  qui  considère  le  mouvement  des  fluides , id. 

Une  force  hnique  qui  ferait  mouvoir  un  point  matériel  de  la  même  manière 
que  plusieurs  forces  ensemble , 6e  nomment  la  résultante  de  ces  forces  , et 
celles-ci  s’appellent  les  composantes  de  cette  dernière , a. 

L’action  d’une  force  est  la  même , en  quelque  point  de  sa  direction  qu’elle 
soit  appliquée , 2* 

PREMIÈRE  SECTION. 

\ 

STATIQUE. 

CHAPITRE  PREMIER. 

COMPOSITION  ET  DÉCOMPOSITION  I)ES  FORCES. 

La  résultante  «le  deux  farces  quelconques  qui  agissent  sur  un  point  maté, 
riel , et  qui  sont  représentées  par  des  lignes  prises  sur  leur  direction  à partir 
de  ce  point , est  pour  sa  grandeur  et  sa  direcliou  , la  diagonale  du  parallé- 
logramme construit  sur  ces  forces  , 3 , 4 et  ® ' 

Relation  entre  deux  forces , l'angle  de  leurs  directions  et  leur  résultante,  G. 

Deux  forces  et  leur  résultante  peuvent  être  représentées  chacune  par  le 
siuus  de  l'augle  formé  par  les  directions  des  deux  autres,  •}■ 
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Trois  forces  non  situées  dans  un  meme  plan , et  appliquées  à un  mimé 
point , ont  une  résultante  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  l.\ 
diagonale  du  parallélipipède  construit  sur  les  parties  des  directions  de  ces 
forces  qui  expriment  leurs  graudeurs  respectives , à partir  de  leur  point 
d'application , 8. 

On  peut  toujours  décomposer  une  force  en  trois  autres  respectivement 
parallèles  à trois  droites  données.  Chaque  composante  se  trouve  en  mul- 
tipliant la  force  qu'on  veut  décomposer  par  le  cosinus  de  l’angle  que  sa 
direction  fait  avec  l’axe  auquel  cette  composante  est  parallèle , 9. 

Grandeur  et  direction  de  la  résultante  d’un  nombre  quelconque  de  forces 
appliquées  à un  même  point,  suivant  des  directions  données . 10. 

Expression  de  la  résultante  de  trois  forces  appliquées  à uu  même  point,  et 
qui  ne  sont  pas  situées  dans  un  même  plan  , 11. 

Equations  qui  ont  lieu  dans  le  cas  de  l’équilibre  de  plusieurs  forces  appli- 
quées à un  même  point , 12. 

La  résultante  de  deux  forces  parallèles  qui  agissent  dans  le  même  sens , 
est  parallèle  aux  directions  de  ces  forces  , est  égale  à leur  somme  ; et  les  dis- 
tances de  la  direction  de  cette  résultante  à celle  des  composantes , sont 
réciproquement  proportionnelles  à ces  composantes  , i3. 

Décomposition  d’une  force  en  deux  autres  qui  lui  soient  parallèles,  14. 

La  résultante  de  plusieurs  forces  parallèles , situées  ou  non  dans  un  même 
plan  , est  égale  à la  somme  de  ces  forces,  en  leur  donnant  des  signes  con- 
Ycnablcs,  * 1 5. 


Des  momens,  de  leur  usage  dans  la  composition  des  forces , et 
des  équations  d équilibre. 

Le  moment  d’une  force  est  le  produit  de  cette  force  par  la  distance  de 
sa  direction  à un  point,  à une  ligue  ou  à un  plan  , iG. 

Le  moment  de  la  résultante  de  deux  ou  d’un  plus  grand  nombre  de  forces 
parallèles  située?  dans  un  même  plan,  est  égal  à la  somme  des  momens 
de  ces  forces  , 16  , 17  et  18. 

Expression  de  la  distance  de  la  direction  de  cette  résultante  à un  point 
pris  à volonté  dans  le  plan  de  ces  forces,  17. 

Le  moment  de  la  résultante  de  plusieurs  forces  qui  ont  des  direction* 
quelconques  dans  un  même  plan  , par  rapport  à uu  point  de  ce  plan, 
est  égal  à la  somme  des  momens  de  ces  forces,  • 39* 
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Equation*  qui  déterminent  la  grandeur  et  la  direction  de  cette  résultante  , 

K°.  20. 

Equations  qui  ont  lien  dans  l’équilibre  de  plusieurs  forces  situées  dans  uu 
même  plan,  i°.  quand  ce  système  est  libre;  2e.  quand  il  est  assujéti  à 
tourner  autour  d’un  poiut  fixe  , ao. 

Le  moment  de  la  résultante  de  plusieurs  forces  parallèles  non  situées  dans 
un  même  plan,  par  rapport  à un  plan  parallèle  à leurs  directions,  est  égal 
à la  somme, des  moment  de  ces  forces,  ai. 

Formules  qui  déterminent  la  position  de  cette  résultante,  id. 

Si  ces  forces  parallèles  sont  égales  , la  distance  de  leur  résultante  à un 
plan  devient  celle  de  la  distance  moyenne  respective  de  ces  mêmes  forces 
à ce  plan  , ai. 

Equations  qui  ont  lieu  dans  l'équilibre  de  plusieurs  forces  parallèles , 
l®.  quand  le  système  est  libre;  2°.  quand  il  ne  peut  que  tourner  autour 
d’un  axe  fixe  ; 3°.  autour  d’un  point,  22. 

Equations  qui  ont  lien  dans  l’équilibre  de  plusieurs  forces  de  directions 
quelconques , lorsque  le  système  est  libre  et  lorsqu’il  ne  peut  que  tourner 
en  tous  sens  autour  d’un  point  fixe  , 23. 

De  la  pesanteur  et  des  centres  de  gravité. 

La  pesanteur  ou  la  gravité  est  la  force  avec  laquelle  tous  les  corps  aban- 
donnés à eux-mêmes  s’approchent  de  la  terre  , suivant  des  directions  per- 
pendiculaires à sa  surface,  24* 

Le  poids  d’un  corps  est  proportionnel  à sa  masse  , id. 

Le  centre  de  gravité  d’un  corps  est  le  point  unique  par  lequel  passe  con- 
stamment la  direction  du  poids  de  ce  corps,  quelle  que  soit  sa  position  , 24. 

La  distance  du  centre  commun  de  gravité  de  plusieurs  corps,  est  égale  à 
la  somme  des  mnincns  de  ces  corps  , divisée  par  la  somme  des  masses,  2 5. 

Le  centre  de  gravité  de  tout  corps  homogène  est  à son  centre  de  figure,  26. 

Le  centre  de  gravité  du  contour  ou  de  l’aire  d’un  parallélogramme  est  à 
Vinterscction  de  ses  diagonales  ; celui  de  la  circonférence  ou  de  l’aire  du 
cercle  est  à son  centre;  celui  de  la  surface  ou  du  volume  de  la  sphère  est 
au  centre, 

Le  centre  de  gravité  du  contour  d’un  polygone  , se  trouve  eu  divisant  la 
somme  des  momens  de  ses  côtés  par  rapport  à deux  axes  pris  dans  son 
plan,  parle  contour  du  polygone  ; les  quotient  seront  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité,  *7. 
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Le  centre  de  gravité  d’un  triangle  est  situé , à partir  d’un  de  scs  angles  * 
aux  deux  tiers  de  la  droite  menée  du  sommet  de  cet  angle  au  milieu  du  côté 
apposé , rr\  28. 

La  distance  du  centre  de  gravité  d’un  triangle  à une  ligne  tirée  dans  le 
plan  du  triangle  , ou  à un  plau  quelconque  , est  égale  au  tiers  de  la  tomme 
des  distances  des  sommets  des  augles  du  triangle,  à la  ligne  ou  au  plan  , 3o. 

Le  centre  de  gravité  de  l’aire  d’un  polygone  se  trouve  en  le  décompo- 
sant en  triangles , 3 1 • 

Si , à partir  de  la  plus  grande  base  dn  trapèze,  on  prend  sur  la  droite  qui 
joint  le  milieu  des  bases  une  quatrième  proportionnelle  à la  somme  des  bases  , 
à cette  somme  augmentée  de  la  plus  petite,  et  au  tiers  de  la  ligne  qui  joint 
les  milieux  des  bases,  on  aura  le  centre  de  gravité  du  trapèze  , 3a. 

Le  centre  de  gravité  de  la  pyramide  triangulaire,  e6t  sur  la  droite  qui 
joint  le  sommet  d’un  de  ses  angles  avec  le  centre  de  gravité  de  la  face  op- 
posée , aux  trois  quarts  de  la  longueur  de  cette  droite  , à partir  du  sommet 
de  l’angle,  33. 

Le  centre  de  gravité  d’une  pvTaraide  quelconque , est  située  aux  trois 
quarts  de  la  droite  menée  du  sommet  de  la  pyramide  au  centre  de  gravité 
de  la  base  , à partir  du  sommet , * 34* 

La  distance  du  centre  de  gravité  d’une  pyramide  triangulaire  à un  plan, 
est  le  quart  de  la  tomme  des  distances  des  sommets  de  ses  angles  à ce 
plan  , 35. 

Le  prisme  et  le  cylindre  ont  leur  centre  de  gravité  au  milieu  de  la  droifo 
qui  joint  le  centre  de  gravité  de  leurs  bases,  36. 

Le  centre  de  gravité  de  la  surface,  ou  du  volume  d’un  cône  droit,  on 
d'un  tronc  de  cône  droit  à bases  parallèles,  est  le  même  que  celui  de  la 
section  faite  par  un  plan  passant  par  l’axe  du  cône , 36. 

Le  centre  «le  gravité  d’un  arc  de  cercle  est  sur  le  rayon  qui  passe  par 
le  milieu  de  l’arc,  à uue  distance  du  centre,  qui  est  une  quatrième  propor- 
tionnelle à la  longueur  de  l’arc  , à sa  corde  et  au  rayon,  37. 

Celui  de  l’aire  du  secteur  circulaire  est  sur  le  rayon  qui  le  partage  éga- 
lement , à une  distance  du  centre  qui  est  une  quatrième  proportionnelle  à 
l’arc , à la  corde  et  aux  deux  tiers  du  rayon,  38. 

Celui  de  l’aire  du  segment  de  cercle  , est  sur  le  rayon  qui  le  partage 
egalement,  à une  distance  du  centre  égale  au  douzième  du  cube  de  la  corde 
divisé  par  l’aire  du  segment , 3q. 

Celui  d’uac  calotte  sphérique  est  an  milieu  de  son  axe  , 4+r 
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Celui  du  secteur  sphérique  est  sur  son  axe , k une  distance  du  centre 
égale  aux  trois  quarts  du  rayon  , moins  les  trois  huitièmes  de  la  hauteur 
de  la  calotte  ( 4 1. 

On  trouve  la  distance  du  centre  de  gravite  du  segment  sphérique  , en 
divisant  son  moment  par  son  volume  , 43. 

Usage  des  centres  de  gravite  pour  déterminer  les  surfaces  et 
les  volumes  des  solides  de  révolution. 

La  surface  qu’engendre  une  courbe  plane,  en  tournant  autour  d’un  axe 
situé  dans  sou  plan  , est  égale  au  produit  de  la  courbe  par  le  chemin  que 
parcourt  son  centre  de  gravité  , 4 3. 

Le  solide  eugendré  par  la  révolution  d’une  figure  plane  autour  d’un  axe 
situé  dans  son  plan,  est  égal  au  produit  de  l’aire  génératrice  par  la  circon** 
féreucc  décrite  par  son  centre  de  gravité  , 44, 

Ces  deux  priucipes  constituent  la  méthode  centra  borique. 

CHAPITRE  IL 

DES  MACHINES. 

De  V équilibre  des  forces  qui  agissent  les  unes  sur  les  autres 
par  le  moyen  des  cordes . 

Si  deux  forces  tendeut  une  cordc  appuyée  sur  un  point  fixe,  la  pression 
sur  ce  point  divise  en  deux  parties  égales  l’augle  formé  par  les  deux  parties 

de  la  corde  qui  sont  alors  également  tendues  , 48. 

1 

Equilibre  dans  le  polygone  funiculaire  , 4g. 

Si  une  force  agit  au  moyeu  d’une  corde,  suivant  une  direction  non  verti- 
cale, la  corde  ne  transmettra  pleinemeut  l'action  de  cette  force,  qu'autaut  que 
la  verticale  , menée  par  le  point  de  concours  des  tangentes  aux  extrémités  de 
la  courbe  décrite  par  la  corde,  divisera  également  l'angle  de  ces  tangentes,  5o. 

Une  corde  pesante  ne  peut  jamais  être  exactement  tendue  , si  ce  n’est 
daus  une  direction  verticale  , 5i. 

Du  Levier . 

Le  levier  est  une  verge  inflexible  droite  ou  courbe,  qu’on  suppose  ne 
pouvoir  que  tourner  autour  d’un  point  d’appui , 52. 

Deux  puissances  qui  tendeut  a faire  tourner  un  levier  en  6ens  contraires» 
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et  qui  se  font  équilibre,  sont  en  raison  réciproque  de  leurs  distances  fin 
point  d'appui  , 52. 

Si  l’appui  est  entre  le  poids  et  la  puissance , le  levier  est  de  la  première 
espèce  ; il  est  de  la  seconde,  si  le  poids  est  entre  l'appui  et  la  puissance  ; et 
de  la  troisième,  si  la  puissance  est  eutre  l'appui  et  le  poids,  53. 

La  balance  est  un  levier  de  la  première  espèce  , 54. 

La  romaine  est  un  levier  de  la  première  espèce  , dont  les  bras  sont  iné- 
gaux , 55. 

Des  Poulies  et  Moufles. 

La  poulie  est  une  roue  , dont  la  circonférence  est  creuçéc  en  gorge  pour 
recevoir  une  corde , et  qui  est  traversée  par  un  axe  porté  par  les  branches 
d’une  chappe , 56. 

La  puissance  est  égale  au  poids  dans  l'équilibre  de  la  poulie  fixe , qui 
ne  sert  qu’à  changer  la  direction  de  la  puissance , 56. 

Lorsqu'une  puissance  soutient  un  poids, au  moyen  d'un  système  de  pou- 
lies mobiles  embrassées  chacune  par  un  cordon  attaché , d’une  part  à un 
point  fixe,  et  de  l’autre  au  centre  de  la  poulie  voisine  , la  puissance  est  au 
poids,  comme  le  produit  des  rayons  des  poulies  mobiles  est  au  produit 
des  soutendantes  des  arcs  enveloppés  de  ces  poulies , 5". 

La  tnouffle  est  un  système  de  poulies  assemblées  dans  une  même  chappe  ; 
on  emploie  deux  mouilles  , l'une  fixe,  l'autre  mobile  et  attachée  à la  résis- 
tance. Il  y a équilibre,  quand  la  puissance  égale  le  poids  divisé  par  la 
somme  des  cosinus  des  angles  que  font,  arec  la  verticale,  les  cordons  qui 
vont  d'une  mouffle  à l’autre,  58. 

i 

De  V Equilibre  dans  le  tour  , treuil  ou  cabestan. 

Le  tour  est  composé  d’un  cylindre  et  d'une  roue  qui  ont  même  axe . 
l’équilibre  a lieu  quand  la  puissance  est  au  poids  , comme  le  rayon  du 
cylindre  est  au  rayon  de  la  roue  , 59-60. 

La  chèvre  est  composée  d’un  cabestan  et  d’un  équipage  de  mouttes  ; il 
y a équilibre  , quand  la  puissance  est  au  poids , comme  le  rayon  du  cabes- 
tan est  à autant  de  fois  la  longueur  du  bras  de  levier  qu’il  y a de  brins  , 62. 

Le  cric  est  composé  d’une  barre  de  fer  dentée  d’un  côté  , et  engraiuaut 
dans  un  pignon  qu'on  fait  tourner  au  moyen  d’une  manivelle.  Il  y a équi- 
libre , quand  la  puissance  est  au  poids  , comme  le  rayon  du  pignou  est  au 
rayon  de  la  circonférence  que  la  manivelle  tend  à décrire , Ci 
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De  V Equilibre  sur  les  plans. 

Un  corps  qui  ne  tonebe  un  plan  qu’en  un  point , ne  peut  demeurer  en 
équilibre  , qu'autant  que  le*  forces  qui  le  sollicitent  sont  réductibles  à une 
seule  dirigée  au  poiut  d’appui  perpendiculaire  ment  au  plan  , 65. 

Lorsqu'une  puissance  retient  un  corps  pesant  en  équilibre  sur  un  plan 
incliné,  là  puissance  est  au  poids  de  ce  corps  , comme  le  sinus  de  l'incli- 
naison  du  plan  à l'horizon  est  au  cosinus  de  l’angle  que  la  direction  de  la 
puissance  fait  avec  le  plan  , ou  comme  la  hauteur  du  plan  est  à sa  Ion* 
. gueur,  66. 

Un  corps  ne  peut  être  en  équilibre  entre  deux  plans  inclinés  , qu’autant 
qu’il  se  trouve  , dans  la  verticale  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  , un 
point  d’où  on  puisse  abaisser  sur  chaque  plan  une  perpendiculaire  qui  ne 
laisse  pas  d’un  meme  côté  tous  les  points  de  contact  du  corps  avec  le  plan  ; 
il  faut  aussi  que  ces  perpendiculaires  soient  dans  un  meme  plan  vertical,  67. 

De  la  Vis . 

La  'Vis  est  nn  cylindre  droit  enveloppé  d’un  filet  uniforme  qui  fait  par- 
tout un  même  angle  avec  la  génératrice  du  cylindre  , 63. 

Le  pas  est  l’intervalle  entre  deux  filets  consécutifs  , mesuré  parallèlement 
à l’axe , 68. 

L’équilibre  a lieu  quand  la  puissance  appliquée  à Y écrou  est  an  poids  dont 
Fécrou  est  chargé,  comme  le  pas  de  la  vis  est  à la  circonférence  que  la  puis- 
sance tend  à décrire  , 69. 

Du  Coin. 

Le  coin  est  un  prisme  triangulaire  dont  la  face  la  plus  étroite  s'appelle 
la  tête,  c’est  l’arrête  opposée  à la  tète  qui  est  le  tranchant  du  coiu  , 71. 

La  théorie  de  la  décomposition  des  forces  conduit  à l’équation  d’équi- 
libre dans  le  coin , 71. 

Du  Frottement. 

Le  frottement  est  la  résistance  qu'on  éprouve  à faire  glisser  un  corps  sur 
nn  autre , 72. 

Si  on  place  nn  corps  sur  un  plan  , et  qu’on  l’incline  jusqu’à  c«  que  le 
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rorps  soit  prêt  à glisser  , le  rapport  de  la  hauteur  du  plan  à sa  hase  sera  le 
rapport  du  frottement  à la  pression  pour  les  deux  substances , 73. 

Plus  on  diminue  le  rayon  de  l’essieu  dans  le  tour , en  lui  conservant  la 
solidité  nécessaire  , plus  le  frottement  diminue  , 74. 

Les  équations  d'équilibre  dans  les  monfHes,  le  plan  incliné,  la  vis,  étant 
convenablement  modifiées  , font  connaître  la  puissauce  nécessaire  pour 
vaincre  le  frottement  dans  les  machines  simples  , , 76. 

SECTION  IL 

DYNAMIQUE. 

CHAPITRE  PREMIER. 

. Du  mouvement  uniforme . 

Le  mouvement  d’nn  point  matériel  est  uniforme , s’il  parcourt  des 
espaces  égaux  en  teins  égaux,  77. 

La  vitesse  est  l’espace  que  parcourt  uniformément  un  corps  pendant  nn 
teins  pris  pour  unité',  77. 

La  force  d’un  corps  est  égale  au  produit  de  sa  vitesse  par  sa  masse,  78, 

L’espace  parcouru  d’un  mouvement  uniforme,  pendant  un  teins  quelconque, 
est  égal  au  produit  de  la  vitesse  multipliée  par  le  tems,  79. 

Du  mouvement  uniformément  accéléré. 

Le  monvement  uniformément  accéléré , est  celui  d’un  point  matériel 
soumis  continuellement  à l’action  d’nne  force  constante,  80. 

Dans  ce  mouvement , la  vitesse  acquise  au  bout  d’un  tems  qnelconque 
est  égale  au  produit  de  la  force  accélératrice  par  le  tems  ; et  l’espace  par- 
couru est  égal  au  produit  de  la  moitié  de  la  force  accélératrice  par  le  quarré 
du  teins,  . 81. 

Les  espaces  parcourus  pendant  les  secondes  successives,  sont  entre  eux 
comme  les  nombres  impairs,  83. 

Le  mouvement  vertical  des  corps  pesans  est  uniformément  accéléré  , 84. 
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Du  mouvement  des  corps  pesa  ns  le  long  des  plans  inclines. 

Un  corps  qui  a parcouru  la  longueur  d'un  plan  incline,  a acquis  la  même 
vitesse  que  s'il  était  tombé  librement  d'une  quantité  égale  à la  hauteur  du 
plan , * 8fi# 

Si  deux  corps  pesa  us  partent  en  même  teins  du  sommet  commun  de  deux 
plans  inclinés  pour  les  parcourir , ils  arrivent  en  même  tems  aux  extré- 
mités des  perpendiculaires  abaissées  sur  ces  plans  d'un  même  point  dedcar 
hauteur,  87. 

Les  tems  employés  par  deux  corps  à parcourir  les  longueurs  de  deux  plans 
inclinés,  sont  entre  eux  comme  les  longueurs  de  ces  plans,  divisées  par  le* 
racines  quarrées  de  leurs  hauteurs,  88. 

CHAPITRE  II. 

Du  mouvement  des  projectiles  dans  le  vide . 

Un  projectile  est  un  corps  lancé  suivant  une  direction  quelconque,  et 
éf/ki  obéit  en  même  tems  à la  pesanteur,  89. 

La  ligne  qu’il  parcourt  est  une  courbe  plane  et  verticale  nommée  tra- 
jectoire , 90. 

L'équation  de  cette  courbe  fait  voir  qu’elle  est  symétrique  par  rapport  à 
un  axe  vertical , 91. 

On  obtient  les  mêmes  portées  avec  deux  angles  complémeus  l’un  de  l'aulie 
ou  également  éloignés  d’un  demi-droit,  91. 

La  charge  de  la  poudre  étant  la  même  , la  portée  est  la  plus  grande  , lors- 
que l’angle  de  projectiou  est  la  moitié  d’uu  augle  droit,  91. 

Du  tir  de  but  en  blanc . 


Le  tir  de  but  en  blanc  s’exécute  en  dirigeant  la  ligne  de  mire  sur  l'objet 
qu'on  veut  atteindre,  9a. 

La  ligne  de  mire  naturelle  rase  la  partie  supérieure  de  la  plate-bande  de 
culasse  et  le  point  le  plus  élevé  du  bourrelet,  <ja. 

La  hausse  placée  derrière  la  culasse  peut  s’élever  jusqu’à  18  lignes,  9a. 

U angle  de  mire  est  celui  que  fait  cette  ligue  avec  la  ligne  de  tir,  ou  l’aie 
(irolungé , 92. 
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La  distance  de  la  boucbe  au  point  où  le  projectile  coupe  pour  la  second* 
fois  la  ligne 'de  mire  , s'appelle  portée  de  but  en  blanc , 92. 

L'application  des  principes  de  la  géométrie  et  de  la  trigonométrie  donne 
la  solution  des  problèmes  suivans  : 93. 

Connaissant  la  hausse  et  les  dimensions  du  canon,  trouver  l’angle  de 
mire , 93. 

Connaissant  les  dimensions  de  la  pièce  et  son  inclinaison  à l'horison , 
trouver  l'équation  de  la  ligne  de  mire,  94* 

Connaissant  la  hausse  , les  dimensions  de  la  pièce  , l’angle  de  projection  et 
la  charge  , trouver  la  portée  de  but  en  blanc  , g5. 

Trouver  la  relatiou  entre  la  hausse  et  l'angle  de  projection,  96. 

Jusqu'à  une  charge  égale  à la  moitié  du  poids  du  boulet , les  vitesses  im- 
primées sont  entre  elles  comme  les  racines  quarrées  des  charges  de  poudre 
divisées  par  les  racines  quarrées  des  poids  des  boulets  , 97. 


Un  boulet  de  24  l*v«  est  chassé  par  une  charge  de  8 liv.  avec  une  vitesse 
de  35om,  et  une  balle  de  18  à la  livre  reçoit  d'une  charge  de  ~ de  livre  une 
vitesse  de  5oom  , 97. 

Les  portées  d'une  raérne  pièce  sous  un  même  angle  , croissent  comme  les 
racines  quatrièmes  des  charges  , 


Du  mouvement  d'un  point  pesant  dans  une  courbe  verticale  > 
et  des  oscillations  des  pendules  simples . 


Un  point  sans  pesanteur  parcourant  les  eûtes  successifs  d'un  polygone , 
perd  à la  rencontre  de  chaque  cûté  uue  partie  de  sa  vitesse  actuelle-,  égale  au 
produit  de  cette  vitesse  par  le  sinus  verse  de  l'augle  que  fait  le  côté  parcouru 
avec  celui  que  le  point  va  parcourir,  * 98. 

Donc  cette  perte  est  infiniment  petite  dans  les  courbes. 

Un  corps  pesant  qui  descend  dans  une  courbe  verticale  en  vertu  de  sa 
pesanteur  , a,  en  un  point  quclcouque  , la  même  vitesse  que  s'il  était  tombe 
d'une  hauteur  égale  à celle  de  l'arc  parcouru,  et  son  mouvement  est  indé- 
pendant de  la  nature  de  la  courbe  , 98. 

Dans  le  cercle , les  vitesses  acquises  par  deux  points  pesans  sont  comme 
les  cordes  des  arc?  parcourus  , 98. 

Le  pendule  simple  est  un  très-petit  corps  d’une  grande  densité  , suspendu 
par  un  fil  trcs-délié  à uu  point  fixe  , 99. 
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Les  oscillations  dans  d«  petites  portions  d’une  circonférence  , sont 
isochrones  , 100. 

Les  nombres  d’oscillations  que  deux  pendules  différens  peuvent  faire  dans 
un  même  teins  et  dans  un  meme  lieu  , sont  en  raison  inverse  des  racines 
quarrées  des  longueurs  de  ces  pendules , 101 . 

Quand  le  pendule  et  sa  verge  ont  des  masses  sensibles , le  pendule  est  com- 
posé , 102. 

Des  forces  centrales . 

La  force  centripète  d’un  corps  libre  , ou  sa  force  centrifuge  , s'il  est 
retenu  , est  au  poids ‘du  corps  , comme  la  hauteur  due  a la  vitesse  est  à la 
moitié  du  rayon  de  la  circonférence  que  ce  corps  décrit , io3. 

Propriétés  du  centre  de  gravité. 

Si  plusieurs  corps  *ibres  ont  des  mouvemeus  rectilignes  parallèles  cotre 
eux  et  uniformes,  leur  centre  commun  de  gravité  est  mu  parallèlement  aux 
directions  des  corps , avec  une  vitesse  égale  à la  somme  des  quantités  de 
mouvement  des  corps,  divisée  par  la  somme  des  massés  , io4« 

Si  1rs  corps  ont  des  directions  rectilignes  quelconques  , le  mouvement 
de  leur  ceutre  commun  de  gravité  est  rectiligne  , uniforme,  et  le  même  que 
si  toutes  les  forces  lui  étaient  appliquées  chacune  parallèlement  à sa  direc- 
tion , io5. 

Si  les  corps  étaient  liés  entre  eux , le  centre  de  gravité  serait  encore  mu 
de  la  même  manière  que  s’ils  étaient  libres , / 106. 

Lorsque  la  force  transmise  à un  système  invariable  passe  par  son  centre 
de  gravité,  toutes  les  parties  du  système  ont  des  vitesses  égales  , 107. 

Si  la  force  transmise  à un  corps  ne  passe  pas  par  sou  centre  de  gravité, 
outre  sou  mouvement  de  translation  , le  corps  preud  encore  uu  mouve- 
ment de  rotation  autour  de  sou  centre  de  gravité  , 108. 

De  la  force  d’inertie  et  du  choc  des  corps. 

En  vertu  de  la  force  d’inertie  , uu  corps  en  repos  ou  en  mouvement , 
résiste  à sou  changement  d’état  ; elle  est  proportionnelle  à la  masse  , 109. 

Les  corps  durs  sont  ceux  dont  aucune  force  appliquée  extérieurement 
ye  peut  changer  la  forme,  no. 
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Les  corps  élastiques  qui  peuvent  être  comprimés,  reprennent  leur  première 
forme  par  les  mêmes  degrés  de  force  par  lesquels  ils  l’ont  perdue  , 1 10. 

Le  choc  direct  se  fait  suivant  une  droite  qui  passe  par  le  centre  de  gravité 
des  corps  perpendiculairement  au  plan  tangent  aux  surfaces  des  deux  corps  » 
au  point  de  rencontre  de  ccs  deux  surfaces , no. 

Deux  corps  durs  qui  se  choquent  en  sens  contraire  avec  des  vitesses  égales» 
demcurcut  en  repos  après  le  choc  , 110. 

Deux  corps  qui  se  choquent  en  sens  contraires  et  se  font  équilibre  , ont 
des  quantités  de  mouvement  égales  entre  elles  » 11 1. 

La  vitesse  des  corps  durs  » après  le  choc  , est  égale  à la  somme  de  leur* 
quantités  de  mouvement  avant  le  choc , divisée  par  la  somme  de  leurs 

masses , 112. 

» 

La  somme  des  quantités  de  mouvement  après  le  choc  , est  la  même  qu'a- 
vant le  choc  ; et  la  vitesse  du  ceutre  de  gravité  des  deux  corps , après  le 
choc  , est  la  même  qu’avant  le  choc  , 112. 

Pour  avoir  les  vitesses  de  deux  corps  élastiques  après  le  choc  , il  faut  du 
double  de  la  vitesse  que  ces  corps  auraient  après  le  choc  , s’ils  étaient  sans 
ressort , retrancher  la  vitesse  que  chacun  d’  ux  avait  avant  le  choc , 1 1 3. 

La  vitesse  du  centre  commun  de  gravité  de  deux  corps  élastiques  après  le 
choc , est  la  même  qu’avant  le  choc  » 1 1 3. 

Dans  le  choc  des  corps  élastiques , la  somme  des  produits  de  chaque  masse» 
"par  le  quarré  de  la  vitesse  après  le  choc , est  égale  à la  somme  des  produits 
de  chaque  masse  par  le  quarré  de  sa  vitesse  avant  le  choc  , 114. 

On  entend  par  force  vive  d’on  corps,  le  produit  de  sa.  masse  par  le 
quarré  de  sa  vitesse. 

La  vitesse  avec  laquelle  les  corps  élastiques  s’éloignent  l’un  de  l’autre  après 
le  choc  , est  égale  à celle  avec  laquelle  ils  s’approchaient  l’un  de  l’autre  «Tant 
le  choc , 114* 
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SECTION  III. 

HYDROSTATIQUE. 

CHAPITRE  PREMIER. 

Une  masse  fluide  est  un  amas  de  particules  matérielles  d’une  extrême 
ténuité , parfaitement  mobiles  en  tous  sens , 1 1 5. 

On  distingue  deux  sortes  de  fluides  , les  fluides  incompressibles  et  les 
fluides  compressibles  ou  élastiques  , 11 5. 

Si  les  molécules  d'une  masse  fluide  contenue  dans  au  vase  ouvert , sont 
sollicitées  par  la  pesanteur  seule , et  si  la  surface  du  fluide  est  de  niveau  , 
toute  la  masse  est  en  équilibre  , 1 16. 

La  pression  qu’éprouve  en  tous  sens  une  molccnle  d’un  fluide  pesant  en 
équilibre  dans  un  vase  , est  égale  au  poids  d’un  blet  vertical  de  ce  fluide , qui 
aurait  pour  hauteur  la  distance  de  cette  molécule  au  plan  de  la  surface  supé- 
rieure du  fluide,  1 18. 

La  pesanteur  spécifique  d’un  corps  est  le  poids  de  l’unité  de  volume  de 
se  corps , c 1 1 g. 

Le  poids  d’un  corps  est  le  produit  de  sa  pesanteur  spécifique  par  son 
volume , r 1 9. 

La  densité  d'un  corps  est  la  masse  de  l'unité  de  volume  de  ce  corps , id. 

La  pression  qu’un  fluide  pesant  exerce  sur  une  surface  plane  , située 
somme  on  voudra , est  égale  au  produit  de  cette  surface  multipliée  par  la 
distance  de  son  centre  de  gravité  au  plan  de  niveau , et  par  la  pesanteur  spé- 
cifique du  fluide , 120. 

Lorsqu'un  corps  de  forme  quelconque  est  en  font  ou  en  partie  dans  uu 
fluide  pesant , il  s’y  trouve  sollicité  par  sa  pesanteur  , et  par  une  infinité  do 
pressions  perpendiculaires  à la  surface  de  la  partie  submergée  ; toutes  ces 
forces  doivent  se  détruire  pour  qu’il  y ait  équilibre  , 122. 

La  résultante  des  forces  verticales  provenaat  des  pressions  du  fiuide,passe, 
dans  le  cas  d’équilibre  , par  le  centre  de  gravité  de  la  partie  submergée , ia3. 

Si  un  corps  d’une  pesanteur  spécifique  moindre  que  celle  d'un  fluide , est 
en  équilibre  sur  le  fluide  , le  poids  du  corps  est  égal  au  poids  du  volume  du 
fluide  déplacé  , ia3. 

38 
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. Pour  évaluer  en  grammes  le  poids  du  volume  d’une  substance , il  faut 
multiplier  sa  pesanteur  spécifique  par  son  volume  évalué  en  centimètres 
cubes,  îaî. 

CHAPITRE  II. 

BK  l’air,  vu  baromètre,  et  de  son  usage  dans  la 

MESURE  DES  HAUTEURS. 

L’air  est  un  fluide  transparent  , compressible  dans  le  rapport  des  poids  qui 
le  chargent , élastique  , et  dilatable  de  — de  son  volume  par  chaque  degré 
du  thermomètre  centigrade  , 124. 

Le  baromitre  indique  que  la  pression  de  I'athmosphère  augmente  ou  dimi- 
nue suivant  l'élévation  ou  l'abaissement  de  la  colonne  de  mercure,  124. 

Cet  instrument  peut  donc  servir  à mesurer  les  hauteurs  en  tenant  compte  , 
suivant  une  formule  connue,  des  différentes  circonstances  qui  ont  lieu  pen- 
dant l'opération,  122. 
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INDICATION  DES  PLANCHES 


Les  Planches  de  Géométrie  sont  au  nombre  de  La. 


Planche  I_j  depuis 

fig-  i , 

jusqu’à  fig.  Si  inclusivement. 

II 

3 1 

III.  . . . 

■ A 

IV.  . . . 

. ifi6 

V 

. lM 

lü 

VI 

. t 56 

1 60. 

VII.  . . 

. i£i 

j64î 

VIII.  . . . 

i65 

iM. 

IX 

IÔ7 

X 

aoi 

aig. 

Les  Planches  de  la  Mécanique  sont  au  nombre  de  3. 


Planche  Ij  depuis  fig.  i , jusqu’à  fig.  og  inclusivement . 

II  3q  5i. 

III  53  6,q. 
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Pages  3 , ligne  \A  eu  remontant,  exposition,  lisez  : expression. 

24  , 11  ; 24,  lisez  : i4- 

3a  , 4 en  remont,  j , lisez  : Q. 

3g,  dernière,  7S0,  lisez  '■  2750. 

id.  24  ; 0,1 33-,  lisez".  4,i33. 

41,  22  ; 4.27081081  , lisez  : 4,278181.... 

45 . 21,  on,  lisez  : du. 

49 1 1 5 ; 2,  Lsea  : 2 gros. 

il;  17.  en  remont.,  ol’o, 57536,  lisez  : oP  0,5  7 36. 

id.  1.8  en  remont. , 3,3736 , lisez  : 3po,5736. 

53  , 10  , des  moyens , lisez  : du  moyen. 

65,  16;  6a4,q6,  lisez  -.  62496. 

66  ; 18  en  remont. , 3,693  , lisez  : 3,q36. 

67  , 1 5.  mmq  , lisez  : cinq. 

id.  4 en  remont.,  gauche  , lisez  : droite; 

68 . 11,  mUlitre  , lisez  : millilitre. 

70  , 3 ; 1070^,26 , lisez:  1070,26. 

72  ; 4j  odjn.c,  lisez  . ocm.c. 

id.  i3 , ioP>n,  lisez  : iPin.  .... 

j3  , 6,  eu  remont. , minute.  Usez  {.minutes. 

28  , 9J  4 d,  lisez  : 4 c. 

*9j  i6j  i , lisez  : 4. 

93  , 10  en  remont. , du  numérateur,  lisez  1 des  numérateurs1 

96  , 3,  en  remont,  an  dénominateur,  (a+d),  lisez  : (c+d). 

id.  dernière  , a — b ; lisez  : a + b. 

90  , 9 en  remOnt.  , nombre , Usez  : membre. 

3ü  3a: 

soi  , dernière  , lisez  : . 

4 4 

X02  , 4j  celle , lisez  : celles. 

107  , 14  en  remont.  , supprimez  la  -virgule. 

ll£,  lüi  * lisez  : 

120,  23  ; 24a  . lisez  : 24a. 

■ 26  , 1,  au  numérateur,  — acd , lisez  : — *"ccf. 

id.  2,  au  numérateur,  -(-  a'  bd! , lisez  : -j-  a"  bd’. 

La  page  i34  est  numérotée  234. 

243 , 11  en  remontant,  moins,  lisez  : moitié  moinsi 

M5.  îàj  i,99936  , lisez  : 1,099396. 
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Fages  146  ; ligne  10  en  remont. , premier  , lisez  : second. 

149  , 12  en  remont. , donc  ZZ,  lisez-,  doue  t'  — . 

159,  9 , renfermant,  lisez  renferment. 

164,  16  en  remont. , ces  ordres,  lisez  : cet  ordre. 

165,  5,  celle-ci,  lisez  1 celles-ci. 

173,  8 et  ta  ; 24m,5o3,  lisez  : 24  m, 522. 

id.  iaeti3;  34.m.3ia,  lisez  : 34  m,33i. 

id.  i3;  78 m,43i  , lisez  : 78 m,470. 

„ „ __  ("+‘0  X « 

182,  


6 , s — 


lisez  : s — 


(a  + u)  X n 


i85  , 12;  4,904,  lisez  : 4m, 904. 

188,  11  ; “ o , lisez  : ZZ  stj. 


n/, 

189  , au  lien  de  t)  ZZ  1/ — 


a+sq — s log.(a+sq— s)— log.« 

, log.  t)  ZZ — 

a n 

lisez  : ac/n  — 5^+j  — û^o,  et  ajoutez  : équation, 
irrésolnble. 


ï9i  • 

195 . 

202 , 
210 , 

2a3 , 

225  , 


1 2 , l/,  lisez  : 

a5  , n = 101 , lisez  , n zz  rooooi. 

10  en  remont. , nn  nombre  entier  pour  caractéristique  , 
lisez  : zéro  pour  fraction  décimale, 

6 , n* , lisez  : n. 

3 , sera  pris , lisez  : sera  a pris, 

19,  c,  lisez  : (o+i). 


id.  ao  , (a+b)  , lisez  : c. 

226  , 4-,  24  ± 1 , lisez  : ik  + 1. 

a3i,  1 5 et  20,  0,000000625,  lisez  : o,ooooooo6a5. 

n 

a36,  4,  a” , lisez  : am. 

id.  4 en  remont. , pour , lisez  : par. 

*39,  a en  remont. , supprimez  la.  virgule. 

240  , g et  10  , 60  à l'heure , lisez  t 36oo  à l'heure. 

244,  ï3  en-remont.  A‘C,  lisez  : A'C. 
id.  10  en  remont.,  restant,  lisez  : restent. 

25i  , 9,  A ’jr1 , lisez  : A'x'. 

260  , 10  en  remont.,  ABC , lisez  : ABD, 

284  , a3  , B , lisez  : D. 

287,  12  en  remont.,  l’une  en  A,  lisez  : l’autre  en  A. 

3o6,  12  en  remont. , abc , lisez  : A'B'C', 

3a8,  2,  looéme,  lisez  : ïoéme. 

33o , 1 , projections  , lisez  : projection. 

333  , 1 1 en  remont. , autour , lisez  : autour  de. 
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* Fages  337  , ligne  1 5 en  remont. , eP , Viser.  : eP". 

348,  l5  en  remont-,  ob  , lisez  : eb. 

35o  , 4 et  5 eu  rem.,  tous  points  , lisez  : tons  les  peints. 

id.  19;  344  > lisez  : 354- 

36o  , 3 ( au  dénominateur)  , R,  lisez  : R1. 

36a  , 5 , cos.  a , lisez  : cos.  A. 

367  , 7 en  remont. , cos.  C , lisez  : sin.  C. 

. 384,  j3,  sur,  lisez  : sont. 

385,  5 , CHAPITRE  VI,  lisez  : CHAPITRE  IV. 

s 

38g,  7,  s,  lisez  : . 

a ‘ 

3.JO,  14,  PM",  lisez  : P"M". 

40a  , >7  en  rem.  , CHAPITRE  VI,  lisez  : CHAPITRE  V. 

F'  F' 

. 41G  , a , , Usez  : . 

r3 

id.  » en  remont. , g)'1 » Usez  : C'f*. 

418,  17,  C't- , lisez  : C'i'2. 

4ag,  5,  même,  lisez  : mêmes. 

432,  20,  b'  =s  , lisez  : b'1  as. 

436  , dernière  , (a:  — g ) , Usez  ; ( a;  — a )• 

447»  9 en  remont.  , =r  . Usez  s — (—  /8/. 

453,  il  , coordonnés,  lisez  : coordonnées. 

457,  16  en  remont.,  et  que , supprimez  : et 

465  , a6 , S . s , lisez  : Ss. 

470,  aa,  l'axe  de  z,  lisez  : l'axe  des  X. 

474.  18,  rectangle,  lisez  : triangle. 

475,  8,  le  centre  du  , lisez  : le  centre  de  gravité  do. 

480  , a , après  Iz,il  est  plus  simple  d'achever  ainsi  Partiel*? 

dont  la  moitié  étant  retranchée  du  rayon  de  cette 
dernière  calotte , il  restera  | *•  — | x pour  la  dis- 
. tance  cherchée. 

483  , a , le  centre  de  la  corde  , lisez  : le  centre  de  gravité 

de  la  corde. 

5oo,  i5,  supprimez  1 réciproquement. 

5i  1 , 9 en  rem. , ■ l sin.  d ~ h,  lisez  ? I sin.  i — lu 

id.  dern.  , déterminées,  lisez  : déterminés. 

£16  , 7 en  remont.,  i à l’angle  , lisez  : i l'angle. 

55i  , 6 en  rem.  , des,  lisez  : de. 

553,  8,  parfait:  lisez : parfait. 
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EXTRAIT 

DU  CATALOGUE  DE  M.  MAGIMEL. 


Râlement  concernant  l'exercice  et  les  manœuvres  de  l’infanterie  t 
du  premier  août  1791  , 2 vol.  in- 8,  10  f. 

— 2 vol.  in- 12,  J fr. 


Extrait  du  même  réglement , contenant  l’école  du  soldat  et  du  pe- 
loton , in- ix,  1 f- 

— avec  figures  , ' 1 f.  fO  C. 

Instruction  de  détail  par  demandes  et  par  réponses,  basée 
sur  l’ordonnance  de  1791  , contenant  l’école  du  soldat  et  du  pe- 
loton , par  M.  Lot,  officier,  I f.  20  c. 

Idem,  avec  figures,  I f.  60  c. 

Manœuvres  de  l’infanterie  contre  la  cavalerie  ; par  l’adjudant  com- 
mandant Cacault,  in- 8,  1 f.  50  c. 

Dissertation  sur  l’ordonnance  d’infanterie,  du  premier  août  1791  ; 

par  le  général  Meunier,  t/1-8,  avec  pl.  2 f.  50  c. 

Réglement  provisoire  sur  le  service  de  l'infanterie  en  campagne , 
du  5 avril  1792,  in- 12,  1 f.  jo  c. 

Réglement  concernant  la  police  et  la  discipline  de  l’infanterie , 
au  25  juin  1792,  75  c. 

Instruction  sur  le  campement  de  l'infanterie,  in-ix  , avec  3 pl.  75  c. 
Manuel  d’infanterie  ou  Résumé  de  tous  les  réglemens  , décrets, 
usages,  renseignemens , concernant  l’infanterie;  dans  lequel  se 
rrouve  renfermé  tout  ce  que  doivent  savoir  les  sergens  et  capo- 
raux ; in- 12  de  plut  de  500  pag.  2e.  édit. , consid.  aug.  3 f. 

Ce  Manuel  , dû  à un  officier  supérieur  , réunir,  dans  un  ordre  très-métho- 
dique , tout  ce  qui  est  nécessaire  à l'instruction  des  sous  officiers  ; on  a 
scrupuleusement  élagué  ce  qui  leur  était  étranger.  C’est  un  des  grands  avan- 
tages de  cet  ouvrage  sur  tous  les  recueils  de  cette  nature,  publiés  jusqu’à  co 
jour. 

Ordonnance  provisoire  sur  l’exercice  et  les  manoeuvres  de  la 
cavalerie,  rédigée  par  ordre  du  ministre  de  la  guerre  , du  premier 
| vendémiaire  an  xm,  2 vol.  r'n-8,  dont  un  de  planches  , au  nombre 
àe  116  ; seconde  édition  , 17  f.  — pap.  vtl.  24  f.  — in- 12.  9 f. 

Cette  édition  est  la  seule  officielle. 


Supplément  à la  première  édition  de  cet  ouvrage,  in- 8.  l f. 

— i/1-12,  75  c. 

Ecole  du  cavalier  à pied,  par  demandes  et  par  réponses,  pour  servir 
d’introduction  à l'instruction  de  détail  , sur  les  manœuvres  de  la 
cavalerie,  avec  2 planches  représentant  toutes  les  sortes  de  mors-,  l 
.voL.  in- 8,  X f. 
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Ecole  de  l’escadron,  par  demandes  et  par  réponses,  basée  sur  l’or- 
donnance de  1788  ; par  Cordier  ; officier,  in- 8,  1 f.  $0  c. 

Instruction  de  détail  sur  l’exercice  et  les  manœuvres  de  la  cavalerie, 
rédigée  et  mise  en  pratique  à l’école  d’instruction  des  troupes  à 
cheval  à Versailles  , d'après  l'ordonnance  provisoire  du  premier 
vendémiaire  an  xm  ; première  partie  ; contenant  les  bases  de  l’in- 
struction , et  l’école  au  cavalier,  tant  à pied  qu’achevai,  in-12, 
sans  planches,  . a f.  jo  c. 

— avec  planches , * • ' 5 f. 

La  seconde  partie  , contenant  l’école  de  l’escadron  et  les  manœuvres, 

1 f.  50  c. 

— avec  planches , 4 f.  jo  c. 

Les  deux  parties  peuples , avet  planches  . ' 9 f. 

— sans  planches  , 4 f, 

— in- 8,  avec  planches,  ij  f. 

Réglement  sur  le  service  des  troupes  à cheval  en  campagne,  du 

12  août  1788  , in-12  , i f. 

Réglement  concernant  la  police  des  troupes  à cheval , du  24  juin 
1792,  1 f. 

Extrait  dudit  réglement , 40  c. 

Instruction  sur  le  campement  de  la  cavalerie,  in-12,  avec  trois 
planches,  75  c. 

— in-8  , l f. 


Instruction  sur  le  service  des  bouches  à feu  de  l’artillerie,  1 f.  jo. 

Recueil  (nouveau)  des  lois,  arrêtés,  réglemens  et  instructions 
sur  l’artillerie,  accompagné  de  notes  indicatives  des  changemens 
survenus  à ces  différentes  lois,  depuis  leur  publication,  in- 12, 

3 f.  j©  c. 

Instruction  du  Ministre  d’Etat  Directeur  général  des  revues  et  de 
la  conscription  militaire,  pour  l’exécution  des  articles  217  et  118 
du  réglement  du  25  germinal  an  13  , relatif  à la  surveillance  et 
à la  vérification  de  la  comptabilité  des  corps  de  toutes  armes  , du 
24  septembre  1808,  in-8 , avec  les  tableaux,  a f. 

Etat  actuel  de  la  législation  sur  l’administration  des 
troupes;  par  P.  N.  Quillet,  chef  du  bureau  de  la  solde  au  dé- 
partement de  la  guerre  , 3 vol.  in- 8 , 1809 , 4*.  édition  , revue 
et  augm.  ' IJ  f. 

Le  troisième  volume  servant  de  supplément  à la  2*.  édit.  j f. 


Journal  militaire  , contenant  tout  ce  qui  est  relatif  à la  compo- 
sition et  à l’administration  de  la  force  publique  , et  enfin  tout  ce 
qui  concerne  la  guerre  et  la  marine. 

Le  prix  de  V abonnement  est  de  30  f.  pour  nn  an  , et  de  13  f.  pour  six  mois.  Chaque 
semestre  forme  1 vol.  in-8. 

Ile  collection  du  journal , depuis  ton  origine,  en  1790  jusques  et  compris  1S08, 
avec  7 vol.  de  supplément  , forme  44  vol.  in-8  , et  se  vend  304  f.  30  c. 

Chaque  année  , composée  de  a vol. , coûte  1 3 f. , et  18  f.  franc  de  port , excepté 
l’année  qui  précède  celle  de  l'abonnement , qui  reste  au  prix  de  30  f.  Les  vol.  6 
et  7 du  supplément , 1 1 f. 
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